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PROLOGO

Tras la incorporacion al Espacio Europeo de Educacion &upeel dise-
flo de los nuevo grados en el marco del proceso de Bolonia lrac&y de diez
afos, las titulaciones en las Facultades de Economia y Bafwreron redisefia-
das para adaptarse a este nuevo marco en el que basicam@rentque ajustar
los contenidos de las asignaturas para buscar que losageglalcanzaran unas
competencias basicas y nucleares definidas en los misnmiasrmas para poder
dar entrada en el grado a las practicas en empresas y lo@galedin de titulo.

En este contexto, nos tuvimos que plantear qué contenidasnog deberia
un estudiante del grado en Administracion y Direccion de Esgs estudiar para
alcanzar las competencias establecidas en el titulo. &shrelea desarrollamos
este manual de ejercicios y problemas de Matematicas Earjaies.

Este texto es fruto de la experiencia de un grupo de docenékamos veni-
do impartiendo la asignatura de Matematicas Empresarat@sdas las variantes
gue esta asignatura ha tenido en cuanto a sus contenidasroerse ha ido adap-
tando a las diferentes reformas de los planes de estudio.

Fundamentalmente esta constituido por ejercicios y pmuddede Calculo
aplicados a las Ciencias Econdmicas y Empresariales quiepuesultar ttiles
para el estudio en aquéllas titulaciones de AdministragiBireccion de Empre-
sas asi como en las dobles titulaciones de Grado en Adraristry Direccion
de Empresas y Grado en Derecho y Grado en Administracionec€én de Em-
presas y Grado en Turismo.

Cada capitulo comienza con una breve introduccién tediie®e numero-
sos ejemplos resueltos, tanto de problemas de desarrolio de ejercicios tipo
test, incorporando también problemas propuestos y cnestiipo test no resuel-
tos pero cuyas soluciones se pueden encontrar al final del tex

Sabemos que muchos estudiantes al llegar a la Facultad deit Em-
presa y Turismo no disponen de los conocimientos basicosejequieren para
superar las asignaturas mas cuantitativas, como Matexsafistadistica y Eco-
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nometria. En ningln caso se pretende que se conviertan emgdtatos sino que
sepan utilizar las matematicas para dar respuesta a muaisrpas que se plan-
tean en el &mbito econdmico y que identifiqguen las matensagica hay detras de
muchos conceptos en este ambito.

Basandonos en estas ideas se ha desarrollado este texs®a gskeuctura en
cuatro capitulos. El primero centrado en el estudio de tumes reales de una
variable. En muchos casos, se supone que los estudiantes weler adquiridos
estos conocimientos desde la formacion preuniversit&iimembargo, la expe-
riencia y las diferentes opciones de acceso evidenciansjaeomsejable dedicar
un poco de tiempo a reforzar el estudio de las funciones elees, como puede
ser la funcion lineal para plantear problemas de equiliecimnémico o la funcion
exponencial para entender los problemas de capitalizaei@studio de las deri-
vadas como fundamento del analisis econémico marginadl@lio integral para
aplicarlo al célculo del excedente del consumidor y praotuatel calculo de las
funciones de densidad de probabilidad en Estadistica.

Los capitulos 2 y 3 estan dedicados a una introduccion alliestie las fun-
ciones de varias variables, basicamente funciones de dables. En el capitulo
2 se presentan ejercicios basicos que resultan fundamemgata ser aplicadas
en el capitulo 3 a la optimizacion sin restricciones y cotricesones de igual-
dad. Acabamos en el capitulo 4 con una introduccién a la anogcion lineal,
qgue se emplea fundamentalmente en la resolucion de prableéenglanificacion
y gestion.

Este manual pretende ser una ayuda para el desarrollo dajarautonomo
de los estudiantes, con mas relevancia, si cabe, en estggsenarcados por las
nuevos modelos de docencia sobrevenidos por los efectaspdmtiemia provo-
cada por el COVID-19. De forma que la intencion es que sirvaccmaterial de
referencia y que ayude a afrontar con éxito las asignatuéasamantitativas en
los estudios de Economia y Empresa.

La confeccién de este texto se ha llevado a cabo utilizandmrmpilador
IATEX con el apoyo de numerosos paguetes de este compilador grexap des-
critos en Borbdén y Mora (2013). Ademas, todos los graficos apsrecen en
el manual han sido desarrollados utilizando el programaréfal Mathematica
(Mathematica® v.12.0).
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1 ‘ FUNCIONES REALES DE UNA
VARIABLE

En este capitulo se muestran y se proponen ejercicios ygonalsl de algunos
conceptos basicos relacionados con las funciones realearidble real, como
son el dominio, operaciones que se pueden realizar con Emanj la derivada
y la integracién, ilustrandose la situacién, en muchasioras, con las gréaficas
correspondientes.

El concepto de funcidon como un objeto matematico indepetalisusceptible
de ser estudiado por si solo, no aparecié hasta los iniciocsatieilo en el siglo
XVII. René Descartes, Isaac Newton y Gottfried Leibniz klgteieron la idea de
funcion como dependencia entre dos cantidades varialdbgrdlose a Leibniz
los términos de variable y funcién. La primera vez que agat@aotacionf (x)
fue en el siglo XVIII por los matematicos A.C. Clairaut y Léwamd Euler.

El concepto de funcion es uno de los mas importantes de |lasmatctas,
cuya aplicacion es evidente en todas aquellas disciplinasngcesitan las ma-
tematicas como herramienta de trabajo. Una funcion es Umeide entre dos o
mas magnitudes que expresa como una cantidad depende deastigemplo,
en Economia, el consum@, depende de la rent¥, que se expresa mediante la
expresiorC = f(Y). Otros ejemplos de funciones en este escenario lo corestituy
la funcién de oferta (indica la cantidad total que los fadmies estan dispuestos a
producir a un precio determinado), la funcién de demandahc@ia cantidad que

1
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los consumidores estan dispuestos a comprar a un precionifeaieo), la funcion
de utilidad (expresa el grado de satisfacciébn de un consunaidconsumir un

bien), etc.

1.1 Breve resumen teorico

Funciones elementales

Polinébmica grados 0 6 1:
Expresion:f(x) = ax+b.

= Dominio: R.
OX: (—b/a,0), a0,

= Puntos de cort
OY : (0,b).

aes la pendiente de la recta.
a< 0, decreciente.

= Caracteristica a=0, constante.
a> 0, creciente.
b es la ordenada en el origen.

= Gréficas: Son rectas (algunas se muestran en la figura 1.1).

y=x+1

Figura 1.1
Rectas

= Limites y continuidad:
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e lim f(x) = 4o, segun signo da # 0.

X—+o0

e Continua en su dominio.

Polinbmica grado 2:

Expresion:f(x) = ax +bx+c, a#0.

= Dominio: R.

= Puntos de cort&

= Caracteristicas{

— —btvb’—4ac
OX: (Z—a’o)’

(puede no haber punto de corte, uno (tangencia) @ dos
QoY : (0,c).

b : , .
X = —— es el eje de simetria.

2a

. " b
a< 0, concava(),con maximo enx = ~oa

a> 0, convexa(lJ),con minimo enx = ~%a

= Gréficas: Son parabolas (se muestran algunas en la figura 1.2)

Figura 1.2
Parabolas

= Limites y continuidad:
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e lim f(x) = 4o, segln signo de.
X—>t00

e Continua en su dominio.

Polinébmica grado n:

Expresion:f(x) = a,x"+an_1xX"1 4+ -+ agx+ ap.

Dominio: R.

OX: (X1,0), (%2,0),...,(Xn,0),

Puntos de cort (X1,X2,...,%n, Soluciones reales dgx) = 0),

QY : (0,a).

Caracteristicas: Con las soluciones reales es posiblamdete el signo de

f(x).

Gréficas: En la figura 1.3 se muestran dos funciones polirasrde grado
3y4.

-

grado 3

Y

Figura 1.3
Funciones polinébmicas

= Limites y continuidad:

e lim f(x) = +oo, segun paridad y signo dg.

X—+00

e Continua en su dominio.
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Racional:

Expresion:f(x) = P P(x),Q(x) polinomios (irreducibles).

Q(X)’

Dominio: R — {ki} , con:Q(k;) = 0.

OX: (x,0) conP(x) = 0.
OY : (0,y) conP(0) =Y.

Puntos de corte{

Caracteristicas: Debe simplificarse para que la fracci@rirseducible.

Gréficas: Son hipérbolas (véase la figura 1.4).

y

Figura 1.4
Hipérbolas, y = 1/X en trazo grueso e y = 1/x? en trazo fino

= Limites y continuidad:

doo, N >m,
. Xl_i)rjrgo0 =1 ay/bn, n=m, siendo ny mlos grados d&(x)y Q(x),
0, n<m,
respectivamente.

. I’|mk f(x) =+, k:Q(k)=0,x=kes asintota vertical.
X—

e Continua en su dominio.
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Potencial:
Expresion:f(x) = X', con:r € Z, polindmica o racional.

reQ, r= g (irreducible)

f(x) = xP/9 = JxP.

Dominio: Depende de los valores ge/ g.

Puntos de corteédX y OY : (0,0) (segin dominio).

Caracteristicas: Dependen de los valoreg gej.

Gréficas: En la figura 1.5 se muestran dos funciones potescial

Figura 1.5
Funcién potencial

= Limites y continuidad:

e |im f(x) = +c0 0 bien 0.
X—>—+00

e lim f(x) = —o (indice impar) o bien 0.

X——00

e Posibilidad de casos con asintota vertical.

e Continua en su dominio.
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Exponencial:

Expresion:f(x) = a* cona > 0.

= Dominio: R.

OX: f(x) > 0,¥x € R = no corta al eje horizontal.

= Puntos de cort
OY: (0,1).

0 < a< 1, decreciente.
= Caracteristica{ a > 1 creciente.

Gréfica en la parte positiva del e .

= Gréficas: Véase la figura 1.6 en la que se muestran dos fuscopenen-
ciales.

Figura 1.6
Funcion exponencial

= Limites y continuidad:

o lima=4 T si0<a<1
x——w | 0, sia> 1.
o { 0,si0<a<1
e lim a' = .
X—4-00 400, sia> 1.
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e y= 0 es asintota horizontal.
e Continua en su dominio.

Exponencial natural:
Expresion:f(x) = € cone=2.718281..

= Dominio: R.

OX: f(x) > 0,¥x€ R = no corta.

= Puntos de cort
OY: (0,1).

» Caracteristicas: Gréfica en la parte positiva del0de

= Gréfica: En la figura 1.7 aparece representada la funciomexptal natu-
ral.

-

-2 -1
Figura 1.7
Funcién exponencial natural

= Limites y continuidad:

e Iim &=0y lim &= +o.

X——00 X—r+00

e y= 0 es asintota horizontal.

e Continua en su dominio.
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Modelos exponenciales:
Expresion:f (x) = Cé* conC, k constantes.

= Dominio: R.

OX: f(x) > 006 f(x) < 0(segunC) = no corta.
= Puntos de cort

OY: (0,C).

= Caracteristicas: Grafica segun las constadte.

= Gréficas: Véase la figura 1.8.

Figura 1.8
Funcién exponencial general

= Limites y continuidad:

e Limites segln las constant€sy k.
e y= 0 es asintota horizontal.
e Continua en su dominio.

Logaritmica:
Expresion:f(x) =log,x, a> 0.

y=log,x<=x=a = x> 0.
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Dominio: R™.

OX:(1,0), pues log1=0.
OY : No corta pues > 0.

Puntos de corte{

Gréfica a la derecha del e@X.

Caracteristicas

Es la inversa de la exponencial, con gréaficas
simétricas respecto a la recta= x.

Graéficas: En la figura 1.9 se muestra la representacion gddics fun-
ciones logaritmicas.

y

y=10g1/2x

Figura 1.9
Funcion logaritmica

= Limite y continuidad:

. 4o, si0<a< 1
e lim logy,x= :
x—0F —oo, sia> 1.
—o, si0<a< 1l
lim log,x=14 +o,, sia>1
X—>—+00

X =0 es asintota vertical.

e Continua en su dominio.

Logaritmo neperiano:
Expresion:f(x) =logex=Lx=Inx.

y=Inx<=x=¢ =x>0.
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Se verificag"™* = x; Ine*=x.

Dominio: R™.

OX: (1,0), pues In1=0.
OY : No corta pues > 0.

Puntos de corte{

Es la inversa de la exponencial, con graficas
simétricas respecto a la regta: x.

CaracteristicaX In(x-y) =Inx+Iny

In <)—(> =Inx—Iny
y

InX" = ninx

Gréfica: La funcion logaritmo neperiano aparece repredarga la figura

1.10.
y
b y=Inx
> 4 6 8§ 7
-2
4

Figura 1.10
Funcién logaritmo neperiano

= Limites y continuidad:

e limInx=—ocy lim InX= +oo.
x—0* X—-+00

e X =0 es asintota vertical.

e Continua en su dominio.
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Reglas de célculo de derivadas

Operacién Derivada
Suma
y=f(x)+9(x) y=FX+dX
Producto por escalar
y=c-f(x) y=c f(x
Producto
y=f(¥)-9(x y="Ffx-9)+f(Xx gX
Cociente

f(x) f'(x)-9(x) — (%) - g'(%)
y mm,mm¢o y 92

Derivadas de funciones elementales y compuestas

Tipo Derivada
Potencial

y=f(x)=x" y = f/(x) =nx1
Potencial compuesta

y=f(x)" y =nf(" 1 f(x)
Logaritmo neperiano

y=f(x) =Inx y=1f(x=1
Logaritmo compuesto

y=Inf(x Y = 5
Exponencial natural

y=f(x)=¢ y="fx=¢
Exponencial natural compuesta

y:ef(x) y:ef(x). f/(X)
Exponencial general

y=f(x) =a y =f/(x) =a“-Ina
Exponencial general compuesta

y=af® y =af®.f(x)-Ina

Estudio local de funciones

a) Signo def’(x):
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» Sif/(x) >0= f es creciente.
» Sif/(x) < 0= f es decreciente.
» Si f/(x) = 0= x*, puntos criticos (posibles maximos o minimos).

b) Signo def”(x):

» Sif’(x) > 0= f es convexa (forma de).
» Sif’(x) < 0= f es concava (forma de).
» Si f”(x) = 0= posible punto de inflexion.
c) Clasificaciéon de puntos criticos); con f/(x*) = 0:
= Sienx* hay un cambio de decreciente a creciente (o al revés)nini-
mo local (maximo local).
= Si f”(x*) > 0= minimo local.
» Si f”(x*) < 0= méaximo local.

» Si f/(x*) = 0 = criterio general, se estudia el orden y el signo de la
primera derivada no nula:

e orden par y positiva (negativa}= minimo local (méximo local).
e orden impar—=> punto de inflexion.
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Integrales inmediatas y compuestas

Tipo Integral
n Xn+1
Potencial dx= k -1
otencia X dx n+1+ , N#£
- nes Fix)™
Potencial compuesta /f(x) f'(x)dx= N1 +kn#-1 (%)
Logaritmo neperiano /)—l(dx: Inx+k
f(x

Logaritmo compuesto

f,((x)) dx=Inf(x)+k (x)

Exponencial natural /exdx: e+k
Exponencial natural compuesta /ef(x) f/(x)dx=e"™ +k (%)
Exponencial general a‘dx= % +k
Exponencial general compuesta /af(x> f/(x)dx = %(: +k (%)
() Basta hacer el cambi{a dtt::ft((;(())dx



