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Vorwort

Quantenmechanik und Algebra waren seit den Anfdngen der Quantenmechanik eng mitein-
ander verkniipft. Das, was heute unsere Quantentheorie ausmacht, begann in Friithjahr 1925
wihrend eines kurzen Aufenthalts des jungen deutschen Physikers Werner Heisenberg (1901-
1976) auf Helgoland, wo er, damals im Alter von 23 Jahren, einen neuen Zugang zur theore-
tischen Beschreibung der Quantenmechanik eréffnete. Dazu musste er mathematische Gro-
Ben einfiihren, fiir die ein nicht-kommutatives Produkt existiert. Nach seiner Riickkehr an die
Universitidt Gottingen wurde dieser Zugang ausgearbeitet und publiziert. Zunichst erschien
eine Arbeit von Heisenberg im Juli 1925 (W. Heisenberg, Z. Physik 33, 879 (1925)), deren Dar-
stellung der Quantenmechanik sich fiir einen heutigen Physiker nicht direkt erschlie3t, ge-
folgt von zwei Arbeiten mit den bescheidenen Titeln Zur Quantenmechanik von Max Born
(1882-1970) und Pascual Jordan (1902-1980) im September 1925 (M. Born, P. Jordan, Z. Physik
34, 858 (1925)) sowie ein Jahr spéter in einer gemeinsamen Arbeit (M. Born, W. Heisenberg,
P. Jordan, Z. Physik 35, 557 (1926)), die sich fiir uns auch heute problemlos lesen lassen. Dort
werden die heisenbergschen quantenmechanischen Gréfen durch Matrizen dargestellt. Heu-
te erscheint uns das ganz naheliegend, aber damals war der Umgang mit Matrizen mit ihrem
nicht-kommutativen Matrixprodukt nicht allgemein bekannt. Daher findet man in der Arbeit
von Born und Jordan auch ein ganzes Kapitel zum Thema Matrizenrechnung, gestiitzt auf das
gerade erschienene und auch heute noch sehr niitzliche Buch R. Courant, D. Hilbert, Metho-
den der mathematischen Physik I, Springer 1924 (es gibt eine vierte Auflage aus dem Jahr 1993,
auch als eBook). Im Zentrum der beiden Arbeiten Zur Quantenmechanik findet man fiir die
quantenmechanische Darstellung von Ort q und Impuls p eines Teilchens in einer Raumdi-
mension durch hermitesche unendlichdimensionale Matrizen die beriithmt gewordene For-
mel

h
Pg-ap=;_-1, m

damals als verschdrfte Quantenbedingung bezeichnet. Hier ist 1 die Einheitsmatrix und % das
plancksche Wirkungsquantum. (Das niitzliche 77 = h/2n wurde erst spéter durch den briti-
schen Physiker Paul Dirac (1902-1984) eingefiihrt.) AuBerdem finden wir dort fiir das Zeitver-
halten einer Groe g(p,q) und die Energie H = H, (p) + H2(q) die Formel

g="" (Hg-gH), @

aus der zwanglos die Energieerhaltung H = 0 folgt.

Mithilfe der Schreibweise [p,q] = pq— qp fiir den Kommutator ergab sich spiter das, was
wir als Heisenberg-Bild der Quantenmechanik bezeichnen. Es wurde aber anfangs durch das
populdrere Schrodinger-Bild in den Hintergrund gedréingt, das eine Beschreibung durch die
weitaus vertrauteren Differentialgleichungen ermoglichte. Der Zusammenhang zwischen den
beiden Bildern wird in Abschnitt 2.2 klar werden. Beide sind unterschiedliche Darstellungen
der gleichen algebraischen Strukturen.


https://de.wikipedia.org/wiki/Werner_Heisenberg
https://de.wikipedia.org/wiki/Max_Born
https://de.wikipedia.org/wiki/Pascual_Jordan
https://de.wikipedia.org/wiki/Paul_Dirac
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Die folgenden Antworten auf Fragen zum Thema Algebren und Quantenmechanik verdanken
wir dem Chatbot GPT (https://chat.openai.com/auth/login).

Frage: Welche Rolle spielen algebraische Methoden in der Quantenmechanik?

Algebraische Methoden spielen eine wichtige Rolle in der Quantenmechanik, da sie dazu bei-
tragen, die komplizierten Gleichungen und Beziehungen, die in diesem Bereich auftreten, zu
vereinfachen und zu l6sen. Die Quantenmechanik beschiftigt sich mit dem Verhalten von Teil-
chen auf subatomarer Ebene und beschreibt dieses Verhalten durch Quantenzustinde. Diese
Zustdande konnen mithilfe von algebraischen Strukturen wie Operatoren und Matrizen darge-
stellt werden. Algebraische Methoden ermdglichen es auch, symmetrische Eigenschaften von
Systemen zu untersuchen und zu beschreiben, was wiederum dazu beitragen kann, die Eigen-
schaften von Quantensystemen besser zu verstehen.

Frage: Bitte erldiutere ausfiihrlich die Rolle algebraischer Methoden in der Quantenmechanik.

In der Quantenmechanik werden algebraische Methoden verwendet, um Gleichungen und Be-
ziehungen in diesem Bereich zu 16sen und zu vereinfachen. Ein Beispiel hierfiir ist die Ver-
wendung von Operatoren, die als algebraische Strukturen dienen, um die Eigenschaften von
Quantenzustdnden zu beschreiben. Operatoren sind Funktionen, die auf Quantenzustinde
angewendet werden und diese verdndern kénnen. Beispielsweise wird der Energieoperator
verwendet, um die Energie eines Quantenzustands zu beschreiben, und der Impulsoperator
wird verwendet, um den Impuls eines Quantenzustands zu beschreiben.

Matrizen sind ein weiteres Beispiel fiir algebraische Strukturen, die in der Quantenmechanik
verwendet werden. Sie werden verwendet, um Quantenzustinde darzustellen und die Uber-
génge zwischen diesen Zustdnden zu beschreiben. Matrizen konnen auch verwendet werden,
um symmetrische Eigenschaften von Quantensystemen zu untersuchen und zu beschreiben.

Ein weiteres wichtiges Konzept in der Quantenmechanik, das auf algebraischen Methoden ba-
siert, ist die Unschérferelation. Diese Beziehung beschreibt das Ausmal an Unschérfe oder
Unbestimmtheit, das bei der Messung von Eigenschaften von Quantensystemen auftritt. Die
Unschiérferelation kann mithilfe von Operatoren dargestellt werden, die die Eigenschaften von
Quantensystemen beschreiben, und wird hiufig verwendet, um das Verhalten von Quanten-
systemen zu untersuchen und zu beschreiben. Insgesamt spielen algebraische Methoden in
der Quantenmechanik eine wichtige Rolle bei der Darstellung und Analyse von Quantenzu-
stinden und bei der Untersuchung von Eigenschaften von Quantensystemen. Sie tragen dazu
bei, komplizierte Gleichungen und Beziehungen in diesem Bereich zu vereinfachen und zu
16sen und das Verstdndnis von Quantensystemen zu vertiefen.

Frage: Welche Rolle spielen Lie-Algebren in der Quantenmechanik?

Lie-Algebren spielen in der Quantenmechanik eine wichtige Rolle bei der Untersuchung von
Symmetrien und der Beschreibung von Symmetrieeigenschaften von Quantensystemen. Ei-
ne Lie-Algebra ist eine algebraische Struktur, die auf einer Lie-Gruppe basiert und die alge-
braischen Eigenschaften einer Lie-Gruppe beschreibt. In der Quantenmechanik werden Lie-
Algebren verwendet, um symmetrische Eigenschaften von Quantensystemen zu untersuchen
und zu beschreiben.

Lie-Algebren werden auch verwendet, um die Eigenschaften von Quantenmechanik-Systemen
zu beschreiben, die durch kontinuierliche Symmetrien beschrieben werden. Diese kontinuier-
lichen Symmetrien treten beispielsweise bei der Beschreibung von rotationssymmetrischen
Systemen auf. In solchen Féllen werden Lie-Algebren verwendet, um die Eigenschaften der


https://chat.openai.com/auth/login
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Symmetrien und die Beziehungen zwischen den Symmetrien und den Eigenschaften des Sys-
tems zu beschreiben. Insgesamt spielen Lie-Algebren in der Quantenmechanik eine wichtige
Rolle bei der Beschreibung von Symmetrien von Quantensystemen. Sie tragen dazu bei, das
Verstdndnis von Quantensystemen zu vertiefen und dienen als wichtige Werkzeuge bei der
Analyse von Quantensystemen.

Soweit die Darstellungen des Chatbots. In diesem Buch werden wichtige algebraische Metho-
den der Quantenmechanik vorgestellt und an ausgewdhlten Beispielen erlduert und illustriert.
Das Ziel dieses Buches ist es, den Leserinnen und Lesern Techniken an die Hand zu geben,
mit deren Hilfe sie viele mathematische Problemstellungen der Quantenmechanik elegant be-
wiltigen konnen. Ein solches Vorgehen liefert in aller Regel analytische Losungen, die dann
meist eine wichtige Grundlage zum Verstdndnis der untersuchten Prozesse bieten, natiirlich
meist ergdnzt durch numerische Resultate.

Der Aufbau des Buches beginnt mit einer komprimierten Darstellung der algebraischen und
mathematischen Grundlagen, gedacht als eine kurze Wiederholung des bekannten Inhalts ei-
nes Kurses zur Quantentheorie, fokussiert natiirlich auf die Resultate, die im folgenden Text
angesprochen werden. In den anschliefenden Kapiteln 3 und 4 werden die bekanntesten al-
gebraischen Strukturen der Quantenmechanik vorgestellt, die Oszillator- und die Drehimpuls-
Algebra. Das folgende recht kurze Kapitel 5 prasentiert interessante Anwendungen der bisher
vermittelten algebraischen Techniken zur Beschreibung einer Supersymmetrie, die bosoni-
sche und fermionische Freiheitsgrade mischt. Deutlich ldnger sind die beiden folgenden Kapi-
tel mit einer Einfiihrung in die Grundlagen der Lie-Algebren und ihr Einsatz zur Beschreibung
quantenmechanischer Zeitevolution. Die bisher erworbenen Kenntnisse werden in den fol-
genden Kapiteln exemplarisch auf wichtige quantenmechanische Modellsysteme angewandt
und, wenn nétig, ausgebaut. Dazu zdhlen natiirlich Oszillator-Systeme, dynamische Invarian-
ten, der quantenmechanische Phasenraum, angetriebene Gitter und Mehrteilchen-Systeme,
gefolgt von zwei Kapiteln {iber offene Quantensysteme, einmal in einer nicht-hermiteschen
und einmal in einer Lindblad-Beschreibung.

Die eingestreuten Aufgaben haben ein zweifaches Ziel. Einmal dienen sie natiirlich dazu, die
vorgestellten Methoden an einfachen Beispielen durch selbststdndige Arbeit zu {iben und zu
vertiefen. Zum zweiten werden auf diese Weise lingere Rechnungen, die den Lesefluss zu sehr
hemmen konnten, nach aulen verlegt. Zu samtlichen Aufgaben werden in Kapitel 15 Losun-
gen angeboten.

Der vorliegende Text beruht auf den Vorlesungen des Autors zu Themen der Quantenmecha-
nik an der RPTU Kaiserslautern. Der Autor dankt den ehemaligen Mitgliedern seiner Arbeits-
gruppe fiir viele Anregungen und Kommentare. Sicher haben auch viele Leserinnen und Leser
noch Verbesserungs- und Ergédnzungsvorschlége, die sie bitte an h. j.korsch@gmail.com sen-
den kénnen. Eine aktuelle Korrekturliste findet man unter https://plus.hanser-fachbuch.de.
Mein Dank gilt auch dem Carl Hanser Verlag fiir die Bereitschaft, dieses Buch in sein Verlags-
programm aufzunehmen, und seinem Lektorat. Dabei haben mich wieder einmal Frau Chris-
tina Kubiak und Herr Frank Katzenmayer mit ihrer kompetenten Betreuung und vielen Ver-
besserungsvorschldgen unterstiitzt.

Dieses Buch, genau wie alle vorangehenden, wire nicht zustande gekommen ohne die stian-
dige Unterstiitzung durch meine geliebte Frau Kristina, die mir immer den Freiraum zu ver-
schaffen wusste, um mich mit meinem Hobby, der Theoretischen Physik, zu beschéftigen.

Kaiserslautern, August 2024 Hans Jiirgen Korsch


https://plus.hanser-fachbuch.de/
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B Literatur

Grundlage fiir alle in dem Buch behandelten Themen ist eine Kenntnis der Quantenmecha-
nik auf dem Niveau einer typischen Universitidtsvorlesung. Dies wird in vielen Lehrbiichern
vermittelt, unter anderem in Biichern des Autors:

= H.]. Korsch: Mathematik der Quantenmechanik, Carl Hanser Verlag, 2019

= H.]J. Korsch: Physik mit 2x2-Matrizen, Carl Hanser Verlag, 2020

= H.]J. Korsch: Mathematik mit 2x2-Matrizen, Carl Hanser Verlag, 2021

= H.]J. Korsch: Numerische Physik mit Octave und Matlab, Carl Hanser Verlag, 2022

Zu den algebraischen Methoden, die Thema dieses Buches sind, finden sich besonders viele
Beitrdge in dem jetzt schon klassischen Buch

= W. H. Louisell: Quantum Statistical Properties of Radiation, John Wiley & Sons, Wiley
Classics Library Edition 1990, Originalausgabe 1973

mit einer Unzahl niitzlicher Formeln zur allgemeinen Quantenmechanik, die weit {iber den
Rahmen im Buchtitel hinausgehen. Eine ganze Reihe davon sind auch in dem vorliegenden
Buch zu finden.

Eine der wichtigsten algebraischen Strukturen, die in der Quantenmechanik eine grof3e Rolle
spielen, sind Lie-Algebren. Zu diesem riesigen Gebiet werden hier nur die grundlegenden Er-
gebnisse dargestellt. Mehr dazu findet sich in vielen Textbiichern. Der Autor hat insbesondere
profitiert von den klassischen Texten

= B. G. Wybourne: Classical Groups for Physicists, John Wiley, 1974
= J. E. Humphreys: Introduction to Lie Algebras and Representation Theory, Springer, 1972

= R. Gilmore: Lie Groups, Lie Algebras and Some of Their Applications, John Wiley, 1974

In diesem Buch beschrénken wir uns bewusst auf einfache Lie-algebraische Anwendungen in
der Quantenmechanik. Weit mehr dartiber hinaus wird in dem kiirzlich erschienenen Buch

= A. Neumaier, D. Westra: Algebraic Quantum Physics, Vol. 1: Quantum mechanics via Lie
algebras, De Gruyter, 2024 (520 Seiten!)

behandelt. (Siehe auch arXiv:0810.1019.)


https://www.hanser-kundencenter.de/fachbuch/artikel/9783446462267
https://www.hanser-kundencenter.de/fachbuch/artikel/9783446466944
https://www.hanser-kundencenter.de/fachbuch/artikel/9783446466937
https://www.hanser-kundencenter.de/fachbuch/artikel/9783446470262
https://arxiv.org/abs/0810.1019
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Algebraische Grundlagen

Bevor wir uns dem zentralen Thema dieses Buchs nihern, den Lie-Algebren und einigen ihrer
Anwendungen in der Quantenmechanik, ist es angebracht, uns zunédchst einmal daran zu er-
innern, was man eigentlich unter einer Algebra versteht. Dann wird eine wichtige algebraische
Struktur vorgestellt, die Lie-Algebra, und, nachdem wir eine wichtige algebraische Funktion
kennen gelernt haben, die Operator-Exponentialfunktion, kénnen wir uns den algebraischen
Groflen der Quantenmechanik, den Observablen, zuwenden und der Beschreibung ihrer Zeit-
entwicklung.

Die grundlegende mathematische Struktur in der Quantenmechanik ist der Hilbert-Raum,
benannt nach dem deutschen Mathematiker David Hilbert (1862-1943). Ein solcher Hilbert-
Raum ist ein linearer Raum iiber den komplexen Zahlen, in dem ein Skalarprodukt definiert
ist, der beziiglich der durch das Skalarprodukt induzierten Norm abgeschlossen ist und der se-
parabel ist, das heif3t, er enthilt eine abzdhlbare dichte Menge. Dann existiert eine abzdhlbare
orthonormierte Basis. Ein Beispiel eines solchen Hilbert-Raums ist der Raum der Folgen kom-
plexer Zahlen mit endlicher Summe ihrer Betragsquadrate oder sein kontinuierliches Komple-
ment, der Raum der (Lebesgue-) quadratintegrablen Funktionen auf der reellen Achse oder
einem Bereich davon.

Durch Einschrankung auf einen Hilbert-Raum werden zwar fiir uns Quantenphysiker viele
unangenehme Eigenschaften allgemeinerer unendlichdimensionaler Raume ausgeschlossen,
aber bei weitem nicht alle. In diesem Buch werden wir uns in den meisten Féllen auf endlich-
dimensionale Raume beschrdnken kdnnen, aber nicht immer, denn nicht alle physikalischen
Systeme lassen eine Darstellung durch endlichdimensionale Hilbert-Rdume zu. Ein simples
Beispiel liefern die Orts-und Impulsoperatoren, sodass wir uns notwendigerweise mit Proble-
men unendlichdimensionaler Rdume beschiftigen miissen. Einiges dazu findet man im An-
hang A. Hier werden wir, um die Lesbarkeit des Textes zu verbessern, so vorgehen dass wir uns
hauptsachlich mit Systemen befassen, die eine endlichdimensionale Darstellung zulassen. Ist
das nicht der Fall, kann man oft problemlos so vorgehen wie im endlichdimensionalen Fall.
Natiirlich nicht immer, und dann wird in aller Regel darauf hingewiesen.

Die Elemente unseres Hilbert-Raums werden wir bequemerweise in der Dirac-Notation durch
ein Ket-Symbol wie |y) oder |¢) beschreiben. Wir bezeichnen sie auch als Vektoren oder als Zu-
stdnde eines Quantensystems. Die adjungierten Vektoren, also die Elemente des Dualraums,
schreiben wir als |¢)" = (¢, ein Bra-Symbol, was den Vorteil hat, dass man das Skalarprodukt
zweier Vektoren |y) und |¢) als (¢p|y) schreiben kann, also als eine Klammer (engl. ,bracket”
oder ,Bra-Ket“). In einer orthonormierten Basis |n), n =1, 2, ... mit (m|n) = § ,,, konnen wir
die Vektoren als

ly)=) cpln) mit c,=<(nly) und (y|=) cp(nl (1.1)


https://de.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert
https://de.wikipedia.org/wiki/Hilbertraum
https://de.wikipedia.org/wiki/Hilbertraum
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darstellen, oder kurz als Spaltenvektor ¢ = (c1, ¢z, )" bzw. Zeilenvektor ¢ = (cf,c5,+++). Damit
erhalten wir fiir das Skalarprodukt mit einem Vektor |p) =Y ,,, d, | m)

@lyy=Y dicnlminy Y. dicnbmn =Y dicy=d'c. (1.2)
m,n m,n n

M 1.1 Operatoren & Matrizen

Hier wollen wir uns zunéchst auf endlichdimensionale Hilbert-Rdume mit der Dimension N
beschrianken, also der maximalen Anzahl linear unabhéngiger Vektoren. Einen (linearen) Ope-
rator auf diesem Raum kennzeichnen wir durch ein Dachsymbol wie A. Er beschreibt eine li-
neare Abbildung |y) — |¢') = Alw), wobei man gelegentlich auch die Schreibweise |A1//)
verwendet.

In der orthonormierten Basis |1),...,|N) lautet diese Abbildung
¢’ =Ac mit einer N x N-Matrix A mit Matrixelementen A, = (mlAIn), (1.3)

die den Vektor ¢ = (c1, ¢z, -+, cn)" auf den Vektor ¢’ = (¢}, cj,---, c)" abbildet. Es handelt sich
also hier um quadratische Matrizen mit komplexen Matrixelementen. Mit solchen Matrizen
kann man algebraische Rechenoperationen durchfiihren, man kann sie mit komplexen Zah-
len multiplizieren, sie addieren und miteinander multiplizieren. Sie bilden eine Algebra (mehr
dartiber im folgenden Abschnitt 1.2). Wichtig ist, dass das Matrixprodukt nicht kommutativ ist,
also im Allgemeinen AB # BA. Die Differenz

[A,B]=AB-BA, (1.4)

bezeichnet als der Kommutator von A und B, spielt in der Quantenmechanik eine wichtige
Rolle.

Im Folgenden werden die Determinante detA und die Spur spurA, also die Summe der Diago-
nalelemente, dieser Matrizen von Bedeutung sein. Sie erfiillen die Produktrelationen

det (AB) = det (BA) =detAdetB und spur(AB)=spur(BA), 1.5)

aus denen folgt, dass Determinante und Spur invariant sind gegeniiber Ahnlichkeitstransfor-
mationen (siehe Gleichung (1.11)).

Genauer betrachtet, bildet die Matrix einen Teilraum, ihren Definitionsbereich, auf den
Bildraum ab, dessen Dimension als Rang der Matrix oder des Operators bezeichnet wird.
Der Teilraum, der auf den Nullvektor |@) abgebildet wird, heilt Kern der Abbildung und die
Dimensionen von Kern und Bild summieren zu N. Die Inverse A~! der Matrix A, bzw. des
Operators, mit A"!A = AA~! =T und (AB)~! = B"!A~! existiert genau dann auf dem gesamten
Raum, wenn die Determinante ungleich null ist. Klarerweise besteht dann der Kern nur aus
dem Nullvektor |o).

Fiir spezielle (vom Nullvektor verschiedene) Vektoren, den Eigenvektoren, wird die Abbildung
durch A besonders einfach, sie ist eine Multiplikation mit einer komplexen Zahl A, dem Eigen-
wert. Wenn wir den Eigenvektor als |1) bezeichnen, kénnen wir schreiben:

ALy = AA). (1.6)

In machen Féllen findet man diese Eigenwerte auf sehr einfache Weise, zum Beispiel fiir einen
nilpotenten Operator, also fiir einen Operator mit A” = 0 fiir eine natiirliche Zahl n:
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Aufgabe 1.1 (Losung Seite 269): Beweisen Sie, dass der Eigenwert eines nilpotenten Ope-
rators gleich null ist.

Die Menge aller Eigenvektoren (plus dem Nullvektor) eines Eigenwertes bildet einen Teilraum,
den Eigenraum des Eigenvektors. Seine Dimension bezeichnet man als den Entartungsgrad
des Eigenwertes; ist er groer als eins, heil3t der Eigenwert entartet. Die Menge aller Eigenwer-
te nennt man das Spektrum von A und es gilt

detA=H)Ln und spurA=Z/Ln, 1.7
n n

fiir ein diskretes Spektrum mit abzdhlbar vielen Eigenwerten, wobei wir vereinbaren wollen,
dass in derartigen Summen entartete Eigenwerte gema(§ ihrem Entartungsgrad mehrfach ge-
zéahlt werden.

In vielen Féllen begegnen wir in der Quantenmechanik Matrizen, die die Symmetrierelation
Aum = A}, erfiillen. Solche Matrizen nennt man hermitesch. Der adjungierte Operator A,
definiert durch

(ATylpy = (wlAg) (1.8)

fiir alle Vektoren aus dem Definitionsbereich, stimmt dann mit A iiberein. Es gilt also A=At
fiir einen solchen hermiteschen Operator bzw. A = A' fiir hermitesche Matrizen. Stimmt der
adjungierte Operator mit dem inversen iiberein, A" = A~!, heiRt der Operator unitiir. Opera-
toren, die mit ihrem adjungierten Operator vertauschen, AA = AT A, nennt man normal, und
ein Operator A mit (y|Aw) = 0 fiir alle |w) heit positiv und hat folglich nur nicht-negative
Eigenwerte.

Hermitesche Matrizen haben reelle Eigenwerte und ihre Eigenvektoren zu verschiedenen Ei-
genwerten sind orthogonal. Im Falle einer Entartung ldsst sich eine orthogonale Basis des Ei-
genraums konstruieren. Ist der Rang der Matrix gleich N, existiert daher eine orthonormierte
Basis von Eigenvektoren mit

Any=Anny, ApeR, (miny=6mn , n=1,...,N. (1.9)

Die Eigenvektoren erlauben eine Zerlegung der Einheit sowie eine Spektraldarstellung des
Operators:

N N
I=)Y In}nl und A=Y A,ln}nl. (1.10)
n=1 n=1

Die Matrizen A und A’ oder die Operatoren A und A’ heiRen dhnlich, wenn eine invertierbare
Matrix S bzw. ein Operator § existiert mit

A =SAS™L. (1.11)

Die Transformation A — A’ heift Ahnlichkeitstransformation, mit den folgenden Eigen-
schaften, die wir hier in der Operatorschreibweise formulieren:

(1) Die Transformation A — A’ = SAS§~! ist eine Aquivalenzrelation, das heift, sie ist reflexiv
(A ist dhnlich zu sich selbst), symmetrisch (Wenn A dhnlich ist zu B, dann ist A dhnlich zu B.)


https://de.wikipedia.org/wiki/Positiver_Operator
https://de.wikipedia.org/wiki/%C3%84hnlichkeit_(Matrix)
https://de.wikipedia.org/wiki/%C3%84quivalenzrelation
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und transitiv (Wenn A dhnlich ist zu B und B zu C, dann ist A dhnlich zu €). Ahnliche Matri-
zen bilden also eine Aquivalenzklasse.
(2) Die Operatoren Aund A’ haben die gleichen Eigenwerte. Davon wollen wir uns kurz tiber-
zeugen. Sei A Eigenwert von A. Dann multiplizieren wir die Eigenwertgleichung Aly) = Aly)
mit $ und fiigen die Identitit $71 ein:

SAly)y=ASly)y = SAS'Syy=ASly) = Al =Aly). (1.12)

Also ist A auch Eigenwert von A’ zum Eigenvektor |) = S|y).
(3) Summen und Produkte von Operatoren bleiben bei der Transformation erhalten, das heif3t,
mit B = SBS! gilt

I
S
+
=

(A+B) = S(A+BYS" = §AS + $BS™
(AB) = SABS™ = SAS'$BS ™ = A'B. (1.13)

Damit iibertragen sich auch die Kommutatorrelationen wie [A,B] = C auf [A,B']=C'.
(4) Ahnliche Matrizen haben die gleiche Determinante und die gleiche Spur, was entweder
aus der Produktrelation (1.5) folgt oder aus der Invarianz der Eigenwerte und Gleichung (1.7).

Bisher haben wir uns auf endlichdimensionale Hilbert-Rdume beschrankt. Unendlichdimen-
sionale Hilbert-Rdume erscheinen auf den erstem Blick als Grenzfall endlichdimensionaler
fiir sehr groBe Werte der Dimension. Aber leider ist es bei Weitem nicht so einfach und es tre-
ten viele neue Phdnomene auf. Beginnen wir mit einem wichtigen Beispiel fiir den Physiker.
Die Orts- und der Impulsoperatoren, bezeichnet als § bzw. p, vertauschen nicht, sondern ihr
Kommutator ist gleich

(4,P] = Gp— pg=inl, (1.14)
also proportional zur Identitit . Hier sieht man sofort, dass keine endlichdimensionale Dar-
stellung dieser Operatoren mdoglich ist, denn die Spur eines Kommutators endlichdimensio-
naler Matrizen ist gleich null (vgl. Gleichung (1.5)), ganz im Gegensatz zur Spur von ikl fiir
n#0.

Wir miissen uns also in der Quantenmechanik mit den Problemen unendlichdimensionaler

Rdume und mit den Eigenschaften von Operatoren auf diesen Riumen befassen. Das ist aller-
dings ein weites Feld und wir kdnnen hier nur einen ersten Einstieg im Anhang A anbieten.

B 1.2 Algebren

Als Algebra bezeichnet man eines der grundlegenden Gebiete der Mathematik, das sich mit
den Eigenschaften von Rechenoperationen befasst. Mehr tiber die Geschichte der Algebra und
ihrer Teilgebiete findet man bei https://de.wikipedia.org/wiki/Algebra.

Hier werden wir unter einer Algebra ausschlief}lich eine mathematische Struktur verstehen,
den Vektorraum (auch linearer Raum) iiber dem Korper R der reellen oder C der komplexen
Zahlen, in dem ein sogenanntes Produkt - zweier Elemente erklart ist mit den folgenden Ei-
genschaften: Fiir alle Elemente x, y, z der Algebra und fiir alle A aus dem Korper gilt

x+y)z=x-y+y-z , x-(y+2=x-y+x-z , AMx-y)=0Ax)-y=x-(Ay). (1.15)


https://de.wikipedia.org/wiki/Algebra
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Eine kommutative Algebra ist eine Algebra, in der das Kommutativgesetz

X-y=y-x (1.16)
erfiillt ist. In einer assoziativen Algebra gilt das Assoziativgesetz

x-P-z=x-(y-2)=x-y-z. 1.17)

Oft, aber nicht immer, besitzt die Algebra ein Einselement, das bei der Multiplikation nichts
dndert.

Beispiele fiir Algebren sind:
(a) Die Funktionen der reellen oder komplexen Zahlen. Dabei wird das Produkt zweier solcher
Funktionen f und g punktweise definiert,

(f-9x=fxgkx), (1.18)

was offensichtlich die Forderungen (1.15) erfiillt. Diese Algebra ist kommutativ, assoziativ und
besitzt ein Einselement, die Funktion, die alles auf die Eins abbildet.
(b) Dielinearen Abbildungen eines N-dimensionalen linearen Raums iiber dem Korper R der
reellen oder C der komplexen Zahlen auf sich selbst mit der Hintereinanderschaltung als Pro-
dukt. Dieses Produkt ist assoziativ, aber nicht kommutativ, und es existiert ein Einselement,
die Identitét, die jeden Vektor auf sich selbst abbildet. Wir kennzeichnen diese linearen Abbil-
dungen oder linearen Operatoren durch ein Dachsymbol, also beispielsweise als A oder 4. Die
Identitit bezeichnen wir mit . Es gilt also

ABO=(ABC=ABC , AB#BA (mAllg) , Al=[A=A. (1.19)
Diese Operatoren lassen sich bei einer festgelegten orthonormierten Basis durch eine kom-
plexe oder reelle N x N-Matrix darstellen, mit dem Matrixprodukt als Operatorprodukt.

Allgemein bezeichnet man eine Abbildung einer abstrakten Algebra auf die Matrizen, die das
Produkt der Algebra auf das Matrixprodukt abbildet (ein Homomorphismus), als eine Dar-
stellung der Algebra. Ist diese Abbildung bijektiv, also ein Isomorphismus, so nennt man die
Darstellung treu.

Einige spezielle Algebren sind in der Quantenmechanik von Bedeutung, wie beispielsweise
die beschrinkten Operatoren in unendlichdimensionalen Rdumen, die eine Banach-Algebra
bilden, oder ihre Spezialisierung als eine C*-Algebra. Mehr dartiber findet man in Anhang A.
Insbesondere die Lie-Algebren, benannt nach dem norwegischen Mathematiker Sophus Lie
(1842-1899), sind von groller Bedeutung und wir werden uns im Folgenden ndher mit ihnen
befassen. Eine Lie-Algebra ist ein Vektorraum mit einem Lie-Produkt, das man tiblicherweise
als ein Klammersymbol, die Lie-Klammer [, ], schreibt. Damit wird jedem geordneten Paar
(A, B) ein Element [ A, B] zugeordnet. Dieses Produkt muss die folgenden Regeln erfiillen:

= Esgilt [A, A] =0 fiir alle A.

= Das Produkt ist bilinear. Fiir alle komplexen Zahlen a, b und alle A, B, C gilt

[aA+bB,C]=alA,Cl+b[B,C] , [C,aA+DbB]=alC, Al +b|[C,B]. (1.20)
= Es gilt die Jacobi-Regel
[A [B,ClI +[B,[C, Al +[C,[A, B]] =0, (1.21)

benannt nach dem deutschen Mathematiker Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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Aus den ersten beiden Eigenschaften folgt
0=[X+Y,X+Y]=[X,X]I+[X,Y]+[YV,X]+[Y,Y]=[X,Y]+[Y,X], (1.22)
und daher ist das Lie-Produkt antisymmetrisch:

(X, Y]=-[Y,X]. (1.23)

Wir bezeichnen in einer Lie-Algebra L die Menge der Elemente

{X1, X0, X5,...} mit X=)1;X;,A;€C fiiralle Xel (1.24)
J
als ein Erzeugendensystem der Algebra, und als eine Basis, falls diese Elemente linear un-
abhiéngig sind. Ihre Anzahl ist die Dimension der Algebra. Alternativ ldsst sich ein Erzeugen-
densystem auch als eine Menge von Elementen der Algebra verstehen, die unter den erlaub-
ten Operationen, also den Linearkombinationen und der Lie-Klammer, schlief3t. Eine Basis ist
dann ein Minimalsystem mit dieser Eigenschaft.

Als Poisson-Algebra (benannt nach dem franzosischen Mathematiker und Physiker Siméon
Denis Poisson (1781-1840)) bezeichnet man eine assoziative Lie-Algebra, in der die Leibniz-
Regel

[AB,C1=A[B,Cl+[AC]B (1.25)

erfiillt ist. Der Name bezieht sich auf den deutschen Philosophen und Mathematiker Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716).

Ein Beispiel fiir eine Lie-Algebra sind die komplexen N x N-Matrizen A, B, ... mit dem Matrix-
produkt AB. Dabei liefert der Kommutator

[A,B] =AB-BA (1.26)

eine Lie-Klammer. Da das Matrixprodukt assoziativ ist und der Kommutator die Leibniz-Regel
erfiillt (bitte nachrechnen!), ist dies eine Poisson-Algebra. Das Gleiche gilt auch fiir die linearen
Operatoren A, B, ...auf einem Hilbert-Raum.

Aufgabe 1.2 (Losung Seite 269): Machen Sie sich klar, dass jede assoziative Algebra (mit
Elementen x, y, ...und Multiplikation x - y) automatisch zu einer Lie-Algebra wird, wenn
man die Lie-Klammer als Kommutator [x, y] = x- y — y - x definiert.

Ein weiteres physikalisch relevantes Beispiel einer Lie-Algebra sind die glatten Funktionen auf
einer 2n-dimensionalen symplektischen Mannigfaltigkeit mit der Poisson-Klammer als Lie-
Klammer, die Phasenraumfunktionen der klassischen Mechanik mit den kanonischen Orts-
und Impulskoordinaten q = (q1, g2,-..,q,) und p = (p1, p2,..., pp) fir ein System mit n Frei-
heitsgraden.! Die Lie-Klammer ist hier die Poisson-Klammer zweier Phasenraumfunktionen
A(q,p) und B(q, p), definiert als

0A 0B 0A 63).

(=Y (3222222

1.27)
j=1'0q;0p; 0p;dq;

I Diese Schreibweise soll in keiner Weise unterstellten, dass es sich hier um Vektoren handelt!
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Auch diese Lie-Klammer erfiillt die Leibniz-Regel, was man durch direkte Rechnung besta-
tigen kann, und liefert folglich eine Poisson-Algebra (daher wohl die Namensgebung). Mehr
dazu auf Seite 92. Weitere fiir die Physik interessante Algebren sind Clifford-, Grassmann-, Kac-
Moody-, und Virasoro-Algebren, auf die wir hier aber nicht eingehen kénnen.

B 1.3 Operator-Exponentialfunktionen

In diesem Abschnitt werden wir einige elementare Techniken kennenlernen, die uns helfen,
die Operatoren einer Algebra zu manipulieren. Wir wollen hier zur Vereinfachung unterstel-
len, dass unsere Operatoren durch endliche quadratische komplexwertige Matrizen beschrie-
ben werden kénnen. Zunichst wollen wir uns mit Operatorfunktionen beschiftigen, wobei
insbesondere die Exponentiation von Bedeutung sein wird.

Funktionen von Operatoren lassen sich durch eine Potenzreihe
~ (2.2} ~
fA=3 a,A" (1.28)
n=0

definieren, wobei natiirlich noch die Fragen der Konvergenz dieser Reihe zu kldren sind. Dieser
Zugang zu Operatorfunktionen beruht auf der bekannten Taylor-Reihe und ist zwar nahelie-
gend, aber in keiner Weise alternativlos und wir notieren als weiteres Beispiel die oft benutzte
Definition

1 S
f(A) = z—mﬁf(z)(zl—A) 'dz (1.29)

mit einer Integration iiber eine geschlossene Kurve I' in der komplexen Ebene, die alle Eigen-
werte von A umschlieft, eine offensichtliche Matrixversion des Integraltheorems von Cauchy.
Da die Matrixelemente von (zf - A)f1 aufT analytisch sind, ist f (A) durch (1.29) wohldefiniert,
falls die Funktion f(z) analytisch ist.

Von besonderer Bedeutung fiir quantenmechanische Anwendungen ist die Exponentialfunk-
tion e/, deren Existenz eine direkte Konsequenz der Cauchy-Definition (1.29) ist. Hier wollen
wir uns aber auf der Basis der Reihendarstellung

N 00 An N 00 nAn
A=Y — oderauch e*'=) z (1.30)
n=0 n! n=0 n!

davon iiberzeugen. Es seien also a; ; die Matrixelemente der m x m-Matrix Amita= max|a; |
und aﬁ?) die Matrixelemente von A”. Dann ist

m m
(2)|—‘Za,kak]| Zazzmaz , |a(3)|—)2aﬁ)ak1’ Z ma®)a=m?a®, (1.31)
=1 =

und man erhélt induktiv Iai.;.’)l < m"1a". Dann folgt sofort fiir die Matrixelemente die Reihe

ZLSZ ij SZm a SZ(ma) —ema (1.32)

=0 n! n=o N =0 n! =0 N
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Die Reihe ist also absolut konvergent.

Fiir kleine Matrizen ldsst sich der Matrixexponent analytisch berechnen und im Falle nilpo-
tenter Matrizen, also Matrizen, bei der eine ihrer Potenzen die Nullmatrix ergibt, bricht die
Reihenentwicklung ab, was auch zu einfachen Resultaten fiihrt.

Fiir endlichdimensionale Rdume ist die Definition der Exponentialfunkton einer Matrix oder
eines Operators auf diese Weise durchfiihrbar. Wie sieht es aber fiir unendlichdimensionale
Rdume aus (vgl. Anhang A) . In der Quantenmechanik werden von uns Physikern in aller Re-
gel Exponentialfunktionen auch von unbeschrénkten Operatoren benutzt, meist ohne auch
nur im Mindesten auf Existenzfragen einzugehen, und auch in diesem Buch werden wir so
vorgehen. Das sieht der Mathematiker naturgemaf vollig anders, und wer an derartigen Fra-
gen interessiert ist, der erhilt hier einen guten ersten Eindruck von den auftretenden Pro-
blemen: https://physics.stackexchange.com/questions/574621/a-rigorous-definition-of-the-
exponential-of-an-operator-in-qm.

Die Abbildung ¢ — U(¢) = e'4 mit € R beschreibt eine glatte Kurve in der allgemeinen linea-
ren Gruppe. Diese U(t) enthalten die Identitit (fiir ¢ = 0) und bilden wegen e’4es4 = elf+94
eine (kommutative) Untergruppe. Sie sind Losungen der Differentialgleichung %—[t] = AU(t) mit
U =1.

Oft werden wir es mit Ahnlichkeitstransformationen wie

B =erBe A (1.33)

zu tun haben (vgl. Seite 15). Dabei sind die Kommutatorrelationen invariant und auch die
Funktionen {ibertragen sich, denn aus der Produkttransformation (1.13) folgt (™)’ = (8')" und
folglich fiir Funktionen f(B) = ¥%°, ¢, B" mit ¢, € C

(f(lg’)), = f(B) oder ausgeschrieben eAf(B’) e A= f(eAE e_A). (1.34)

Von groer Bedeutung ist die Multikommutatorentwicklung

| —

e BeA=B+[AB+~[AIA B+ % (A, [A,[A,BI] +.... (1.35)

)

auch bekannt unter dem Namen Hadamard-Lemma (nach dem franzoésischen Mathematiker
Jaques Hadamard (1865-1963)).

Die sogenannte adjungierte Darstellung,
(ad A) B =[A,B], (1.36)

eine Darstellung von B mithilfe von A, ermdoglicht es uns, Ausdriicke wie (ad A?B=1[A A B,
(ad A)3 B = [A,[A, [A, B11], usw. zu bilden. Damit lisst sich die Multikommutatorentwicklung
als

A B — eApeA (1.37)

schreiben, oder auch, wenn wir A durch zA mit z € C ersetzen, als

N

~ ~ ~ 2 3
e B = e*ABe * B+ z[A, Bl + = [A,[A Bl + =

T [A,[A,[AB]]] +.... (1.38)

w


https://physics.stackexchange.com/questions/574621/a-rigorous-definition-of-the-exponential-of-an-operator-in-qm
https://physics.stackexchange.com/questions/574621/a-rigorous-definition-of-the-exponential-of-an-operator-in-qm
https://de.wikipedia.org/wiki/Jacques_Hadamard
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Einen ersten Eindruck vom Entstehen der Multikommutatorreihe (1.35) erhalt man, indem
man einfach anfédngt, sie zu berechnen:

:B+[A,1§]+5[A,[A,B]]+.... (1.39)

Wir wollen die Formel (1.35) aber ausfiihrlich beweisen, und zwar auf zwei Arten:

Wir zeigen zunéchst
¥ ;

koA e ) N
@dAfB=KkY" U7 sk-ipas

— 1.40
0 7= ! (1.40)

durch vollstindige Induktion. Die Formel ist sicher richtig fiir k = 0. Unterstellen wir jetzt diese
Formel fiir k und ermitteln ihre Giiltigkeit fiir kK + 1, was den ldngsten Teil unseres Beweises
ausmacht:

. . . s k 1 f iAo
(ad A1 B=ad A((ad A)*B) = [4, (ad H*B] = k1) '((k i [, AFTBAT]
Jj= 0] ])
k k
= 1) Ak+1-jp Aj (_1) Ak—jp aj+l
= ——A JBA! — k! —— A JBA/
; i1k — j)! jgaj!(k—j)!
k (- 1) k o k+1 (_1)] k o
= Z ——— AMIBA Y, ———————— AMITIBAT. (14D
iz0 Jitk— ! = (-DIk+1-j)!
Wir spalten bei den beiden Summen den ersten bzw. letzten Summanden ab, formen um,
k j ; k i ;
R e gy CORD jeasjpai oy _EDU aenigai K pje g aen
k! o1 Jik+1= )t =1 JH k1= ) k!
_ k! Ak+l H k (_l)j(k+1_j) s\ Ak+Hl-jp AJ k! k+1 p 4 k+1
_ e+ D! g e LY P ) kel g k41
— A" B+(k +1)! —— AT BA + 1~ +
k1! e D) Zl Jk 1! T Y
k+1 -1 j R o
—kry DT ae-igad, (1.42)
j:()]!(k+1—])!

und erhalten so die gleiche Formel auch fiir k+1. X
Jetzt folgen nur noch wenige Schritte. Wir setzen fiir e und e~ Reihenentwicklungen ein und
erhalten mit unserer Formel (1.40)

eeto 5 L gy sy Y akeigCay
nj=o 1! j=o0 j=0 J'(k=J)!
x 1 3 i 5
=Y —(ad)*B=e"4B, (1.43)
i=o k!

also die Multikommutatorreihe (1.35). Einen schnelleren Beweis liefert die folgende Aufgabe:
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Aufgabe 1.3 (Losung Seite 269): Beweisen Sie die Multikommutatorentwicklung (1.38) in
der Form

N A A A z2 .

F(z)=e* Be A = B+ z[A, B] + 1A A, BN+ ZS—'

3 - ~ A~ A
[A[A [A B]]]+...

mit z € C, indem Sie die Funktion F'(z) in eine Taylor-Reihe entwickeln.

Die Multikommutatorreihe (1.35) vereinfacht sich betrichtlich, wenn der Kommutator von A
und B mit dem Operator A vertauscht. Dann gilt

e“ABe A= B+ z[A,B] falls [A[A B]]=0. (1.44)

Das konnen wir beispielsweise verwenden, um die Baker-Campbell-Hausdorff-Gleichung
(kurz BCH-Formel)

e TP O o R
edtB = edele 2Bl Z eBedet 2Bl gy (4[4 Bl = (B, (4, Bl =0. (1.45)
zu beweisen. Dazu differenzieren wir F(z) = e?Ae?B nach z € C,
- =AeerzB+eerzBB=AeerzB+ezABezB
dz

= Ae*Ae?B 4 e7A e A A = (A+ eZAI?e_ZA] E(z)
=(A+B+z[A Bl)F(2), (1.46)

wobei Gleichung (1.44) benutzt wurde. Da A+ B mit [A, B] kommutiert, kénnen wir problemlos
integrieren, erhalten mit £(0) = |

2
s s 2
(AB] _ oA+B o5 (AB] (1.47)

MRS

]:"(z) _ eA+B’+

2
2 s
und schlieRlich mit z = 1 und Multiplikation von rechts mit e 2 % die erste Gleichung in
(1.45). Die zweite folgt durch Vertauschung von A und B.

In quantenmechanischen Anwendungen stoen wir oft auf Exponentialfunktionen wie ePH ,
beispielsweise bei der Boltzmann-Verteilung in der statistischen Physik mit dem Hamilton-

Ht eine Losung der Schrodinger-

Operator H oder fiir den Zeitentwicklungsoperator U (1) = e h
Gleichung i79Z = AU fiir einen zeitunabhéngigen Hamilton-Operator H (mehr iiber den

Zeitentwicklungsoperator in Abschnitt 2.2).

Parameterdifferentiation: In vielen Fillen hingt der Operator H in der Exponentialfunktion
von einem Parameter ab, den wir hier als A bezeichnen wollen. Dies kdnnte beispielsweise
fiir ein explizit zeitabhédngiges System die Zeit sein. Wie differenzieren wir also die Funktion
e PHAW nach dem Parameter A? Bevor man hier voreilige Formeln notiert, sollte man sich klar-
machen, dass die Ableitung /A nicht mit A oder e A vertauscht. Die Antwort ist also ein
wenig komplizierter, ndmlich
0 _gp g (P L. 0H _un
-BAW) _ _ -BH +ufl ~ufl
—e =-e e —e du. 1.48
oA fo oA (148)
Hier wird iiber die Ahnlichkeitstransformation e~ * %—Ize_“ﬁ (siehe Gleichung (1.33)) der par-
tiellen Ableitung von H integriert.



1.3 Operator-Exponentialfunktionen 23

Aufgabe 1.4 (Losung Seite 270): Beweisen Sie die Gleichung (1.48), indem Sie zeigen, dass
beide Seiten dieser Gleichung, nennen wir sie (f), die Differentialgleichung

oF .. = 0H _gp
- _ 2t -BH
o HEB) - e

mit F(0) = 0 erfiillen.






Quantenmechanische
Grundlagen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden mathematischen Strukturen der Quantenmecha-
nik in komprimierter Weise dargestellt, als eine kurze Wiederholung des bekannten Inhalts ei-
nes Kurses zur Quantentheorie, fokussiert natiirlich auf die Resultate, die im folgenden Text
angesprochen werden.

B 2.1 Zustande und Observable

In der Quantenmechanik werden die Zustdnde eines Systems durch die Elemente eines
Hilbert-Raums beschrieben, wir nennen sie meist Vektoren. Ein solcher Hilbert-Raum ist
ein linearer Raum {iber den komplexen Zahlen mit einem Skalarprodukt, der vollstédndig ist,
in dem also jede Cauchy-Folge konvergiert. Die Dimension ngi,, des Hilbert-Raums, also die
maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren, wollen wir als endlich annehmen, falls nichts
anderes erwahnt wird.

Wir bezeichnen die Vektoren mit einem Ket-Symbol wie |y) oder |¢) und schreiben ihr Ska-
larprodukt als {(¢|y). Diese Schreibweise hat den Vorteil, dass man die Vektoren auf bequeme
Weise kennzeichnen kann, beispielsweise bezeichnen wir oft durch |n), mit n =1, 2,..., eine
Anzahl von ngin, linear unabhéngiger Vektoren, eine Basis. In aller Regel wihlen wir sie nor-
miert ((n|n) = 1) und orthogonal ({(m|n) = 0 fiir m # 0, kurz (m|n) = § ,,). Dann ldsst sich jedes
Element des Hilbert-Raums als Linearkombination

Ndim

lv)= 3 culny mit c,=(nly) @1

n=1
darstellen.
Physikalische (beobachtbare) Gr63en, auch als Observable bezeichnet, werden durch lineare
Operatoren beschrieben und durch ein Dachsymbol gekennzeichnet, beispielsweise als A.

Dann erhilt man den Erwartungswert (A) dieser GroRe, also den Mittelwert der Messwerte
fiir ein System in dem normierten Zustand |) und seine Varianz (AA)? als

(Ay=(lAly) und (AA)? = (A% —(A))? = (A%) - (A)2. 2.2)

Die mittlere Abweichung vom Mittelwert A A wird auch als Unschirfe bezeichnet. Ist das Sys-
tem in einem (normierten) Eigenzustand |a) des Operators A zum Eigenwert a, also in einem
Zustand mit Ala) = ala) und (ala) = 1, dann ist der Erwartungswert gleich dem Eigenwert,
(A) = a und die Unschiirfe ist gleich null. Da die physikalischen GréRen, die die Observablen
beschreiben, in aller Regel reellwertige Messwerte besitzen, sind ihre Eigenwerte reell. Das ist



https://de.wikipedia.org/wiki/Hilbertraum
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eine wichtige Eigenschaft hermitescher Operatoren', also Operatoren mit A" = A. Es sei hier
daran erinnert, dass die Eigenvektoren eines hermiteschen Operators zu unterschiedlichen Ei-
genwerten paarweise orthogonal sind. Wenn es mehr als einen linear unabhéngigen Eigenvek-
tor zu einem Eigenwert gibt, also fiir einen entarteten Eigenwert, kann man eine orthogonale
Basis des zugehorigen Eigenraums wéhlen.

Aufgabe 2.1 (Losung Seite 270): Zwischen den Unschirfen hermitescher Operatoren A
und B besteht eine wichtige Beziehung, die Unschiirferelation

AAAB= Z[((A,BI)],

die man auf recht einfache Weise herleiten kann. Versuchen Sie es!

Der Dichteoperator: Oft ist es zweckméRig, einen Zustand statt durch einen normierten Vek-
tor |y) durch den Projektor

p=ly)yl (2.3)

auf diesen Zustand zu beschreiben, den sogenannten Dichteoperator, auch als Dichtematrix
oder als statistischer Operator bezeichnet. Dann ergeben sich die Erwartungswerte als

(A) = spur (Aﬁ) mit spurp=1. 2.4)

Dies ist ein reiner Zustand, nennen wir einen solchen Zustand |y ). Ein sogenannter gemisch-
ter Zustand beschreibt eine inkohérente Superposition der Dichteoperatoren g, = |y, ){y |
reiner Zustéande

p=Y.prpr, 0spr<1,) p,=1. (2.5)
r r

Dabei ergeben sich die Erwartungswerte wieder durch die Spurbildung (2.4), aber im Gegen-
satz zu spur p2 = 1 fiir einen reinen Zustand gilt fiir einen gemischten Zustand die Ungleichung
spur p? < 1, wobei das Gleichheitszeichen nur fiir einen reinen Zustand gilt. Oft verwendet
man zur Charakterisierung eines Zustandes auch die Entropie

S=-spur(plnp) oder S=-In(spurp?). (2.6)

Die linke Formel ist die Shannon-Entropie, die rechte eine Version der Rényi-Entropie, auch
bekannt als Korrelationsentropie. Beide Entropien sind invariant gegeniiber Ahnlichkeits-
transformationen und in der Basis der Eigenzustdnde von ¢ mit den Eigenwerten A, erhilt
man dann aus (2.6)

S==Y Axlnd, bzw. S=-In) A%. 2.7)
n n

Fiir einen reinen Zustand ist p ein Projektor auf einen eindimensionalen Unterraum, hat
also die Eigenwerte Eins und Null. Fiir einen maximal gemischten Zustand in einem N-
dimensionalen Hilbert-Raum sind alle Eigenwerte gleich, also wegen spurp = 1 gleich 1/N,
und beide Entropie n sind gleich log N.

! Fiir unendlichdimensionale Riume muss man zwischen hermetischen und selbstadjungierten Operatoren un-

terscheiden (vgl. Anhang A).
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Im Folgenden werden wir einige typische Quantensysteme genauer darstellen unter besonde-
rer Berticksichtigung algebraischer Methoden. Der harmonische Oszillator wird in Kapitel 3,
Spin und Drehimpuls werden in Kapitel 4 beschrieben.

Transformationen von Zustinden und Observablen: Von groer Bedeutung in der Quan-
tenmechanik sind Ahnlichkeitstransformationen $ (siehe Gleichung (1.11)) der Zusténde |1)
und der Operatoren A:

A A A

vy — lw'y=8lyy, A— A'=8AS7!. (2.8)

Hier sind insbesondere unitéire Transformationen U mit U~! = UT, also

oUt=0'0=1 (2.9)
von Bedeutung. Sie lassen das Skalarprodukt invariant, denn es gilt
@1y =plU Uly) = @lyy fir |y'y=Tlyy, I¢)) = Ulg). (2.10)

Betrachten wir jetzt unitédre Transformationen, die kontinuierlich von einem einzigen Parame-
ter s abhdngen, also U(s) mit U0) = Tund U(s+ 1) = U(s)U(1). Fiir kleine Werte von s erhalten
wir mit der Ableitung U’(s) = dU(s)/ds

Us)=[+0'0)s=1+iKs mit U'(0)=ikK. (.11

Entwickelt man U(s)UT(s) = T fiir kleines s, so sieht man, dass K hermitesch ist. Obwohl der
Operator K aus einer infinitesimalen Transformation hervorgeht, lassen sich durch ihn alle
endlichen Transformationen U (s) beschreiben. Das sieht man, indem man U(s+t) = U(s)U ()
nach t differenziert, dU(s + £)/dt = U(s)U'(¢), und dann ¢ = 0 setzt: U'(s) = U(s)U'(0) = U(s)iK.
Diese Differentialgleichung hat mit U/(0) = I die Losung

U(s) = elXs. (2.12)

Man bezeichnet K als den Generator der Transformation. Beispiele fiir solche Transformatio-
nen in der Quantenmechanik sind der Translationsoperator T, = e nap , der eine Verschie-
bung um a im Ortsraum bewirkt mit dem Impuls p als Generator (mehr dazu auf Seite 35),
oder der Rotationsoperator R,(a) = e %=, eine Drehung um den Winkel 6§ um die z-Achse
mit dem Drehimpuls L, als Generator (vgl. Seite 68).

B 2.2 Schrédinger- und Heisenberg-Bild

Von besonderer Bedeutung unter den Observablen ist die Energie, dargestellt durch den
Hamilton-Operator H. Er beschreibt neben der Energie des Systems auch die quantenme-
chanische Zeitentwicklung. Dabei existieren mehrere Moglichkeiten, je nachdem, welche
Groflen man zeitlich variabel macht, die Zustdnde oder die Operatoren.

Im Schrédinger-Bild beschreibt man die Zeitevolution durch eine Zeitabhingigkeit des Zu-
standsvektors bzw. des Dichteoperators, wihrend die Operatoren, die die Observablen des Sys-
tems darstellen, zeitlich konstant bleiben, abgesehen von einer eventuellen expliziten Zeitab-
héngigkeit, beispielsweise durch zeitabhidngige Parameter. Wir wollen hier die Beschreibungen
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in den beiden Bildern durch Indizes wie S fiir das Schrédinger-Bild und H fiir das Heisenberg-
Bild kennzeichnen. Oft jedoch, wenn es klar ist, in welchem Bild man arbeitet, werden diese
Indizes weggelassen.

Im Schréodinger-Bild ist die Zeitentwicklung eines Zustandsvektors |y (#)) oder Dichteopera-
tors f(t) durch die Schriodinger- bzw. die Von-Neumann-Gleichung

d N d .
in—ly@y=H®Iw®) , ih—p@) =[H®),pH1)] (2.13)
de dt
bestimmt.

Aufgabe 2.2 (Losung Seite 271): Leiten Sie fiir den Dichteoperator eines reinen Zustands
aus der zeitabhéngigen Schrédinger-Gleichung die Von-Neumann-Gleichung her.

Zeitunabhiingige Systeme: Systeme mit einem zeitlich konstanten Hamilton-Operator H las-
sen sich in bequemer Weise darstellen durch Losungen der Form

ly () = e E'M gy mit Hlp) = Elg), 2.14)

das heil3t, |¢) ist ein Eigenzustand zum Eigenwert E. Falls der Hilbert-Raum N-dimensional ist
und A hermitesch, dann sind die Eigenwerte Ej,, n = 1,..., N reell und die (orthonormierten)
Eigenzustdnde |¢,) erlauben eine Darstellung jeder zeitabhéngigen Losung der Schrodinger-
Gleichung als

() =Y cpe B ML) mit ¢, = (@uly(0)). (2.15)

Fiir ein Teilchen der Masse m in einem eindimensionalen Potential V(g) mit der Ortsvaria-
blen g lautet die zeitunabhiingige Schrodinger-Gleichung H @) = E ) fiir die Wellenfunkti-
on ¢(q) = {ql¢) in der Ortsdarstellung

B o)+ V)o@ = Ep(q). (2.16)

und die Energieeigenwerte E bestimmen sich aus den normierbaren Losungen.

Der Zeitentwicklungsoperator U (t, ty), definiert durch
ly(0)) = U(t, to) 1y (10)) , 2.17)

ist eine Losung der Differentialgleichung
0 . A A A
in 3 U(t,to) = H() U(t,tp) mitder Anfangsbedingung U(ty, ) =1. (2.18)

Der Zeitentwicklungsoperator ist unitér fiir einen hermiteschen Hamilton-Operator, wenn al-
so gilt AT = A. Das sieht man beispielsweise durch
o - R oU" (1, 19) | » R oU (1, 1)
i O + s ’ + . ’
in = (01,0 U1, 1)) = (in — |0, 1)+ 0" (2, 10) i —ar )
=0, 1) B (00 (t,10) - U (¢, ) HO U (1, 89) = U (¢, 10) (A (1) - H(0) U (1, 10),

(2.19)

alsoist U'(¢, 1) U(t, to) fiir AT (1) = A(1) zeitlich konstant und damit gleich I.



