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Einleitung

In meiner Lieblingspizzeria kostet eine grofe Pizza Marghe-
rita 6 €, bei einem Durchmesser von 30 cm. Wer besonders
viel Hunger hat, kann auf ,,Angebot 3“ zuriickgreifen: ein
Pizzablech der Grofle 40 cm x 60 cm fiir 24 €.

In der Schule lernen wir, die Flichen von Vierecken und
Kreisen zu berechnen, und kénnen so herausfinden, welche
Option giinstiger ist: ein Pizzablech oder vier Pizzen? Tat-
sichlich kosten vier Pizzen genauso viel wie ein Pizzablech,
haben jedoch die groflere Fliche. Daher ist das ,,Angebot*
letztlich teurer als die einzelnen Pizzen.

Offensichtlich ist Schulmathematik im Alltag niitzlich,
doch sie wird oft schlecht motiviert. Statt die Grofle von
Pizzen zu vergleichen, geht es in der Schule hiufig um Fra-
gen wie , Wie grofd ist eine Wiese, die 4 m lang und 6 m
breit ist?“ oder ,, Welche Fliche kann mit einem 20 m lan-
gen Zaun hochstens abgesperrt werden?®.

Durch irrelevante Beispiele entsteht eine Liicke zwischen
Mathematik und Alltag, durch die viele Menschen ihr Inte-

resse an der Mathematik verlieren. Doch die Bedeutung der
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2 F. Heinrichs

Mathematik nimmt immer weiter zu. Sie steckt in Techno-
logien, die wir tiglich nutzen. Wenn Unternechmen wie
Google oder Amazon neue Rekordumsitze erwirtschaften,
heifSt es in den Nachrichten oft, Daten seien das neue Gold.
Doch Daten sind fiir Tech-Konzerne nur deswegen wert-
voll, weil sie mit Hilfe mathematischer Methoden effizient
ausgewertet werden kénnen.

Um Technologien und Entwicklungen verstehen zu kén-
nen, die unsere moderne Gesellschaft beeinflussen, be-
ndtigen wir ein intuitives Verstindnis einiger grundlegender
mathematischer Ideen. In diesem Buch geht es um diese
Grundlagen, vor allem aber um ihre praktische Anwendung
und Konzepte, die sich im Alltag nutzen lassen.

So kann die Mathematik nicht nur genutzt werden, um
die Flichen verschiedener Pizzen zu berechnen, sondern
auch dabei helfen, viel relevantere Fragen zu beantworten:

* Bei welcher Pizzeria sollten wir bestellen? Und welche
Pizza?

* Ab welcher Entfernung von unserem Ziel sollten wir
nach einem Parkplatz suchen? Ab wann sollten wir auf
dem nichsten freien Platz parken?

* Was ist der kiirzeste Weg zum neuen Arbeitsplatz?

* Wie viele Getrinke brauchen wir fiir eine Party?

Das Ziel dieses Buches ist aufzuzeigen, dass ein Alltag
ohne Mathematik kaum vorstellbar ist, wo sie uns begegnet,
wo wir (oft unbewusst) tiglich mathematische Ideen be-
nutzen und wie wir mit Hilfe von Mathematik bessere Ent-
scheidungen treffen konnen.
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Algorithmen: Die Grundidee der
systematischen
Herangehensweise

Einer der ersten — und nach wie vor besten — Filme, die
ich im Kino gesehen habe, ist Star Wars: Episode I — Die
dunkle Bedrohung. Schon als Kind fand ich die aufwendigen
Kampfszenen mit ihren Spezialeffekten beeindruckend. Be-
sonders faszinierte mich die Droidenarmee, eine Armee von
Kampfrobotern, die gliicklicherweise kurz vor einer ver-
heerenden Schlacht gestoppt werden konnte. Doch auch in
anderen dystopischen Science-Fiction-Filmen tauchen
immer wieder Roboter auf, die erst die Menschheit ver-
sklaven (Terminator) und sie dann wieder befreien wollen
(Terminator 2), wobei diese Roboter von Algorithmen ge-
steuert werden.

Inspiriert von Hollywood-Blockbustern entstehen Nach-
richtenartikel und wissenschaftliche Arbeiten mit Titeln wie
Angriff der Algorithmen 1], Algorithmen: Wie und warum sie
Menschen diskriminieren, [2] oder Diskriminierungsrisiken
von Algorithmen [3].

Diese Titel suggerieren, dass Algorithmen eine Form
von Bewusstsein haben, Entscheidungen treffen, danach
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handeln und letztlich auch verantwortlich fiir ihr Handeln
gemacht werden konnen. In den letzten Jahren hat sich der
Begrift Algorithmus zu einem Schlagwort entwickelt, das in
allen méglichen Situationen genutzt wird — insbesondere
dann, wenn Entscheidungstriger aus Politik und Wirt-
schaft die Verantwortung fiir Fehler und menschliches Ver-
sagen auf den Algorithmus abwilzen wollen. Doch was steckt
hinter diesem Schlagwort? Was sind Algorithmen? Stehen
wir kurz vor der Unterwerfung der Menschheit durch
menschenihnliche Roboter?

Ein Algorithmus ist eine endliche Folge von Schritten
zum Losen eines Problems [4]. Die Schritte des Algorith-
mus beschreiben prizise Handlungsanweisungen und sind
bei jeder Ausfiihrung des Algorithmus dieselben. Dabei ist
es wichtig, dass der Algorithmus nur aus endlich vielen
Schritten besteht, damit er irgendwann endet bzw. termi-
niert und nicht fiir immer weiterliuft.

Mit dieser allgemeinen Definition ist es leicht zu sehen,
dass uns Algorithmen auch auflerhalb von Computern und
Smartphones hiufig im Alltag begegnen. Kochrezepte, Weg-
beschreibungen und Bedienungsanleitungen sind klassische
Beispiele fiir Algorithmen. Wenn ein Fahrschiiler die unter-
schiedlichen Schritte erlernt, um ein Auto zu starten und in
Bewegung zu setzen, erlernt er einen Algorithmus. In der
ersten Zeit wird er jeden dieser Schritte bewusst durch-
fihren, bis der Algorithmus irgendwann in sein Unter-
bewusstsein {ibergegangen ist. Bauanleitungen fiir Mébel-
stiicke sind ebenso Algorithmen wie Pflegeanleitungen fiir
Pflanzen.

Durch die Beispiele wird klar, weshalb Algorithmen ter-
minieren sollten. Ein Kochrezept, das aus unendlich vielen
Schritten besteht, ist ebenso wenig praktisch wie eine Weg-
beschreibung, mit der wir das Ziel niemals erreichen.
Auflerdem erwarten wir ein bestimmtes Resultat. Wenn wir
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beispielsweise zum Backen ein Rezept fiir einen Streusel-
kuchen nutzen und bei einem Mal einen Apfelkuchen und
beim anderen Mal einen Schokoladenkuchen bekommen,
wire das Rezept nicht dafiir geeignet, unser Ziel zu er-
reichen, einen Streuselkuchen zu backen, weil die
Handlungsanweisungen nicht prizise genug sind.

Algorithmen sind nicht neu. So waren Algorithmen, wie
das Sieb des Eratosthenes oder der euklidische Algorith-
mus, schon im antiken Griechenland bekannt — wenngleich
nicht unter diesen Bezeichnungen. Im 19. und 20. Jahr-
hundert formalisierten Mathematiker den bis dahin nur in-
formell definierten Algorithmus basierend auf einer theore-
tischen Konstruktion, der Turing-Maschine, die mafigeb-
lich zur Entwicklung von modernen Computern beitrug [5].

Hiufig werden Algorithmen im Pseudocode dargestellt.
Pseudocode ist eine Mischung aus natiirlicher Sprache und
Programmcode, der durch seine einfache Struktur gut dazu
geeignet ist, auch komplizierte Algorithmen tibersichtlich
darzustellen. Algorithmen 1 und 2 sind jeweils Beispiele fiir
einen terminierenden und einen nichtterminierenden
Algorithmus in Pseudocode. Im ersten Schritt initialisiert
Algorithmus 1 die Variable x mit dem Wert 0 (,setze x
gleich 0%). Die nichsten beiden Schritte bilden eine so-
genannte Schleife. Solange die Bedingung aus Schritt 2 er-
fulle ist, wird der Befehl in Schritt 3 ausgefiihrt. In diesem
Fall wird also x schrittweise um 1 erhoht, bis es einen be-
stimmten Wert annimmt — in diesem Beispiel den Wert 10.
Die Bedingung der Schleife ist durch die Struktur ,So-
lange ..., wiederhole:“ gekennzeichnet und der Hauptteil
(in Zeile 3) dadurch, dass er eingeriicke ist. Algorithmus 2
hat eine dhnliche Struktur, jedoch wird hier der Schritt in
Zeile 3 unendlich oft wiederholt, da in Zeile 2 keine Ab-
bruchbedingung definiert wird, sodass der Algorithmus
nicht endet.
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Algorithmus 1 Beispiel fiir einen Algorithmus in

Pseudocode. Der Algorithmus beginnt bei 0 und

zahlt bis 10. Dabei wird der Wert von xin jedem

Schritt um 1 erhoht

1. Setze x gleich 0

2. Solange x kleiner oder gleich 10 ist,
wiederhole:

3. Erhdhe den Wert von x um 1

Algorithmus 2 Beispiel fiir einen Algorithmus, der
nicht terminiert. Wie Algorithmus 1 beginnt er bei
0 und erhoht x in jedem Schritt um 1 - ohne jemals
zu enden

1. Setze x gleich 0
2. Wiederhole:

3. Erhohe den Wert von x um 1

Neben den Handlungsanweisungen haben Algorithmen
hiufig eine Ein- und Ausgabe, also Komponenten, die dem
Algorithmus vor Beginn mitgeteilt werden miissen (Ein-
gabe), und Ergebnisse, die aus dem Algorithmus resultieren
(Ausgabe). Mit Hilfe eines Kochrezepts (Algorithmus),
konnen Sie aus Zutaten (Eingabe) eine Speise (Ausgabe)
zubereiten. Ein alltagsnahes, niitzliches Beispiel fiir Pseudo-
code ist ein Rezept fiir Crépes (wie in Algorithmus 3). Der
Hauptteil der Schleife in Algorithmus 3 besteht aus drei
Schritten, die wiederholt werden, bis der Teig leer ist.
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Algorithmus 3 Beispiel fiir ein Backrezept zur
Zubereitung von Crepés im Pseudocode. Schritte

1 und 2 werden nur einmal durchgefiihrt,
wohingegen die Schritte 4 bis 6 durchgefiihrt
werden, solange die Bedingung in Schritt 3 erfillt ist

Eingabe: 2 Eier, 250 g Mehl, 500 ml Milch, 1

Prise Salz

Ausgabe: Crépes

1. Mische die Zutaten zu einem Teig

2. Erhitze eine Pfanne auf mittlerer Stufe

3. Solange Teig vorhanden, wiederhole:

4. Gib so viel Teig in die Pfanne, bis der
Boden bedeckt ist

5. Wende den Crépe, sobald der Teig
ausreichend fest ist

6. Serviere den fertigen Crépe

Offensichtlich treffen Algorithmen nicht selbstindig Ent-
scheidungen oder wihlen bewusst aus unterschiedlichen
Handlungsalternativen. Daher ist es mehr als fragwiirdig,
wenn die Verantwortung fiir negative Konsequenzen, wie
Diskriminierung oder Manipulation von Menschen, die aus
dem Einsatz von Algorithmen resultieren, auf ebendiese ab-
gewilzt wird. Die Verantwortung liegt bei den Entwicklern
und Anwendern von Algorithmen. Natiirlich ist dies dem
Autor der eingangs erwihnten Studie, die die Antidis-
kriminierungsstelle des Bundes mit ,Diskriminierungs-
risiken von Algorithmen® bewirbt, bekannt. Die Studie trigt
den Titel ,Diskriminierungsrisiken durch Verwendung von
Algorithmen® [6]. Durch das Weglassen der Worte ,,durch
Verwendung® bei der Veroffentlichung der Studie hat die
Antidiskriminierungsstelle die Aussage des Titels veridndert.

In diesem Kapitel werden wir uns mit wichtigen Algo-
rithmen beschiftigen, die uns im Alltag begegnen — vom
Sortieren der Plattensammlung tiber die Suche eines Bu-
ches bis zum Finden der optimalen Arbeitsstelle.
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Das Wichtigste in Kiirze

* Ein Algorithmus ist eine endliche Folge von Schritten
zum Losen eines Problems.

* Algorithmen treffen keine bewussten Entscheidungen —
die Verantwortung liegt bei den Entwicklern und An-
wendern der Algorithmen.

* Beispiele fiir Algorithmen sind Kochrezepte, Wegbe-

schreibungen und Bedienungsanleitungen.

Ordnung in der Plattensammlung -
Sortieralgorithmen

Seit einigen Jahren erfreuen sich Boxen mit der Aufschrift
»zu verschenken® in meiner Nachbarschaft immer grolerer
Beliebtheit. Die Idee ist simpel: Dinge, die nicht mehr ge-
braucht werden, die allerdings zu gut zum Wegwerfen sind,
konnen in die Kiste gelegt werden und so einen neuen Be-
sitzer finden, der eine Verwendung fiir die Gegenstinde
hat. Bei einem Spaziergang fand ich den originalverpackten
Soundtrack von Django Unchained als Doppelalbum in
einer dieser Boxen und konnte als leidenschaftlicher
Plattensammler der Versuchung nicht widerstehen. Als ich
die Schallplatte in meine Sammlung einsortieren wollte,
musste ich feststellen, dass die restlichen Platten durch
mehrere Umziige vollig durchmischt waren. Es war also an
der Zeit, die gesamte Plattensammlung zu sortieren.
Ahnliche Probleme wie das Sortieren einer Platten-
sammlung begegnen uns beim Sortieren von Biichern, Klei-
dung oder Werkzeugen. So unterschiedlich wie die An-
wendungsfelder kénnen auch die Kriterien sein, nach denen
wir sortieren. Schraubenschliissel oder Schuhe kénnen Sie
beispielsweise nach ihrer Grof3e sortieren, Gewdirze im Regal
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nach der Hiufigkeit ihrer Nutzung und Schallplatten nach
Interpreten. Selbstverstindlich koénnen Sie Gegenstinde
anhand unterschiedlicher Kriterien sortieren. Eine Biicher-
sammlung kénnten Sie zum Beispiel alphabetisch nach
Autor, thematisch oder farblich sortieren. Wichtig ist nur,
dass die Ordnung eindeutig ist — so muss zum Beispiel die
Reihenfolge der Farben vor dem Sortieren klar sein. Doch
wie koénnen Sie in all diesen Szenarien maoglichst efhzient
Ordnung schaffen? Ein Ansatz zum eflizienten Sortieren
sind sogenannte Sortieralgorithmen. Damit diese Algorith-
men unabhingig von dem konkreten Anwendungsfall be-
nutzt werden kénnen, machen sie Gebrauch von dem abs-
trakten Begriff einer Liste, die sortiert werden soll. Je nach
Anwendung kann die zu sortierende Liste beispielsweise
eine Menge von Biichern oder eine Plattensammlung sein.
Ein intuitiver Sortieralgorithmus ist der Bubblesort-
Algoritmus, dessen Pseudocode Sie in Algorithmus 4 fin-
den [7]. Wenn Sie beispielsweise Schallplatten von Die
Toten Hosen (DTH), Nirvana (NIR), Manu Chao (MAN)
und Django Unchained (DJA), kurz DTH — NIR - MAN —
DJA, alphabetisch sortieren mochten, kénnen Sie die
Schallplatten jeweils von links nach rechts vergleichen und

die Ordnung von benachbarten Platten korrigieren — wie
in Abb. 1:

a) DTH kommt vor NIR und die Platten bleiben in dieser
Reihenfolge:
DTH - NIR - MAN - DJA

b) NIR kommt nach MAN und die beiden Platten werden
getauscht:
DTH — MAN — NIR — DJA (1. Wechsel in Abb. 1)

¢) NIR kommt nach DJA und die beiden Platten werden
getauscht:

DTH — MAN — DJA — NIR (2. Wechsel in Abb. 1)
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DTH NIR MAN DJA
DTH MAN DJA NIR

Abb. 1 Alphabetisches Sortieren einer Plattensammlung - Ver-
gleich von je zwei benachbarten Schallplatten

Algorithmus 4 Pseudocode vom Bubblesort-
Algorithmus zum Sortieren einer Liste mit n Objekten

Eingabe: Unsortierte Liste mit n Objekten X,

XZI

Xap ey Xn

Ausgabe: Sortierte Liste

1.
2
3.

Wiederhole (n - 1) - mal:

Fir jedes i von 1 bis n - 1:

Vergleiche das Objekt X; mit seinem Nachbarn
X; +1, falls X; groRer als X; ., ist:

Tausche X; und X; . ;

Nach diesem Durchlauf (oder Iteration) sind die Platten
schon etwas besser sortiert (NIR ist die letzte), aber noch
nicht in der richtigen Reihenfolge. Nach zwei weiteren Ite-
rationen befindet sich die Liste in der richtigen Reihen-
folge — wie in Abb. 2:

a) DTH kommt vor MAN und die Platten bleiben in die-
ser Reihenfolge: DTH — MAN — DJA — NIR



