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Kapitalentwicklung bei Zinseszins

Ein Kapital K0 wird mit jährlich p% verzinst, Zinsfaktor q = 1+p% = 1+
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100
.

Die Zinsen werden jeweils am Jahresende dem Kapital zugeschlagen.
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Reihen
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Die k-Permutationen bzw. k-Kombinationen entsprechen den Auswahlen
von k aus n Objekten mit bzw. ohne Berücksichtigung der Reihenfolge.

Formeln zur Wahrscheinlichkeit

P (A) = P (Ω \ A) = 1 − P (A) Wahrsch. d. Gegenereignisses

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B) Additionssatz

P (A ∩ B) = P (A|B) · P (B) Produktsatz f. bedingte Wahrsch.

Binomialverteilung

Ein Zufallsexperiment habe nur zwei mögliche Ergebnisse: Treffer und Niete.
Die Trefferwahrscheinlichkeit sei p. Das Experiment werde n-mal unabhängig
wiederholt, X sei dabei die Anzahl der Treffer. Dann gilt:

P (X = k) =
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n
k

)

pk(1 − p)n−k, für 0 ≤ k ≤ n Binomialverteilung

Komplexe Zahlen

Kartesische Koordinaten
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r e iϕ
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y
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Differenziationsregeln Integrationsregeln

Linearität, c konstanter Faktor Linearität, c konstanter Faktor

(f +g)′ = f ′+g′ und (cf)′ = cf ′

∫

(f + g) =
∫

f +
∫

g und
∫

cf = c
∫

f

Produktregel partielle Integration

(fg)′ = f ′g + fg′
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f ′g dx = fg −
∫

fg′ dx

Kettenregel Substitutionsregel
(

f(g(x))
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′

= f ′(g(x))g′(x)
∫
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∫
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g
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Stammfunktionen und Ableitungen

f f ′ f f ′ f f ′

xn nxn−1 sin x cosx arcsinx
1√
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x 1 cosx − sinx arccosx
−1√
1−x2

1
x

−1
x2 tan x

1
cos2 x = 1 + tan2 x arctanx

1
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1
xn
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xn+1 cotx
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sin2 x

= −1 − cot2 x arccotx
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1+x2

√
x

1
2
√
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e x ex ln x

1
x

1√
x

−1
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√
x

ax ax ln a loga x
1

x ln a

Extrema, Wendepunkte

x

y
ff ′f ′′ f hat Extremum bei x0 =⇒ f ′(x0) = 0.

f ′ > 0 =⇒ f steigt.

f ′ < 0 =⇒ f fällt.

f hat Wendepunkt bei x0

⇐⇒
f ′ hat Extremum bei x0







=⇒ f ′′(x0) = 0.

f ′′ > 0 =⇒ f ist konvex.

f ′′ < 0 =⇒ f ist konkav.

f ′(x0) = 0 und
f ′′(x0) > 0
f ′′(x0) < 0

=⇒ f hat bei x0

Minimum,
Maximum.
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Timmann Repetitorium Gewöhnliche Differenzialgleichungen
Timmann Repetitorium Funktionentheorie
Timmann Repetitorium Topologie und Funktionalanalysis
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Überwiegend positive Kommentare von Studierenden und Dozenten zu diesen Büchern
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6.7 Lösungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274



8

7 Stochastik 279

7.1 Zufallsexperimente, Ereignisse, relative Häufigkeiten . . . . . . . . . . . . 279
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10 1 FOLGEN

1 Folgen

1.1 Grundlegende Eigenschaften von Folgen

Ist für jede natürliche Zahl n eine reelle Zahl an gegeben, so nennt man

a1 , a2 , a3 , . . . , an, . . .

eine reelle Zahlenfolge oder Zahlenfolge oder kurz Folge.

Folgen

Eine Folge a1, a2, a3, . . . , an, . . . ist durch ein Bildungsgesetz gegeben,

(a) explizit durch Angabe von an = f(n), n ∈ N.

(b) rekursiv durch Angabe von a1 und an+1 = f(an), n ∈ N.

Dabei ist f eine Funktion und a1 ∈ R heißt Startwert.

Für die Folge a1, a2, a3, . . . , an, . . . schreibt man (an), n ∈ N oder kurz (an).

an heißt n-tes Glied der Folge (an), n heißt Index.

Die Bezeichnungen sind willkürlich, üblich sind auch (bn) oder (xk) usw.

Der Laufbereich des Indexes sollte klar sein oder angegeben werden:

n ∈ N oder n = 0, 1, 2, . . . oder k ≥ 2 usw.

Ist eine Folge in der Form (an) = a1, a2, a3, . . . gegeben, so setzt man voraus,
dass aus den angegebenen ersten Gliedern ein Bildungsgesetz erkennbar ist:

Zahlenfolge
nächstes Glied

der Folge
Bildungsgesetz

der Folge
Index

1, 2, 3, 4, . . . 5 an = n n = 1, 2, 3, . . .

2, 2, 2, 2, . . . 2 an = 2 n = 1, 2, 3, . . .

1, 1
2
, 1

3
, 1

4
, . . . 1

5
an = 1

n
n = 1, 2, 3, . . .

1, 2, 4, 8, . . . 16 an = 2n n = 0, 1, 2, . . .

2, 5, 8, 11, . . . 14 an = 2 + 3n n = 0, 1, 2, . . .

4
1
, 5

2
, 6

3
, 7

4
, . . . 8

5
an = n+1

n−2
n = 3, 4, 5, . . .

1, −1, 1, −1, . . . 1 an = (−1)n n = 0, 1, 2, . . .

−1
2
, 2

3
, −3

4
, 4

5
, . . . −5

6
an = (−1)n n

n+1
n = 1, 2, 3, . . .

Die letzten beiden Folgen heißen alternierend. Ihre Glieder haben wechselndes
Vorzeichen.
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Endliche Folgen, Summen und Produkte werden in [EM1] ausführlich behandelt.
Dort sind auch die Zeichen

∑

und
∏

erklärt.

Bei den folgenden Aufgaben benutze man ggf. einen Taschenrechner (TR).

1.1 Man bestimme die ersten Glieder der explizit gegebenen Folgen:

(a) an = 5n− 1, n = 1, . . . , 6,

(b) an = 2n−3, n = 0, . . . , 5,

(c) an = 2n − 1, n = 0, . . . , 6,

(d) an = 1 + 2 + · · ·+ n, n = 1, . . . , 6,

(e) an = n(n+ 1), n = 1, . . . , 4,

(f) an = 2n+ (−1)n, n = 0, . . . , 7,

(g) an =

n
∑

k=1

(2k − 1), n = 1, . . . , 4,

(h) an =

n
∑

k=0

2k, n = 1, . . . , 6,

(i) an =

n
∏

k=1

k

k+1
, n = 1, . . . , 4,

(j) an = 2
3

(

1− (−1
2
)n

)

, n = 1, . . . , 5,

(k) an = 1√
5

(

(1+
√

5
2

)n+1 −
(1−

√
5

2

)n+1
)

, n = 0, . . . , 6 .

(a) a1 = 4, a2 = 9, a3 = 14, a4 = 19, a5 = 24, a6 = 29.

(b) a0 = 1
8
, a1 = 1

4
, a2 = 1

2
, a3 = 1, a4 = 2, a5 = 4.

(c) a0 = 0, a1 = 1, a2 = 3, a3 = 7, a4 = 15, a5 = 31, a6 = 63.

(d) a1 = 1, a2 = 1 + 2 = 3, a3 = 1 + 2 + 3 = 6, a4 = 1 + 2 + 3 + 4 = 10,
a5 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15, a6 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21.

(e) a1 = 1 · 2 = 2, a2 = 2 · 3 = 6, a3 = 3 · 4 = 12, a4 = 4 · 5 = 20.

(f) (an) = 1, 1, 5, 5, 9, 9, 13, 13, . . .

(g) a1 =

1
∑

k=1

(2k − 1) = 1, a2 =

2
∑

k=1

(2k − 1) = 1 + 3 = 4,

a3 =

3
∑

k=1

(2k − 1) = 1 + 3 + 5 = 9, a4 =

4
∑

k=1

(2k − 1) = 1 + 3 + 5 + 7 = 16.

(h) a1 =
1

∑

k=0

2k = 20 + 21 = 1 + 2 = 3, a2 =
2

∑

k=0

2k = 1 + 2 + 4 = 7,

a3 =

3
∑

k=0

2k = 1 + 2 + 4 + 8 = 15, a4 = 31, a5 = 63, a6 = 127.



12 1 FOLGEN

(i) a1 =

1
∏

k=1

k
k+1

= 1
2
, a2 =

2
∏

k=1

k
k+1

= 1
2
· 2

3
= 1

3
,

a3 =

3
∏

k=1

k

k+1
= 1

2
· 2

3
· 3

4
= 1

4
, a4 = 1

2
· 2

3
· 3

4
· 4

5
= 1

5
.

(j) a1 = 2
3

(

1− (−1
2
)1

)

= 1, a2 = 2
3

(

1− (−1
2
)2

)

= 2
3
· 3

4
= 1

2
, a3 = 2

3
· 9

8
= 3

4
,

a4 = 2
3
· 15

16
= 5

8
, a5 = 2

3
· 33

32
= 11

16
.

(k) Mittels TR oder binomischer Formeln [EM1, Seite 104ff] erhält man:

(an) = 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . Das ist der Anfang der Fibonacci–Folge, vgl. [1.3 (a)].

1.2 Man bestimme die ersten Glieder der rekursiv gegebenen Folgen:

(a) a1 = 4, an+1 = an + 5, n = 1, . . . , 6,

(b) a1 = 1, an+1 = an + n+ 1, n = 1, . . . , 5,

(c) a1 = 1, an+1 = 1
2

(

1 + 2
an

)

, n = 1, . . . , 4,

(d) a0 = 1, an+1 = 2+an

1+an
, n = 0, . . . , 4,

(e) a0 = 1, an+1 = 1
1+an

, n = 0, . . . , 5,

(f) a0 = 1, an+1 =
√

1 + an , n = 0, . . . , 3,

(g) a0 = 1, an+1 =
√

2 + an , n = 0, . . . , 4.

(a) (an) = 4, 9, 14, 19, 24, 29, . . .

(b) a1 = 1, a2 = a1 + 2 = 3, a3 = a2 + 3 = 6, a4 = 6 + 4 = 10, a5 = 15.

(c) a1 = 1, a2 = 1
2

(

1 + 2
1

)

= 3
2
, a3 = 1

2

(

1 + 2
3
2

)

= 7
6
, a4 = 1

2

(

1 + 2
7
6

)

= 19
14

.

(d) (an) = 1, 3
2
, 7

5
, 17

12
, 41

29
, . . .

(e) (an) = 1
1
, 1

2
, 2

3
, 3

5
, 5

8
, 8

13
, . . .

(f) a0 = 1, a1 =
√

2 ≈ 1.4142, a3 =
√

1 +
√

2 ≈ 1.5538, a4 ≈ 1.5981.

(g) a0 = 1, a2 =
√

3 ≈ 1.7321, a3 =
√

1 +
√

3 ≈ 1.9319, a4 ≈ 1.9829.

Man kann eine Folge (an) auch rekursiv definieren durch zwei Startwerte a1, a2

und eine Vorschrift, mit der man an+2 aus den beiden Vorgängern an und an+1

berechnet: an+2 = f(an, an+1) .

1.3 Man bestimme die ersten Glieder der rekursiv gegebenen Folgen:

(a) a0 = 1, a1 = 1, an+2 = an + an+1, n = 0, . . . , 12,

(b) a1 = 1, a2 = 1
2
, an+2 =

an+an+1

2
, n = 1, . . . , 5.

(a) (an) = 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, . . .
Diese (historisch berühmte) Folge heißt Fibonacci–Folge.

(b) a3 =
1+1

2
2

= 3
4
, a4 =

1
2
+

3
4

2
= 5

8
, a5 =

3
4
+5

8
2

= 11
16

.
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1.4 Man bestimme ein explizites Bildungsgesetz der rekursiv gegebenen Folgen:

(a) a1 = 4, an+1 = an + 5,

(b) a1 = 1, an+1 = an + n+ 1,

(c) a0 = −2, an+1 = −1
2
an,

(d) a1 = 1
2
, an+1 = an − 1

2n(n+1)
,

(e) a1 = 1, an+1 = an(n+ 1) .

(a) a1 = 4, a2 = 4 + 5, a3 = 4 + 5 + 5, . . .
Man sieht an = 4 + (n− 1)5 bzw. an = −1 + 5n für n ≥ 1.

(b) a1 = 1, a2 = 1 + 2, a3 = 1 + 2 + 3, a4 = 1 + 2 + 3 + 4, . . . , vgl. [1.1 (d)].

Man sieht an = 1 + 2 + · · ·+ n = 1
2
n(n+ 1) für n ≥ 1, [EM1, Seite 31].

(c) a0 = −2, a1 = −2(−1
2
), a2 = −2(−1

2
)(−1

2
) = −2(−1

2
)2, a3 = −2(−1

2
)3, . . .

also an = −2(−1
2
)n für n ≥ 0.

(d) a1 = 1
2
, a2 = 1

4
, a3 = 1

6
, a4 = 1

8
, . . .

Man vermutet an = 1
2n
. Dies stimmt für n = 1 und folgt wegen

an+1 = an − 1
2n(n+1)

= an −
( 1

2n
− 1

2(n+1)

)

durch vollständige Induktion.

(e) a1 = 1, a2 = 1 · 2, a3 = 1 · 2 · 3, a4 = 1 · 2 · 3 · 4, und man sieht an = n! , n ≥ 1 .

Ist eine Folge explizit durch an = f(n) gegeben, so liefert die

Differenzenfolge an+1 − an = f(n+ 1)− f(n)

das rekursive Bildungsgesetz an+1 = an + f(n+ 1)− f(n) .

1.5 Man bestimme ein rekursives Bildungsgesetz der explizit gegebenen Folgen:

(a) an = n(n+ 1), n ≥ 1, (b) an = 1
n
, n ≥ 1.

(a) an = n(n+ 1) = f(n) ergibt die Folge 2, 6, 12, 20, 30, 42, . . .
an+1 = an + f(n+ 1)− f(n)

= an +
(

(n+ 1)(n+ 2)− n(n+ 1)
)

= an + (n+ 1)(n+ 2− n) = an + 2(n+ 1)

Ein rekursives Bildungsgesetz ist also: a1 = 2, an+1 = an + 2(n+ 1) .

(b) an = 1
n

= f(n) ergibt die Folge 1, 1
2
, 1

3
, 1

4
, 1

5
, 1

6
, . . .

an+1 = an + f(n+ 1)− f(n)

= an +
( 1

n+1
− 1

n

)

= an + −1
n(n+1)

= an − 1
n(n+1)

Ein rekursives Bildungsgesetz ist also: a1 = 1, an+1 = an − 1
n(n+1)

.
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1.6 Man bestimme ein explizites und ein rekursives Bildungsgesetz der Folgen:

(a) 1, 2, 3, 4, . . .

(d) −1
4
, 1

8
,− 1

16
, 1

32
, . . .

(g) 1, 3, 5, 7, 9, 11, . . .

(j) 1, 2, 6, 24, 120, 720, . . .

(b) 1, 0, 1, 0, 1, 0, . . .

(e) 0, 2, 4, 6, 8, 10, . . .

(h) 2, 6, 12, 20, 30, . . .

(k) 1,−1, 1,−1, 1, . . .

(c) 2, 2, 2, 2, . . .

(f) 1, 1
2
, 1

3
, 1
4
, 1
5
, 1

6
, . . .

(i) 1, 2, 4, 8, 16, 32, . . .

(l) 1, 4, 9, 16, 25, . . .

(a) Folge der natürlichen Zahlen

expl.: an = n, n ∈ N,
rek.: a1 = 1, an+1 = an + 1.

(c) Konstante Folge (2)

expl.: an = 2, n = 1, 2, 3, . . . ,
rek.: a1 = 2, an+1 = an.

(e) Folge der geraden Zahlen

expl.: an = 2n, n ≥ 0,
rek.: a0 = 0, an+1 = an + 2.

(g) Folge der ungeraden Zahlen

expl.: an = 2n− 1, n ≥ 1,
rek.: a1 = 1, an+1 = an + 2.

(i) Folge der Potenzen von 2

expl.: an = 2n, n ≥ 0,
rek.: a0 = 1, an+1 = 2an.

(k) Alternierende Folge 1,−1, 1, . . .

expl.: an = (−1)n, n ≥ 0,
rek.: a0 = 1, an+1 = −an.

(b) Folge 1, 0, 1, 0, 1, 0, . . .

expl.: an = 1
2

(

1 + (−1)n
)

, n ≥ 0,

rek.: a0 = 1, an+1 = an + (−1)n+1.

(d) Folge −1
4
, 1

8
,− 1

16
, 1

32
, . . .

expl.: an = 1
2
(−1

2
)n, n ≥ 1,

rek.: a1 = −1
4
, an+1 = −1

2
an.

(f) Folge 1, 1
2
, 1

3
, 1

4
, 1

5
, 1

6
, . . . , vgl. [1.5 (b)]

expl.: an = 1
n
, n ≥ 1,

rek.: a1 = 1, an+1 = an − 1
n(n+1)

.

(h) Folge 2, 6, 12, 20, 30, 42, . . . , vgl. [1.5(a)]
expl.: an = n(n+ 1), n ≥ 1,
rek.: a1 = 2, an+1 = an + 2(n+ 1).

(j) Folge der Fakultäten, vgl. [1.4 (e)]
expl.: an = n!, n ≥ 1,
rek.: a1 = 1, an+1 = an(n+ 1).

(l) Folge der Quadratzahlen
expl.: an = n2, n ≥ 1,
rek.: a0 = 1, an+1 = an + 2n+ 1.

1.7 Man bestimme (a) ein rekursives und (b) ein explizites Bildungsgesetz der
Folge 1, 5, 10, 16, 23, . . . Hinweis: Betrachte die Differenzenfolge (an+1−an).

(a) Rekursiv: Es ist a2 − a1 = 4 , a3 − a2 = 5 , a4 − a3 = 6 , a5 − a6 = 7, . . .
Die Differenzenfolge (an+1 − an) ist 4, 5, 6, 7, . . . , also gilt an+1 − an = n+ 3.
Damit findet man das rekursive Bildungsgesetz a1 = 1, an+1 = an + n+ 3.

(b) Explizit: Rückwärtseinsetzen, siehe auch [EM1, Seite 27], ergibt

an = an−1 + (n− 1) + 3 = an−2 + ((n− 2) + 3) + ((n− 1) + 3) = . . .

= a1 + (1 + 3) + (2 + 3) + · · ·+ ((n− 1) + 3)

= a1 +
(

1 + 2 + · · ·+ (n− 1)
)

+
(

3 + 3 + · · ·+ 3
)

= a1 +

n−1
∑

k=1

k +

n−1
∑

k=1

3

= 1 + 1
2
n(n− 1) + 3(n− 1) = 1

2
n2 + 5

2
n− 2 .

n−1
∑

k=1

k =
1
2
n(n − 1),

siehe [EM1, S. 31].
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Eigenschaften von Folgen

Eine Folge (an) heißt falls

monoton wachsend an ≤ an+1 für alle n.

streng monoton wachsend an < an+1 für alle n.

monoton fallend an+1 ≤ an für alle n.

streng monoton fallend an+1 < an für alle n.

monoton die Folge monoton wächst
oder monoton fällt.

streng monoton die Folge streng monoton wächst
oder streng monoton fällt.

nach oben beschränkt es ein S ∈ R gibt mit an ≤ S für alle n.
S heißt dann obere Schranke der Folge.

nach unten beschränkt es ein S ∈ R gibt mit S ≤ an für alle n.
S heißt dann untere Schranke der Folge.

beschränkt die Folge nach oben
und nach unten beschränkt ist.

Es gibt einige offensichtliche Zusammenhänge zwischen diesen Eigenschaften:
Beispielsweise ist jede streng monotone Folge auch monoton, jede monoton wach-
sende Folge nach unten beschränkt durch die Schranke a1 und jede monoton fal-
lende Folge nach oben beschränkt durch die Schranke a1.
Ist S eine obere (untere) Schranke von (an), so ist natürlich jede größere (kleine-
re) Zahl ebenfalls eine obere (untere) Schranke der Folge.

1.8 Welche der genannten Eigenschaften haben die Folgen (an) ?

(a) an = n, (b) an = 1, (c) an = 1
n
, (d) an = (−1)n .

(a) an = n : Die Folge der natürlichen Zahlen ist streng monoton wachsend, denn
an = n < n + 1 = an+1. Also ist die Zahl a1 = 1 oder jede kleinere Zahl untere
Schranke der Folge (n). Sie ist nicht nach oben beschränkt, da es zu jeder reellen
Zahl eine natürliche Zahl gibt, die größer ist.

(b) an = 1 : Konstante Folgen sind sowohl monoton wachsend als auch monoton
fallend, aber nicht streng monoton. Natürlich sind sie beschränkt.

(c) an = 1
n

: Die Folge ( 1
n
) ist streng monoton fallend, da an+1 = 1

n+1
< 1

n
= an.

Also ist sie durch a1 = 1 nach oben beschränkt. Sie ist durch 0 oder jede negative
Zahl nach unten beschränkt, denn für alle natürlichen Zahlen n gilt 0 < 1

n
= an.

(d) an = (−1)n : Die Folge (an) ist nicht monoton, aber beschränkt.
Z.B. ist 1 eine obere und −1 eine untere Schranke.

1.9 Sind die rekursiv gegebenen Folgen aus [1.4] monoton?

Die Folgen (a), (b), (e) sind streng monoton wachsend, Folge (d) ist streng mo-
noton fallend. Die Folge (c) ist weder monoton wachsend noch monoton fallend.
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1.2 Arithmetische und geometrische Folgen

Arithmetische und geometrische Folgen

(an) heißt arithmetische Folge, falls die Differenz aufeinanderfolgender Glie-
der konstant ist, d.h. es gibt eine reelle Zahl d mit an+1 − an = d für alle n.

arithmetische Folge: an = a1 + (n− 1)d

(an) heißt geometrische Folge, falls der Quotient aufeinanderfolgender Glie-
der konstant ist, d.h. es ist an 6= 0 und es gibt q ∈ R mit

an+1

an
= q für alle n.

geometrische Folge: an = a1q
n−1

Nur konstante Folgen 6= 0, 0, . . . sind zugleich arithmetisch und geometrisch! [1.12(a)]

1.10 Man bestimme die ersten 6 Glieder der arithmetischen Folge (an) mit

(a) a1 = −2, d = 3, (b) a1 = 1, d = −2.

(a) a1 = −2, d = 3 =⇒ a2 = 1, a3 = 4, a4 = 7, a5 = 10, a6 = 13.

(b) a1 = 1, d = −2 =⇒ a2 = −1, a3 = −3, a4 = −5, a5 = −7, a6 = −9.

1.11 Man bestimme die ersten 5 Glieder sowie ein explizites Bildungsgesetz der
geometrischen Folge (an) mit

(a) a1 = 1, q = 2, (b) a1 = 1, q = 1
2
, (c) a1 = 2, q = −1,

(d) a1 = 1, q = −1
3
, (e) a1 = 1

3
, q = −3, (f) a1 = −1

6
, q = −2

3
.

(a) a1 = 1, q = 2 =⇒ a2 = 2, a3 = 4, a4 = 8, a5 = 16, an = 2n−1.

(b) a1 = 1, q = 1
2

=⇒ a2 = 1
2
, a3 = 1

4
, a4 = 1

8
, a5 = 1

16
, an = 1

2n−1 .

(c) a1 = 2, q = −1 =⇒ a2 = −2, a3 = 2, a4 = −2, a5 = 2, an = −2(−1)n.

(d) a1 = 1, q = −1
3

=⇒ a2 = −1
3
, a3 = 1

9
, a4 = − 1

27
, a5 = 1

81
, an = (−1

3
)n−1.

(e) a1 = 1
3
, q = −3 =⇒ a2 = −1, a3 = 3, a4 = −9, a5 = 27, an = 1

3
(−3)n−1.

(f) a1 = −1
6
, q = −2

3
=⇒ a2 = 1

9
, a3 =− 2

27
, a4 = 4

81
, a5 = 8

243
, an = −1

6
(−2

3
)n−1.

1.12 Sind die Folgen (an) arithmetisch bzw. geometrisch?

(a) an = 1, (b) an = n, (c) an = (−1
2
)n, (d) an = 1

n
,

(e) an = 1 + 3n, (f) an = 2n

3n+1 , (g) a1 = a2 = 1, an+2 = an + an+1.

(a) Die Folge (an) = 1, 1, 1, 1, . . . ist arithmetisch mit a1 = 1, d = 0
und geometrisch mit a1 = 1, q = 1.

(b) Die Folge (an) = 1, 2, 3, 4, . . . ist arithmetisch mit a1 = 1, d = 1,
aber nicht geometrisch.

(c) Die Folge an = (−1
2
)n ist geometrisch mit a1 = −1

2
, q = −1

2
,

aber nicht arithmetisch.
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(d) Die Folge (an) = 1, 1
2
, 1

3
, 1
4
. . . ist weder arithmetisch noch geometrisch!

Z.B. ist a2 − a1 = 1
2
− 1 6= 1

3
− 1

2
= a3 − a2 und a2

a1
= 1

2
6= 2

3
= a3

a2
.

(e) an = 1 + 3n =⇒ an+1 − an = 1 + 3(n+ 1)− (1 + 3n) = 3.
Also ist die Folge arithmetisch mit a1 = 4, d = 3.

(f) an = 2n

3n+1 =⇒ an+1

an
= 2n+1

3n+2
3n+1

2n = 2
3
.

Also ist die Folge (an) geometrisch mit a1 = 2
9
, q = 2

3
.

(g) Die Fibonacci-Folge 1, 1, 2, 3, 5, 8, . . . ist weder arithmetisch noch geometrisch!
Weder die Differenzen noch die Quotienten benachbarter Glieder sind konstant.

1.13 Fritz bekommt zum Geburtstag 100e geschenkt, steckt sie in sein Spar-
schwein und will in jedem Monat 35e seines Taschengeldes hinzufügen.
Wann enthält das Sparschwein mehr als 1000e?

Die gesparten Beträge bilden eine arithmetische Folge (an) mit
a1 = 100, an+1 = an + 35, also an = 100 + (n− 1) · 35.

Die Forderung an = 100 + (n− 1)35 ≥ 1000 ergibt n ≥ 900
35

+ 1 ≈ 26.7.

Nach 27 Monaten enthält das Sparschwein zum ersten Mal mehr als 1000e ,
a27 = 100 + (27− 1)35 = 1010.

1.14 Ein Kapital von K0 = 3000e wird zu 5% verzinst, wobei die Zinsen jeweils
am Ende des Jahres dem Kapital zugeschlagen werden.
Kn sei das Kapital nach n Jahren.
Man zeige, dass (Kn) eine geometrische Folge ist und bestimme K1 und q.
Berechne K14. Nach wieviel Jahren hat sich das Kapital verdoppelt?

Am Ende des ersten Jahres beträgt das Kapital K1 = K0 + 0.05 ·K0 = K0 · 1.05,
am Ende des zweiten Jahres beträgt das Kapital K2 = K1 · 1.05 = K0 · 1.052

usw., am Ende des n-ten Jahres Kn = Kn−1 · 1.05 = K1 · 1.05n−1 = K0 · 1.05n.
Kn = K0 · 1.05n bildet eine geometrische Folge mit q = 1.05.

K14 = K0 · q14 = 1.0514 · 3000 ≈ 1.98 · 3000, das Kapital hat sich fast verdoppelt.

Löst man die Verdopplungsgleichung Kn = 2K0 nach n auf, erhält man

Kn = K0 · qn = 2K0 ⇐⇒ qn = 2 ⇐⇒ n ln q = ln 2 ⇐⇒ n = ln 2
ln q

.

In unserem Beispiel ist q = 1.05 und man erhält n = ln 2
ln 1.05

≈ 14.21.
Nach 15 Jahren hat sich das Kapital verdoppelt.

Zum Rechnen mit Logarithmen siehe [EM1, Seite 88ff].

Zinseszinsformel Kn = K0 · qn

K0 : Anfangskapital Kn : Kapital nach n Jahren

p% : Zinssatz pro Jahr q = 1 + p% = 1 +
p

100
: Zinsfaktor
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1.15 Karl hat einen Infekt. Am ersten Tag vermehren sich die anfänglich vorhan-
denen 2000 Bakterien stündlich um 3%.

(a) Wieviele Bakterien sind nach 24 Stunden vorhanden?

Nach 24 Stunden erhält er ein Antibiotikum, das sofort wirkt und die Bak-
terien um 40% pro Tag vermindert.

(b) Wieviele Bakterien sind nach sieben Tagen vorhanden?

(c) Nach wievielen Tagen ist die Anzahl der Bakterien abgerundet 0,
d.h. kleiner 0.5?

(a) Das stündliche Wachstum um 3% bewirkt für die Anzahl der Bakterien eine geo-
metrische Folge mit q = 1 + 3% = 1 + 0.03 = 1.03.

Nach 24 Stunden beträgt die Anzahl der Bakterien 1.0324 · 2000 ≈ 4066 .

(b) Die tägliche Abnahme um 40% bewirkt für die Anzahl der Bakterien eine geo-
metrische Folge mit q = 1− 40% = 1− 0.4 = 0.6.

Nach 7 Tagen beträgt die Anzahl der Bakterien 0.67 · 4066 ≈ 114 .

(c) Gesucht ist nun das kleinste n mit 0.6n · 4066 < 0.5.

Man logarithmiert die Gleichung 0.6n · 4066 = 0.5 und erhält

0.6n · 4066 = 0.5 ⇐⇒ n·ln 0.6+ln4066 = ln 0.5 ⇐⇒ n = ln 0.5−ln 4066
ln 0.6

≈ 17.63.

Nach 18 Tagen ist die Anzahl der Bakterien also abgerundet 0.

1.16 Wieviel Geld hat Fritz nach 29 Monaten auf seinem Konto bei einem Start-
kapital von S = K0 = 100e, der monatlichen Rate R = 35e und einem
Jahreszins von 3% mit monatlicher Verzinsung ?

Wie hoch ist der Zinsgewinn?

Bei monatlicher Verzinsung beträgt der monatliche Zinssatz 3
12

% = 1
4
%.

Es ist S = 100, q = 1+ 3
12

% = 1+ 1
4
% = 1.0025 und R = 35. Das Kapital beträgt

nach einem Monat K1 = Sq +R = 100q + 35,
nach zwei Monaten K2 = Sq2 +Rq +R = Sq2 +R(q + 1) = 100q2 + 35(q + 1),

nach n Monaten Kn = Sqn +R(qn−1 + · · ·+ q + 1) = Sqn +R
qn−1
q−1

.

1 + q + · · ·+ qn−1 =

n−1
∑

k=0

qk =
1−qn

1−q
endliche geometrische Reihe [EM1, S. 32].

Damit ist K29 = 100 · 1.002529 + 35 · 1.002529−1
0.0025

≈ 1158.85.

Nach 29 Monaten beträgt der Kontostand 1158.85e und

der Zinsgewinn (1158.85− 100− 29 · 35)e = (1158.85− 1115)e = 43.85e.
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1.3 Grenzwerte von Folgen

Der Grenzwert einer Zahlenfolge ist einer der wichtigsten Begriffe der Mathe-
matik. Wir beginnen mit einer anschaulichen Beschreibung des Grenzwerts, die
exakte Definition erfolgt danach.

Anschauliche Grenzwertbeschreibung

Die reelle Zahl a ist Grenzwert der Folge (an), wenn auf der Zahlengeraden für
alle genügend großen n die Folgenglieder an der Zahl a beliebig nahekommen,
d.h. wenn für alle genügend großen n die Abstände |an − a| von an und a
beliebig klein sind.

Man sagt dafür auch: (an) konvergiert gegen oder (an) geht gegen a.

Schreibweisen: lim
n→∞

an = a oder kurz an −→ a

1.17 Man untersuche anschaulich, ob die Folgen einen Grenzwert haben.

(a) an = 1, (b) an = n, (c) an = (−1)n, (d) an = 1
n
.

(a) an = 1 : Die konstante Folge 1, 1, 1, 1, . . . hat den Grenzwert 1.
Alle Folgenglieder sind sogar = 1, also kommen sie erst recht für alle genügend
großen n der Zahl 1 beliebig nahe.

(b) an = n : Die Folge der natürlichen Zahlen hat keinen Grenzwert.
Sie wächst über alle Grenzen und kann daher keiner Zahl a für alle genügend
großen n beliebig nahe kommen.

(c) an = (−1)n : Die Folge ist zwar beschränkt, hat aber keinen Grenzwert.
Ihre Glieder sind abwechselnd 1 oder −1 und können daher keiner Zahl a für alle
genügend großen n beliebig nahe kommen.

(d) an = 1
n

: Die Folge hat den Grenzwert 0:
Wir geben uns einen beliebig kleinen Abstand ε > 0 vor. Dann ist der Abstand

| 1
n
− 0| = 1

n
< ε für alle n > 1

ε
.

Also kommen die Glieder der Zahl 0 für alle genügend großen n beliebig nahe.

|x − a| ist der Abstand von x und a auf der Zahlengeraden.

|x− a| < ε ⇐⇒ x ∈ ]a− ε , a+ ε[ ⇐⇒ a− ε < x < a+ ε.

x
] [

a−ε a a+ε

Offene Intervalle mit Mittelpunkt a haben die Form ]a−ε, a+ε[ für eine positive
Zahl ε, siehe [EM1, Seite 92].
Sie enthalten alle x, die von a einen Abstand kleiner als ε haben.
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Grenzwert einer Folge

Eine Zahl a heißt Grenzwert der Folge (an), wenn es zu jedem ε > 0 einen
Index n0 gibt, so dass |an − a| < ε für alle n ≥ n0.

Schreibweisen: lim
n→∞

an = a oder an −→
n→∞

a oder kurz an −→ a

Geometrische Formulierung:

a heißt Grenzwert der Folge (an), wenn es zu jedem Intervall I =]a − ε, a + ε[ mit

Mittelpunkt a einen Index n0 gibt, von dem ab alle Folgenglieder an in I liegen.

Eine Folge heißt konvergent, wenn sie einen Grenzwert hat, sonst heißt sie
divergent. Eine Folge mit dem Grenzwert 0 nennt man Nullfolge.

Jede konvergente Folge ist beschränkt.
Es gibt aber beschränkte Folgen, die nicht konvergieren, siehe [1.18 (c)].

1.18 (a) Ab welchem Index n0 liegt an = 1
n

im Intervall
]

− 1
12
, 1

12

[

?

Warum hat die Folge den Grenzwert 0 ?

(b) Ab welchem Indes n0 liegt an = 1 +
(−1)n

n
im Intervall

] 999
1000

, 1001
1000

[

?

Warum hat die Folge den Grenzwert 1?

(c) Die Folge an = (−1)n + 1
n

ist beschränkt, hat aber keinen Grenzwert.

(a) an ∈
]

− 1
12
, 1

12

[

⇐⇒ | 1
n
− 0| = 1

n
< 1

12
⇐⇒ 12 < n.

Ab dem Index n0 = 13 liegen die Folgenglieder an im angegebenen Intervall.

Wir zeigen nun lim
n→∞

1
n

= 0 : Sei ε > 0 beliebig vorgegeben. Dann gilt:

an ∈]− ε, ε[ ⇐⇒ | 1
n
− 0| = 1

n
< ε ⇐⇒ n > 1

ε
.

Ist n0 >
1
ε
, so gilt für alle n ≥ n0 wie gewünscht an = 1

n
≤ 1

n0
< ε.

(b) an ∈
]

1− 1
1000

, 1+ 1
1000

[

⇐⇒ |an−1| =
∣

∣

(−1)n

n

∣

∣ = 1
n
< 1

1000
⇐⇒ n0 := 1000 < n .

Wir zeigen nun lim
n→∞

(

1+
(−1)n

n

)

= 1 : Sei ε > 0 beliebig vorgegeben. Dann gilt:

an ∈ ]1− ε, 1 + ε[ ⇐⇒ |an − 1| =
∣

∣

(−1)n

n

∣

∣ = 1
n
< ε ⇐⇒ n > 1

ε
.

Ist n0 >
1
ε
, so gilt für alle n ≥ n0 wie gewünscht |an − 1| = 1

n
≤ 1

n0
< ε .

(c) 0 < 1
n
≤ 1 =⇒ −1 ≤ an = (−1)n + 1

n
≤ 2, die Folge (an) ist also beschränkt.

Für n ≥ 3 unterscheiden sich die Folgenglieder mit geradem Index um weniger
als 1

2
von 1 und die Folgenglieder mit ungeradem Index um weniger als 1

2
von −1.

Es gibt also kein Intervall z.B. der Länge 1, in dem ab einem n0 alle Folgenglieder
liegen. Die Folge hat also keinen Grenzwert.

x−1 0 1

] [ ] [

Es gibt kein allgemeines Verfahren, Grenzwerte zu bestimmen.

Einige Methoden, Tricks und viele Beispiele findet man im Rest dieses Abschnitts.
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1.19 Bestimme ggf. den Grenzwert a der Folgen (an) und zu einem beliebigen
ε > 0 einen passenden Index n0, von dem ab der Abstand |an − a| < ε ist:

(a) an = 5
3n

, (b) an =
(−1)n

n+1
, (c) an = 1− 1

n2 ,

(d) an = 2n2

n2+1
, (e) an = n2

2n+1
, (f) an = 1 + (−1)n.

(a) lim
n→∞

5
3n

= 0 , d.h. (an) ist eine Nullfolge.

Sei ε > 0 beliebig vorgegeben.
Gesucht ist n0 ∈ N mit |an−0| = 5

3n
< ε für n ≥ n0. Es gilt: 5

3n
< ε⇐⇒ 5

3ε
< n.

Wähle n0 >
5
3ε

. Dann gilt |0− an| = 5
3n
≤ 5

3n0
< ε für alle n ≥ n0 .

(b) lim
n→∞

(−1)n

n+1
= 0 , d.h. (an) ist eine Nullfolge.

Im Unterschied zur Folge in (a) liegen die Glieder der Folge 1,−1
2
, 1

3
,−1

4
, 1
5
, . . .

abwechselnd rechts und links von 0, es handelt sich um eine alternierende Folge.

Der Abstand von an und 0 ist |an − 0| =
∣

∣

(−1)n

n+1

∣

∣ = 1
n+1

.

Sei ε > 0 beliebig vorgegeben. Es gilt |an − 0| = 1
n+1

< ε ⇐⇒ n+ 1 > 1
ε
.

Wähle n0 >
1
ε

und n ≥ n0. Dann ist n+ 1 > n0 >
1
ε
, also |0− an| = 1

n+1
< ε.

(c) lim
n→∞

(

1− 1
n2

)

= 1 :

Für genügend große n liegen die Glieder der Folge beliebig nahe bei 1, da ( 1
n2 )

analog zu ( 1
n
) eine Nullfolge ist. Also ist 1 Grenzwert der Folge.

Exakt: |1− an| =
∣

∣1− (1− 1
n2 )

∣

∣ = 1
n2 ≤ 1

n
< ε für alle n ≥ n0 >

1
ε
.

(d) lim
n→∞

2n2

n2+1
= 2 :

Es ist 2n2

n2+1
= 2− 2

n2+1
, und die Ausdrücke 2

n2+1
werden für genügend große n

beliebig klein, also hat die Folge den Grenzwert 2.

Exakt: |2− an| = 2
n2+1

≤ 1
n
, denn 2n ≤ n2 + 1, da n2 − 2n+ 1 = (n− 1)2 ≥ 0.

Wähle n0 >
1

ε . Dann gilt ε > 1
n0
≥ 1

n
≥ |2− an| für alle n ≥ n0.

(e) Die ersten Glieder der Folge sind 1
3
, 4

5
, 9

7
, 16

9
, 25

11
, 36

13
, 49
15

.

Es scheint also, dass die Glieder der Folge beliebig groß werden. Dies ist richtig.

Es ist an = n2

2n+1
≥ n2

2n+n
= n

3
, und schon die Zahlen n

3
werden beliebig groß.

Die Folge (an) hat keinen Grenzwert, sie ist bestimmt divergent gegen ∞ (s.u.).

(f) Es ist a1 = 0, a2 = 2, a3 = 0, a4 = 2, . . .

Analog zur Folge −1, 1,−1, 1, . . . , siehe [1.18 (c)], hat (an) keinen Grenzwert, ist
aber beschränkt.

Die Folgen in [1.19 (a),(c),(d),(e)] sind sog. rationale Folgen. Ihre Grenzwerte
kann man leicht ausrechnen. Siehe dazu [Seite 25].
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Uneigentliche Grenzwerte, bestimmt divergente Folgen

lim
n→∞

an =∞ ⇐⇒ Zu jeder Zahl S gibt es ein n0 ∈ N,

so dass für alle n ≥ n0 gilt an ≥ S.

lim
n→∞

an = −∞ ⇐⇒ Zu jeder Zahl S gibt es ein n0 ∈ N,

so dass für alle n ≥ n0 gilt an ≤ S.

In diesen Fällen nennt man die Folgen (an) bestimmt divergent,

∞ bzw. −∞ heißt uneigentlicher Grenzwert von (an).

Man sagt, dass die Folge (an) für genügend große n über alle Grenzen
wächst bzw. unter alle Grenzen fällt. Man schreibt

lim
n→∞

an =∞ oder an −→∞ bzw. lim
n→∞

an = −∞ oder an −→ −∞.

Beispiele:

(1) Die Folge (n2), also 1, 4, 9, 16, . . . wächst über alle Grenzen.
Es gilt lim

n→∞

n2 = ∞. Die Folge (n2) ist bestimmt divergent gegen ∞.

(2) Die Folge (−2n), also −2, −4, −8, −16, . . . fällt unter alle Grenzen.
Es gilt lim

n→∞

(−2n) = −∞. Die Folge (−2n) ist bestimmt divergent gegen −∞.

1.20 Sind die Folgen (an) bestimmt divergent?

(a) an = 2n, (b) an = (−1)n, (c) an = n2+n+1
n+1

, (d) an = 1−√n,

(e) an = (−n)n, (f) an = (n− 1)2, (g) an = 2n

n4 , (h) an = (−1)n 2n

n4 .

(a) Mit n wächst auch 2n > n für genügend große n über alle Grenzen.
Also lim

n→∞

2n =∞ bzw. 2n −→∞ , d.h. die Folge (2n) ist bestimmt divergent.

(b) an = (−1)n : Nach [1.17 (c)] hat die alternierende Folge keinen Grenzwert, sie
ist divergent. Da sie beschränkt ist, kann sie nicht bestimmt divergent sein.

(c) Es ist an = n2+n+1
n+1

= n+ 1
n+1

> n.

Mit n wächst also auch an über alle Grenzen, d.h. lim
n→∞

an =∞ bzw. an −→∞.

Zu jedem S gibt es ein n0 ≥ S. Dann gilt an > n ≥ n0 ≥ S für alle n ≥ n0.

(d)
√
n wächst ebenso wie n über alle Grenzen. Also fällt 1−√n unter alle Grenzen,

d.h. lim
n→∞

1−
√
n = −∞ , Die Folge (1−√n) ist bestimmt divergent gegen −∞.

(e) Die alternierende Folge an = (−n)n ist divergent, aber nicht bestimmt divergent.
Ihr Betrag |an| = nn wächst über alle Grenzen. Wegen des wechselnden Vorzei-
chens kann an = (−n)n nicht bestimmt gegen +∞ oder gegen −∞ divergieren.

(f) an = (n− 1)2 −→∞ : Die Folge ist bestimmt divergent gegen ∞.

(g) an = 2n

n4 : an > 0 und der Kehrwert n4

2n −→ 0 [Seite 23], also 2n

n4 −→∞.

(h) an = (−1)n 2n

n4 : Diese Folge divergiert, ist aber nicht bestimmt divergent.

Nach (g) gehen die Glieder mit geradem Index gegen ∞ und die Glieder mit
ungeradem Index gegen −∞.
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1.4 Bestimmung von Grenzwerten

Wichtige Grenzwerte

lim
n→∞

1
n

= 0 lim
n→∞

c
nr = 0 für r > 0, c fest

lim
n→∞

an = 0 für |a| < 1 lim
n→∞

an · nk = 0 für |a| < 1, k ∈ N fest

lim
n→∞

n
√
a = 1 für a > 0 lim

n→∞

nk

an = 0 für |a| > 1, k ∈ N fest

lim
n→∞

n
√
n = 1 lim

n→∞

(

1 + 1
n

)n
= e ≈ 2.718

Es gibt kein allgemeines Verfahren, Grenzwerte zu bestimmen.

Häufig versucht man, unbekannte Grenzwerte auf bekannte zurückzuführen.
Im Folgenden findet man einige dafür nützliche Rechenregeln und Verfahren.

Rechenregeln für Grenzwerte

lim
n→∞

an = a

lim
n→∞

bn = b
=⇒







































lim
n→∞

(an + bn) = a+ b

lim
n→∞

(an − bn) = a− b
lim
n→∞

(an · bn) = a · b

lim
n→∞

an
bn

=
a
b

für bn 6= 0 , b 6= 0

an ≤ bn für n ≥ n0 =⇒ a ≤ b

1.21 Man bestimme ggf. den Grenzwert der Folgen (an):

(a) an = 1
n2 , (b) an = 2n+1

n2+n
, (c) an =

(

− 4
5

)n
, (d) an = 3n+2n

1−3n ,

(e) an = n
√

e , (f) an =
n
√
n2 , (g) an = n2

2n , (h) an =
(

1 + 1
n

)n+1
.

(a) Aus lim
n→∞

1
n

= 0 folgt lim
n→∞

1
n2 = lim

n→∞

( 1
n
· 1

n

)

=
(

lim
n→∞

1
n

)

·
(

lim
n→∞

1
n

)

= 0 · 0 = 0.

(b) Man klammert die höchsten Potenzen von n aus, kürzt und erhält:

an = 2n+1
n2+n

=
n(2+

1
n

)

n2(1+
1
n

)
= 1

n
·

2+
1
n

1+
1
n

−→ 0 · 2+0
1+0

= 0.

(c) Ist |a| < 1, so gilt an −→ 0. Also
(

− 4
5

)n
−→ 0.

(d) Es gilt an = 3n+2n

1−3n =
3n(1+(

2
3
)n)

3n(
1
3n −1)

=
1+(

2
3
)n

1
3n −1

−→
1+0
0−1

= −1.

(e) Ist a > 0, so gilt n
√
a −→ 1. Also n

√
e −→ 1.

(f) n
√
n −→ 1, also

n√
n2 =

(

n
√
n

)2
−→ 12 = 1.

(g)
nk

an −→
n→∞

0 für |a| > 1, k ∈ N fest, also n2

2n −→ 0.

(h) Es gilt an =
(

1 + 1
n

)n+1
=

(

1 + 1
n

)n ·
(

1 + 1
n

)

−→ e · (1 + 0) = e .
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Die oben angegebenen Rechenregeln gelten unter den folgenden Vereinbarungen
auch für uneigentliche Grenzwerte.

Rechnen mit ±∞

∞ und −∞ sind keine Zahlen, man kann mit ihnen nicht wie üblich rechnen.
Es ist aber bequem, −∞ < a <∞ für a ∈ R zu vereinbaren, sowie:

a+∞ = ∞ für a ∈ R

a−∞ = −∞ für a ∈ R

∞+∞ = ∞
∞ ·∞ = ∞

1
∞ = 0

a · ∞ =

{

∞ für a > 0
−∞ für a < 0

∞−∞, ∞
∞ , 0

0
, 0 · ∞, . . .

werden nicht definiert!

Diese sog. unbestimmten Ausdrücke

werden auf [S. 158]

und in [HM] behandelt.

1.22 Man bestimme den eventuell uneigentlichen Grenzwert der Folgen (an):

(a)
(

n+ 1
n

)

n−1/2, (b) n+2n

1−n
, (c) n+e n

√
n

,

(d)
√
n+ 1−√n, (e)

√
n2 + n−

√
n2 + 1, (f)

√
n3 + n2 −

√
n3.

Hinweis für die letzten drei Aufgaben: Erweitere mit
√
. . .+

√
. . . .

√
a −
√
b =

(
√
a−
√
b )(
√
a+
√
b )√

a+
√
b

=
a−b√
a+
√
b

(a) Es gilt
(

n+ 1
n

)

n−1/2 =
√
n+ 1

n3/2 −→∞+ 0 =∞.

(b) Aus nk

2n −→
n→∞

0, siehe [Kasten Seite 23], folgt 2n

n
−→∞. Damit ergibt sich

n+2n

1−n
=

n(1+
2n

n
)

n(
1
n
−1)

=
1+

2n

n
1
n
−1

−→ (−1) · ∞ = −∞.

(c) Aus e n√
n
≥ e n

n
−→∞, vgl. (b), folgt n+ e n√

n
=
√
n+ e n√

n
−→∞+∞ =∞.

Die Aufgaben (d) - (f) zeigen, dass ∞−∞ nicht sinnvoll definiert werden kann.

(d) an =
√
n+ 1 −√n =

(√
n+1−√

n

)(√
n+1+

√
n

)

√
n+1+

√
n

= 1√
n+1+

√
n

−→ 0.

(e)
√
n2 + n−

√
n2 + 1 =

(n2+n)−(n2+1)√
n2+n+

√
n2+1

=
1− 1

n
√

1+
1
n

+

√

1+
1
n2

−→
1
2
.

(f)
√
n3 + n2 −

√
n3 =

(n3+n2)−n3
√

n3+n2+
√

n3
= n1/2

√
1+n−1+1

−→∞.
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Grenzwerte rationaler Folgen

Rationale Folgen besitzen stets einen (evtl. uneigentlichen) Grenzwert.

Für a 6= 0, b 6= 0 und k, l ∈ N ist

lim
n→∞

a nk+···+ a1n+a0

b nl +···+ b1n+b0
=











a

b
für k = l , d.h. Zählergrad = Nennergrad

0 für k < l , d.h. Zählergrad < Nennergrad

±∞ für k > l , d.h. Zählergrad > Nennergrad

∞ oder −∞ je nach Vorzeichen von
a

b

1.23 Man bestimme den Grenzwert der Folgen (an) :

(a) an = 2n2+5
−3n2+n+1

, (b) an =
(2n−1)2

n−2n2 , (c) an =
2n(n−1)2

(2n+1)3
,

(d) an =
n(n−2)2

(n2+1)2
, (e) an =

(2n−1)3

3n2+2n
, (f) an =

(3−2n)3

(2n+1)2
.

Das obige Kochrezept liefert die Grenzwerte. Wir geben ausführlichere Lösungen
an, bei denen die höchsten Potenzen von n ausgeklammert werden.
Diese Methode zeigt einmal, wie man das Kochrezept beweist, zum anderen ist
sie auch in vielen anderen Situationen nützlich.

(a)
2n2+5

−3n2+n+1
=

n2(2+ 5
n2 )

n2(−3+ 1
n

+
1
n2 )

=
2+ 5

n2

−3+ 1
n

+
1
n2

−→
2+0

−3+0+0
= −2

3
.

(b)
(2n−1)2

n−2n2 = 4n2−4n+1
n−2n2 =

n2(4− 4
n

+ 1
n2 )

n2( 1
n
−2)

=
4− 4

n
+ 1

n2
1
n
−2

−→
4
−2

= −2.

(c)
2n(n−1)2

(2n+1)3
= 2n3+...

8n3+...
−→

2
8

= 1
4
. (d)

n(n−2)2

(n2+1)2
= n3+...

n4+...
−→ 0.

(e)
(2n−1)3

3n2+2n
= 8n3+...

3n2+...
−→∞. (f)

(3−2n)3

(2n+1)2
= −8n3+...

4n2+...
−→ −∞.

1.24 Es ist lim
n→∞

(1 + 1
n
)n = e . Man bestimme den Grenzwert der Folgen (an) :

(a) an = (1 + 1
n
)2n, (b) an = (1 + 1

n
)n

2

, (c) an = (1 − 1
n
)n.

(a) (1 + 1
n
)2n =

(

(1 + 1
n
)n

)2
−→ e 2.

(b) an = (1 + 1
n
)n

2

: Wegen lim
n→∞

(1 + 1
n
)n = e ≈ 2.7 gibt es ein n0 ∈ N mit

(1 + 1
n
)n > 2 für alle n ≥ n0.

Damit folgt an = (1 + 1
n
)n

2

=
(

(1 + 1
n
)n

)n
> 2n für n ≥ n0.

Also gilt lim
n→∞

an =∞, die Folge ist bestimmt divergent.

(c) Es gilt lim
n→∞

(1− 1
n
)n = lim

n→∞

(1− 1
n+1

)n+1. Man formt um und erhält:

(1 − 1
n+1

)n+1 = ( n

n+1
)n+1

= 1
(

n+1
n

)n+1 = 1
(

1+
1
n

)n+1 = 1
(

1+
1
n

)n · 1

1+
1
n

−→
1
e
· 1 = 1

e
.


