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F1 FORMELSAMMLUNG

Grenzwerte von Folgen (n— 00)

1 1\n 0, fir |a|<1
n —0 A+3)"— e a® — <1, fir a=1
ntl _ 4 (1— l)n - 1 divergent sonst
n e
a5 a>1
Ya—1,a>0 T\L}% — e nk k fest
n n" nk |a| <1
Vin—1 X a'n®— 0 {k:fest
Rechenregeln fiir Grenzwerte (n— oo)
an— a an+b,— a+b On - bp— a-b b—” —>%, b#0
n
b, — b an—bp—>a—0b Vva, — a | flan)— f(a), f stetig
anp — a an < Tn < bn An S Tp b
d - - — g
by — a  fiirn > no e \Z‘/

Kapitalentwicklung bei Zinseszins

Ein Kapital Ky wird mit jahrlich p% verzinst, Zinsfaktor ¢ = 1+p% = 1+ =5
Die Zinsen werden jeweils am Jahresende dem Kapital zugeschlagen.

100

Kapital nach 1 Jahr Ki = Koy(1+4p/100) = Kjpgq,
Kapital nach n Jahren K, = Ko(l+p/100)" = Kyq",
Verdoppelung nach n = 1—2 % Jahren.

Endliche Reihen

Summe der ersten n

Z k =1424+---+n = % n(n+1) natiirlichen Zahlen,
Z 2k =244+ ---+2n = n(n+1) geraden Zahlen,
Z(Qk—l) =1+3+-+(2n—1) = n? ungeraden Zahlen,
kil
Z k? =1+22+.--+n? = %n(n+1)(2n+l) Quadratzahlen.

= ko 2, n_ 1—gnt! endliche
];Oq =lta+ i+ +d = 1-q 4 71 geometrische Reihe
Binomische Formeln Allgemeine binomische Formel

n

2 _ 2 2
(a+b) =a“+2ab+b (a+b)n:2(2)an7kbk
(a —b)? = a? — 2ab + b? k=0

(a+b)(a—b):a2_b2 — (g)an+"'+(Z)anikbk‘i""‘i’(Z)bn
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Reihen
o0
Geometrische Reihe qu =14q+¢F+3+--- = 1%(1 fiir |g| < 1
k=0
Harmonische Reihe Z%:1+%+%+i+~~:oo
k‘O:ol
Alternierende harm. Reihe Z(—l)’”’l% =1- % + % — i +---=In2
k=1
o0

Allgemeine harm. Reihe Z k:% konvergiert <— a>1
k=1
siehe auch

o0
dx .
uneigentliches Integral! /1 wo Konvergiert a>1

Konvergenzkriterien

Notwendiges Kriterium

Ist Zak konvergent, so ist (ay) eine Nullfolge, d.h. ax — 0.
k=0
Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen:
Ist (ax) eine monoton fallende Nullfolge, so ist Z(fl)ka;€ konvergent.
k=0
Quotientenkriterium

lagt1] <o ist f: a absolut konvergent fiir ¢ < 1
far] koo & —~ g divergent fir g > 1
Wurzelkriterium
o0 ..
KT . absolut konvergent fiir ¢ < 1
|ax| oo @ 8018 ;;Oak { divergent firg>1
Potenzreihen
2 3 4 5 6 o
T T T z° T 1 k
e =lte+ G+ +G+H+5 4+ = > e
k=0
2 4 6 ad
— - - T — 1 2k
coshz =1 + 5 + 0 + o T = Z Pk
k=0
2 4 6 o ( 1)k:
< — _ z z R — 2k
cosz =1 5] T E = D @ ©
k=0
3 5 e
i - z z2 - 1 2k+1
sinhx = T + 5 + 5 + = Z TSR
k=0
3 5 > ( 1)k
; _ z z° _ — 2k+1
sing = T - 37 + 57 F-oo- = (%_H)!x




F3 FORMELSAMMLUNG

ohne mit Anzahl der k-Tupel
Anzahl der Wiederholung Wiederh. || it | verschiedenen
k-Permutationen Komponenten der
. —1)-(n—k+1 k
iiber {1,...,n} n(n—1)--(n—k+1) " Vielfachh. ki, ...,k
k-Kombinationen (n) (n+k71) k!
iiber {1,...,n} k k kil-kole.. k!

Die k-Permutationen bzw. k-Kombinationen entsprechen den Auswahlen
von k aus n Objekten mit bzw. ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge.

Formeln zur Wahrscheinlichkeit

P(A)=P(Q\A) =1-P(A) Wahrsch. d. Gegenereignisses

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANnB) Additionssatz

P(ANB)=P(A|B)- P(B) Produktsatz f. bedingte Wahrsch.
Binomialverteilung

Ein Zufallsexperiment habe nur zwei mogliche Ergebnisse: Treffer und Niete.
Die Trefferwahrscheinlichkeit sei p. Das Experiment werde n-mal unabhéngig
wiederholt, X sei dabei die Anzahl der Treffer. Dann gilt:

P(X=k)=(})p*(1—p)"*, fir 0<k<n Binomialverteilung

Komplexe Zahlen
r+iy

Kartesische Koordinaten 2 =] 7(cosp+ising) Polarkoordinaten
T,y iy re ip r,p
iy : r= el = VIR
x 7 COS P
T _ Y Quadranten
tanp =
Y 7sin @ ® ‘ T beachten!
\ x X x = 0: Sonderfall
Addition (x1+iy1) + (w2 +iy2) = (v1+z2)+i(y1+y2)
Multiplikation (1‘1 + iy1) . (CEQ + iyz) = (551552 — ylyz) +1i (1‘11/2 + m2y1)
. T1+iy: Z1  R1'Z2 1 _
Division 0 = —=T""" =192 22
To+1Y2 29 22°2Z2 |z2]
rel? = r(cosp +1i sing)
NRTH iy | iy _ .. i(p14e2) Betriage multiplizieren
Multiplikation rje roe =712 € Winkel addieren
c . ipq i _ Betrige dividieren
rier’ — 1 i(e1—¢2) etrag
Division ro el¥2 ) € Winkel subtrahieren
Potenzen (Tei“’)" — ei,“p Betrag mit n potenzieren

Winkel mit n multiplizieren

Quadratische Gleichungen

2
22+ pz+q=0 hat die beiden Losungen z1 5 = ,g + % —q.

2 . 2 .
Istpzfq:rew#(), so ist :I:\/%fq = 41 el¥/?,
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F4

Differenziationsregeln

Linearitét, ¢ konstanter Faktor

(f+9) = f'+¢ und (cf) =cf’

Integrationsregeln

Linearitét, ¢ konstanter Faktor

[+ =[r+]g

und /cf = c/f

Produktregel partielle Integration

(f9) = f'g+ fg /f’gdw = fg—/fg’dw

Kettenregel Substitutionsregel

(Fg(@)) = F(g(x))yg'(2) [Hg@)g (@) da = [ 1(0)dr, t = g(a)
Quotientenregel Hauptsatz: Ist F/ = f, so gilt

(L) = Lol [ 1@z = FO) - F(@)

Stammfunktionen und Ableitungen

I i I i I i
" na" ! sinx | cosx arcsinx L
1—22
T 1 cosr | —sinx arccos —1
1—22
1 -1 L 2 1
p 72 tanx oL = 1+ tan“ arctanx T2
1 n -1 9 -1
D eS| cotx S’z —1 —cot“x arccot x T2
x - e” e” Inz 1
2/x T
L —1 T T 1 1
N3 2x\/x a @ ma 08a T xlna
Extrema, Wendepunkte
yf,, I f hat Extremum bei zg = f'(z0) = 0.
f'>0 = f steigt.
<0 = [ fallt.
f hat Wendepunkt bei zg
> = = f"(z9) =0.
f’ hat Extremum bei
f" >0 = f ist konvex.
f" <0 = f ist konkav.
1" L
, - f"(z9) >0 . Minimum,
f'(zo) =0 und F(20) < 0 = f hat bei xg Mascimtim.
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10 1 FOLGEN

1 Folgen

1.1 Grundlegende Eigenschaften von Folgen
Ist fiir jede natiirliche Zahl n eine reelle Zahl a,, gegeben, so nennt man
a, a2, az , ... , Qp, ...

eine reelle Zahlenfolge oder Zahlenfolge oder kurz Folge.

Folgen
Eine Folge a1,a9,as,...,an,... ist durch ein Bildungsgesetz gegeben,
(a) explizit durch Angabe von a, = f(n), n € N.
(b) rekursiv durch Angabe von a; und a,y1 = f(a,), n € N.

Dabei ist f eine Funktion und a; € R heifft Startwert.

Fiir die Folge ay,as2,as,...,an,... schreibt man (a,), n € N oder kurz (a,).
ay, heift n-tes Glied der Folge (a,,), n heifit Index.
Die Bezeichnungen sind willkiirlich, iiblich sind auch (b,,) oder () usw.
Der Laufbereich des Indexes sollte klar sein oder angegeben werden:
neN oder n=0,1,2,... oder k>2 usw.

Ist eine Folge in der Form (a,) = a1, a2,as3,... gegeben, so setzt man voraus,
dass aus den angegebenen ersten Gliedern ein Bildungsgesetz erkennbar ist:

néchstes Glied Bildungsgesetz
Zahlenfolge der Folge der Folge Index
1,2, 3,4, ... 5 an =N n=123,...
2,2,2, 2, ... 2 an =2 n=123,...
1 1 1 1 _ 1 —
1, 25 3 7 5 an—n 77,—1,2737...
1,2, 4,8, ... 16 an = 2" n=0,1,2,...
2,5, 8, 11, ... 14 an =243n n=20,1,2,...
4 5 6 7 8 _ n+tl _
10 20 30 4> 5 an = n—2 'I’L—3,4757...
1, -1, 1, -1, 1 an = (—=1)" n=0,1,2,...
1 2 3 4 5 _ n_"n_ —
—35 3 1 5 6 an—(—l) nt+1 ’17,—1,2,3,...

Die letzten beiden Folgen heiflen alternierend. Thre Glieder haben wechselndes
Vorzeichen.



1.1 Grundlegende Eigenschaften von Folgen
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Endliche Folgen, Summen und Produkte werden in [EM 1] ausfiihrlich behandelt.
Dort sind auch die Zeichen Y und [] erklért.

Bei den folgenden Aufgaben benutze man ggf. einen Taschenrechner (TR).

Man bestimme die ersten Glieder der explizit gegebenen Folgen:

(a) ap,=5n-1,
(b)  a, =2"73,
(¢) ap=2"-1,
(d) an=142+4+---+mn,
(€) an=mn(n+1),
(f)  an=2n+(-1)",
(g) an = Z(Qk - 1)7
k=1
(h) an =) 2,
k=0
i)  an= kli[ kLH,
(J) ap = %(1 - _%)n)a

(K) an= o= (52" = (

a1 =4, as =9, ag=14, a4 =19, a5 =24, ag = 29.
aozé, (11:%7 a2:%7 a3z =1, ay =2, a5 =4
ap0=0, a1 =1, ae =3, a3 =7, a4 =15,

ar=1, ac=1+2=3, as=14+2+3=6,

as=14+2+3+4+5=15,
a1 =1-2=2, ay=2-3=6,
(an) = 1’1757579;97137 137

1

a =) (2k—1)=1,
k§1

ag =Y (2k—1)=1+3+5=09,
k=1

1
ap =) 2"=2042'=1+4+2=3,
kgo

ag =) 2"=1+2+4+8=15
k=0

n=1,...,6,
n=20,...,9,
n=20,...,6,
n=1,...,6,
n=1,...,4,
n=20,...,7,
n=1,...,4,
n=1,...,6,
n=1,...,4,
n=1,...,5,
17\/5)71—‘,-1
2 2

2

ay =Y (2k—1)=1+3=4,

k=1
4

as = 317

a6:63.
as=142+3+4=10,
ag=1+2+3+4+5+6=21

as=3-4=12, as=4-5=20.

T

ag =Y (2k—1)=1+3+5+7=16.

k=1
2

ay =) 2=1+2+44=7,

k=0

a4 = 31, as = 63,

ag = 121.



12
2
. _ k _ 1 _ k1 2
@ al*HkH*?’ a2*Hk+1*2 3
k§1 k=1
fnﬁfl.g‘éfl 1.2 3 4_1
a3 = k+1 23 4~ 4 4=35"3"4"5 " 5
k=1
. 2 1 2 1 2 3
() a=301-(3")=1L a=51-(-3)°)=351=
_ 2. 15 _5 _ 2. 33 _ 1
=37~ % 5 =333 = 16

(k)

(an) =1,1,2,3,5,8,13, ...

1 FOLGEN

Mittels TR oder binomischer Formeln [EM1, Seite 104 ff] erhilt man:

Das ist der Anfang der Fibonacci-Folge, vgl. [1.3 (a)].

1.2 Man bestimme die ersten Glieder der rekursiv gegebenen Folgen:
(a) a1 =4, apy1=a,+5, n=1,...,6,
(b) a1 =1, Qp+1 =an +n+1, n=1,...,5,
(C> al:la an+1:%(1+%)a n:17"'747
2+an
(d) ap = 1, a"+1:112n’ ’17,207...,4,
1
(e) ap =1, an+1:1+ana n=0,...,5,
) a=1, nt1 = V1+ an, n=20,...,3,
(g) ao=1, any1=v2+an,, n=0,...,4.
(a) (an) =4, 9, 14, 19, 24, 29, ...
(b) a1=1, aa=a1+2=3, az=0a2+3=6, ag=6+4=10, a5 =15.
1 2 3 1 2 7 1 2 19
() am=1 a=301+])=5 a=30+3)=¢ a=30+7)=1
3 7 17 41
(d) (@) =1, 35, 5 13> 39-
1 12 3 5 8
(e) (an)*17 2’ 3’ 57 8’ 13?
() ao=1, a1 =+2 ~14142, a3=+1++2 ~ 15538, a4~ 1.5981.
() ao=1, az=+3~17321, a3=+V1++V3 ~1.9319, a4~ 1.9829.
Man kann eine Folge (a,) auch rekursiv definieren durch zwei Startwerte a1, ao
und eine Vorschrift, mit der man a, 42 aus den beiden Vorgéngern a,, und a1
berechnet: ani2 = f(an, Gni1).
1.3 Man bestimme die ersten Glieder der rekursiv gegebenen Folgen:
() a=1, a1 =1, apy2=an+any1, n=0,...,12
(b) 01:1, aQZ%a an+2:an+%a n:17"'a5'
(a) (an)=1, 1,2, 3, 5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...
Diese (historisch berithmte) Folge heiit Fibonacci—Folge.
1 1,3 3,5
b a2 _3 . _3ti_ s, _atR_n
(b) as="7"=7, a="F"=5, a="5" =75
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(b)
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Man bestimme ein explizites Bildungsgesetz der rekursiv gegebenen Folgen:

(a) a1 =4,  any1=a,+5,
(b) a1 =1, (py1 =anp +n+1,
() ao=-2, ani1= —%am

1 1
d) ar=35, @y =an = 505y
(e) a1 =1, an+1 = an(n+1).

a1:4, a2:4+5, a3:4+5+5,

Man sieht a, =4+ (n—1)5 bzw. a,=—-145n firn>1.

ap=1, aa=14+2, a3=1+243, ag=1+2+3+4, ..., vegl [1.1(d)].
Man sieht an, =1+2+--+n=in(n+1) fir n>1, [EMI, Seite 31].

ap = ~2, a1 = —2(~3), az = —2(~3)(—3) = ~2(—3), az = —2(—3)%, ...

also a, = 72(7%)” fiir n > 0.
1 1 1 1
a1*§7 a2*Z7 a’3*67 a4*§7"'
Man vermutet a, = L Dies stimmt fiir n = 1 und folgt wegen

2n

_ 1 _ ( 1 1 )
On+1 n 2n(n+1) — an 2n 2(n+1)
durch vollstdndige Induktion.

a1=1,a2=1-2, a3=1-2-3, ag =1-2-3-4, und man sieht a, =n!, n>1.

Ist eine Folge explizit durch a,, = f(n) gegeben, so liefert die
Differenzenfolge Unt1 — an = f(n+1) — f(n)

das rekursive Bildungsgesetz pnt1 =an+ f(n+1)— f(n).

Man bestimme ein rekursives Bildungsgesetz der explizit gegebenen Folgen:
(a) ap=n(n+1), n>1, (b) an:%7 n > 1.
an = n(n+1)=f(n) ergibt die Folge 2, 6, 12, 20, 30, 42,...
anyr = an+ f(n + 1) ( )
= an+ ((n+1)(n+2) —n(n+1))

= ap,+n+1)(n+2-n) = a,+2(n+1)

Ein rekursives Bildungsgesetz ist also: a1 =2, apt1 =a, +2(n+1).

an = %:f(n) ergibt die Folge 1, %, %, %, %, %,
an+1 = an+f(n+1)_f(n)
1
= Gp+ (n+1 E)
s R B
= dn n(n-‘rl) = On n(n+1)
1

Ein rekursives Bildungsgesetz ist also: a1 =1, ap+1 = ap n(nt D) -
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Man bestimme ein explizites und ein rekursives Bildungsgesetz der Folgen:

(a) 1,2,3 4,...

1 1
(d) - 4 8’_E 320
(g) 1,3,5,7,9,11,.
(

i) 1,2,6,24,120,720,.

Folge der natiirlichen Zahlen
=n, neN,
a1 =1, any1 = an + 1.

expl.: a,
rek.:
Konstante Folge (2)
an=2,n=1,2,3,...,
a1 =2, Gpt1 = Gn.

expl.:
rek.:
Folge der geraden Zahlen
expl.: a, =2n, n>0,

rek.: ap =0, any1 = an + 2.
Folge der ungeraden Zahlen
expl.: a,=2n—-1, n>1,
rek.: a1 =1, apy1 = an + 2.
Folge der Potenzen von 2

anp =2" n>0,

ap =1, any1 = 2ay.
Alternierende Folge 1,—1,1, ...
anp = (-1)", n>0,
—ap.

expl.:
rek.:

expl.:

rek.: ap =1, any1 =

(b) 1,0,1,0,1,0,.. (c) 2,2,2,2,...
11111
(e) 072746810 () 75737175767...
(h)2612 20, 30, . (i) 1,2,4,8,16,32,...
(k) 1 1,1,... (1) 1,4,9,16,25,...
(b) Folge 1,0,1,0,1,0,.
expl.: a, = %(1 + (71 "), n>0,
rek..  ap =1, apy1 = an + (—1)"*!
11 1 1
(d) Folge —7, E,ZE,?,
expl.: a, 5175)", n > 11,
rek.: a] = 1 Ap+1 = —5(],”
11111
(f) FOlge 1? 2'374'5° 6 ) Vgl [15 (b)]
expl.: a, = %7 n>1,
rek.: a1 =1, any1 = an — m
(h) Folge 2,6,12,20,30,42, ..., vgl. [1.5(a)]

expl. a,=n(n+1), n>1,

rek.: a1 =2, apy1 =an +2(n+1).
Folge der Fakultiten, vgl. [1.4 (e)]
expl.. a,=n! n>1,

rek.: a1 =1, apy1 = an(n+1).

Folge der Quadratzahlen
expl.:  ap, =n?% n>1,
rek.: ap =1, any1 =an +2n+ 1.

Man bestimme (a) ein rekursives und (b) ein explizites Bildungsgesetz der

Folge 1,5, 10, 16,23, ...

Rekursiv: Es ist as —a; =4,
Die Differenzenfolge (an+1 —

a3—a2:5,
an) ist 4,5,6,7,...,

Hinweis: Betrachte die Differenzenfolge (an+1—an).

(157@6:77
—a, =n+ 3.

ag —az =6,
also gilt an+1

Damit findet man das rekursive Bildungsgesetz a1 = 1, ap4+1 = an, +n + 3.
Explizit: Riickwirtseinsetzen, siehe auch [EM1, Seite 27], ergibt
ap=an1+(n—-1)+3=ap2+(n—-2)+3)+(n—-1)+3) =

=a1+(14+3)+(2+3)+---+((n—1)+3) —
1

:a1+(1+2+~-~+(n— ))+(3+3+-~-+3) D k= 3nn-1),

n—1 n—1 k=1
_ iche [EM1, S. 31].
=a+ » k + 3 sie :

k=1 k=1 1
=1 +dnn-1) +3n-1) = n2+3n-2.
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Eigenschaften von Folgen

Eine Folge (a,,) heifit falls
monoton wachsend an < apyp fiir alle n.
streng monoton wachsend a, < a,4+;1 fiir alle n.
monoton fallend ant+1 < an fir alle n.
streng monoton fallend Gn+1 < an fir alle n.
monoton die Folge monoton wéchst
oder monoton fillt.
streng monoton die Folge streng monoton wichst
oder streng monoton fallt.
nach oben beschrinkt es ein S € R gibt mit a,, < S fiir alle n.
S heifit dann obere Schranke der Folge.
nach unten beschrinkt es ein S € R gibt mit S < a,, fiir alle n.

S heifit dann untere Schranke der Folge.

beschrinkt die Folge nach oben
und nach unten beschrinkt ist.

Es gibt einige offensichtliche Zusammenhénge zwischen diesen Eigenschaften:
Beispielsweise ist jede streng monotone Folge auch monoton, jede monoton wach-
sende Folge nach unten beschrankt durch die Schranke a; und jede monoton fal-
lende Folge nach oben beschrinkt durch die Schranke a;.

Ist S eine obere (untere) Schranke von (a,), so ist natiirlich jede grofiere (kleine-
re) Zahl ebenfalls eine obere (untere) Schranke der Folge.

Welche der genannten Eigenschaften haben die Folgen (a,) ?

(a) an =n, (b) an, =1, (€) an =12 (d) an=(-1)".

n )
a, = n : Die Folge der natiirlichen Zahlen ist streng monoton wachsend, denn
an =n<n+1=apy1. Also ist die Zahl a; = 1 oder jede kleinere Zahl untere
Schranke der Folge (n). Sie ist nicht nach oben beschrénkt, da es zu jeder reellen
Zahl eine natiirliche Zahl gibt, die grofler ist.

an, = 1 : Konstante Folgen sind sowohl monoton wachsend als auch monoton

fallend, aber nicht streng monoton. Natiirlich sind sie beschrankt.

an = % : Die Folge (%) ist streng monoton fallend, da a,4+1 = n+r1 < % = Qp.
Also ist sie durch a; = 1 nach oben beschrinkt. Sie ist durch 0 oder jede negative

Zahl nach unten beschrénkt, denn fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt 0 < % = ap.

an, = (—1)" : Die Folge (a,) ist nicht monoton, aber beschriinkt.
Z.B. ist 1 eine obere und —1 eine untere Schranke.

Sind die rekursiv gegebenen Folgen aus [1.4] monoton?

Die Folgen (a), (b), (e) sind streng monoton wachsend, Folge (d) ist streng mo-

noton fallend. Die Folge (c) ist weder monoton wachsend noch monoton fallend.
-
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1.2 Arithmetische und geometrische Folgen

Arithmetische und geometrische Folgen

(ar) heiBt arithmetische Folge, falls die Differenz aufeinanderfolgender Glie-
der konstant ist, d.h. es gibt eine reelle Zahl d mit a, 41 —a,, = d fiir alle n.

arithmetische Folge: ‘ anp =a1+ (n—1)d ‘

(an) heifit geometrische Folge, falls der Quotient aufeinanderfolgender Glie-
der konstant ist, d.h. es ist a,, # 0 und es gibt ¢ € R mit az¢ = ¢ fir alle n.

geometrische Folge:

Nur konstante Folgen # 0,0, . .. sind zugleich arithmetisch und geometrisch! [1.12(a)]

1.10 Man bestimme die ersten 6 Glieder der arithmetischen Folge (a,,) mit
(a) a1 =-2,d=3, (b) a1 =1, d=-2.

(a) a1=-2,d=3 = ax=1a3=4, a4=7, a5 =10, ag = 13.

(b) a1=1,d=-2 = ay=-1,a3=-3, as = -5, as = —7, ag = —9.

1.11 Man bestimme die ersten 5 Glieder sowie ein explizites Bildungsgesetz der
geometrischen Folge (ay,) mit
1
(a) a1 =1, ¢ =2, (b) a1 =1, ¢g=3, (¢) a1 =2, ¢=—1,
1 1 1 2
(d) a1 =1, ¢g=-3, (e) a1 =73, ¢= -3, () a1=-35, ¢=—3.
(a) a1=1,¢g=2 = ay =2, a3=4, ag =8, a5 =16, a, =2""L.
1 1
(b) alzl,q:% :>agzé,a3:17a4:§,a5:%,an:2n%1.
() a1=2,g=-1 = ay=-2,a3=2, as=-2, a5 =2, ap, = —2(—1)".
1 1 1 1 1\n—
(d) ar=1¢=-3 = a 3 a3 =g, 4= —5=, a5 = g7, an = (—3)"7"
(e) a1 = %, gq=-3 = ax=-1,a3=3, ay=-9, a5 =27, a, = %(—3)"71
1 2 1 2 4 8 1 2\n—
(f) a1 = —%5, 4= —3 = Q2=7y, A3="57, A4=37, A5= 5 3, anz—g(—g)" L
1.12 Sind die Folgen (a,) arithmetisch bzw. geometrisch?
1 1
(a) an =1, (b) a, =n, (¢) an=(-3)" (d) an= o
2'71

(e) ap=143n, () a,= FaTT (g) a1 =a2 =1, anta =an + ant1.
(a) Die Folge (a,) =1,1,1,1,... ist arithmetisch mit a; =1, d =0
und geometrisch mit a; =1, ¢ = 1.
(b) Die Folge (an) =1,2,3,4,... ist arithmetisch mit a1 =1, d =1,
aber nicht geometrisch.
(c) Die Folge a, = (f%)" ist geometrisch mit a; = f%, qg=—
aber nicht arithmetisch.

)

N[
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Die Folge (a,) =1, ;, %, % .. 1st weder arithmetisch noch geometrlsch'
1
ZB.istaz—a1=5-1#35—35 —Clg*(lQqua2727é3 aQ

an=143n = apy1—a,=143n+1)—(1+3n)=3.
Also ist die Folge arithmetisch mit a; =4, d = 3.

on an41 2n+1 3n+1 2

Un = 3nF1 an  37FZ 20 T 3
Also ist die Folge (a,,) geometrisch mit a; = %7 q= %
Die Fibonacci-Folge 1,1,2,3,5,8, ... ist weder arithmetisch noch geometrisch!

Weder die Differenzen noch die Quotienten benachbarter Glieder sind konstant.

Fritz bekommt zum Geburtstag 100 € geschenkt, steckt sie in sein Spar-
schwein und will in jedem Monat 35€ seines Taschengeldes hinzufiigen.
Wann enthélt das Sparschwein mehr als 1000 €7

Die gesparten Betrige bilden eine arithmetische Folge (a,) mit

ay =100, ap41 = a, +35, also a, =100+ (n —1) - 35.
Die Forderung a,, = 100+ (n — 1)35 > 1000 ergibt n > %2 + 1 ~ 26.7.
Nach 27 Monaten enthélt das Sparschwein zum ersten Mal mehr als 1000€,
azy =100 + (27 — 1)35 = 1010.

Ein Kapital von Ky = 3000 € wird zu 5% verzinst, wobei die Zinsen jeweils
am Ende des Jahres dem Kapital zugeschlagen werden.

K, sei das Kapital nach n Jahren.

Man zeige, dass (K,,) eine geometrische Folge ist und bestimme K; und q.
Berechne K14. Nach wieviel Jahren hat sich das Kapital verdoppelt?

Am Ende des ersten Jahres betriagt das Kapital K1 = K¢+ 0.05- Ky = K- 1.05,
am Ende des zweiten Jahres betrigt das Kapital Ko = K; - 1.05 = K - 1.052
usw., am Ende des n-ten Jahres K, = K,_; - 1.05 = K; - 1.05" ! = K - 1.05™.

K, = Ky - 1.05" bildet eine geometrische Folge mit ¢ = 1.05.

K4 = Ko- ¢ =1.05"-3000 ~ 1.98-3000, das Kapital hat sich fast verdoppelt.
Lost man die Verdopplungsgleichung K,, = 2 K nach n auf, erhdlt man

K,=Ky-¢"=2Ky < (¢"=2 < nlhg=h2 n:ig—z.
In unserem Beispiel ist ¢ = 1.05 und man erhélt n = lnl?.%)E) ~ 14.21.

Nach 15 Jahren hat sich das Kapital verdoppelt.
Zum Rechnen mit Logarithmen siehe [EM 1, Seite 88 ff].

Zinseszinsformel K, =Ko-q"

Ko : Anfangskapital K, : Kapital nach n Jahren

p% :  Zinssatz pro Jahr g=1+p% =1+ 1750 : Zinsfaktor
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Karl hat einen Infekt. Am ersten Tag vermehren sich die anfinglich vorhan-
denen 2000 Bakterien stiindlich um 3%.

(a) Wieviele Bakterien sind nach 24 Stunden vorhanden?

Nach 24 Stunden erhélt er ein Antibiotikum, das sofort wirkt und die Bak-

terien um 40% pro Tag vermindert.

(b) Wieviele Bakterien sind nach sieben Tagen vorhanden?

(¢) Nach wievielen Tagen ist die Anzahl der Bakterien abgerundet 0,

d.h. kleiner 0.57

Das stiindliche Wachstum um 3% bewirkt fiir die Anzahl der Bakterien eine geo-
metrische Folge mit ¢ =14 3% =1+ 0.03 = 1.03.
Nach 24 Stunden betrigt die Anzahl der Bakterien 1.03%*-2000 =~ 4066 .

Die téigliche Abnahme um 40% bewirkt fiir die Anzahl der Bakterien eine geo-
metrische Folge mit ¢ =1—40% =1—0.4=0.6.

Nach 7 Tagen betrigt die Anzahl der Bakterien 0.67 - 4066 ~ 114 .

Gesucht ist nun das kleinste n mit 0.6™ - 4066 < 0.5.

Man logarithmiert die Gleichung 0.6™ - 4066 = 0.5 und erhélt

0.6-4066 = 0.5 <= 7-In0.6+1n4066 = In0.5 <= n = 203-I00 3763

Nach 18 Tagen ist die Anzahl der Bakterien also abgerundet 0.

Wieviel Geld hat Fritz nach 29 Monaten auf seinem Konto bei einem Start-
kapital von S = Ky = 100€, der monatlichen Rate R = 35€ und einem
Jahreszins von 3% mit monatlicher Verzinsung ?

Wie hoch ist der Zinsgewinn?

Bei monatlicher Verzinsung betriigt der monatliche Zinssatz %% = %%.
Esist S =100, ¢ =1+ 13—2% =1+ i% = 1.0025 und R = 35. Das Kapital betrigt

nach einem Monat K; = Sq+ R = 100q + 35,

nach zwei Monaten Ko = Sq¢?+ Rq+ R = Sq*> + R(q+ 1) = 100¢* + 35(¢ + 1),
1

nach n Monaten K,=8¢"+R(@ '+ - +qg+1) :SanrR%-

n

T4 endliche geometrische Reihe [EM1, S. 32].

n—1
1+q+~~+q"71:qu: 1-q
k=0

. . 29 1.0025%° -1 _
Damit ist K9 = 100 - 1.0025°” 4 35 - =000~ 1158.85.

Nach 29 Monaten betrdgt der Kontostand 1158.85€ und
der Zinsgewinn (1158.85 — 100 — 29 - 35)€ = (1158.85 — 1115)€ = 43.85€.
-
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1.3 Grenzwerte von Folgen

Der Grenzwert einer Zahlenfolge ist einer der wichtigsten Begriffe der Mathe-
matik. Wir beginnen mit einer anschaulichen Beschreibung des Grenzwerts, die
exakte Definition erfolgt danach.

Anschauliche Grenzwertbeschreibung

Die reelle Zahl a ist Grenzwert der Folge (a,, ), wenn auf der Zahlengeraden fiir
alle geniigend groflen n die Folgenglieder a,, der Zahl a beliebig nahekommen,
d.h. wenn fiir alle geniigend groflen n die Abstéinde |a, — a| von a, und a
beliebig klein sind.

Man sagt dafiir auch: (a,) konvergiert gegen oder (a,) geht gegen a.

Schreibweisen: lim a, =a oder kurz ayp, — @
n—oo

Man untersuche anschaulich, ob die Folgen einen Grenzwert haben.
(@) an=1 () an=n  (Q a=(D" () =
a, =1 : Die konstante Folge 1,1,1,1,... hat den Grenzwert 1.

7 ) 7

Alle Folgenglieder sind sogar = 1, also kommen sie erst recht fiir alle geniigend
groflen n der Zahl 1 beliebig nahe.

an, =n : Die Folge der natiirlichen Zahlen hat keinen Grenzwert.
Sie wichst iiber alle Grenzen und kann daher keiner Zahl a fiir alle geniigend
groBlen n beliebig nahe kommen.

an = (=1)™ : Die Folge ist zwar beschriinkt, hat aber keinen Grenzwert.
Thre Glieder sind abwechselnd 1 oder —1 und kénnen daher keiner Zahl « fiir alle
geniigend groflen n beliebig nahe kommen.

an = % : Die Folge hat den Grenzwert 0:
Wir geben uns einen beliebig kleinen Abstand € > 0 vor. Dann ist der Abstand

L _o|=1<cfirallen>1.
n n g

Also kommen die Glieder der Zahl 0 fur alle geniigend grofien n beliebig nahe.

|z — a ist der Abstand von x und a auf der Zahlengeraden.

|t —a|<e <<= <x€la—c,a+¢e] <= a—-ec<z<a+te.

a—e a a+e z

Offene Intervalle mit Mittelpunkt a haben die Form |a — ¢, a + ¢[ fiir eine positive
Zahl e, sieche [EM1, Seite 92].
Sie enthalten alle x, die von a einen Abstand Kkleiner als £ haben.
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Grenzwert einer Folge

Eine Zahl a heifit Grenzwert der Folge (a,), wenn es zu jedem £ > 0 einen
Index ng gibt, so dass |a, — a| < € fiir alle n > ny.

Schreibweisen: lim a, =a| oder |a, — a| oderkurz |a, — a
n—oo n—oo

Geometrische Formulierung:
a heift Grenzwert der Folge (an), wenn es zu jedem Intervall I =Ja — €, a + €[ mit
Mittelpunkt a einen Index ng gibt, von dem ab alle Folgenglieder a,, in I liegen.

Eine Folge heifit konvergent, wenn sie einen Grenzwert hat, sonst heifit sie
divergent. Eine Folge mit dem Grenzwert 0 nennt man Nullfolge.

Jede konvergente Folge ist beschréankt.
Es gibt aber beschrinkte Folgen, die nicht konvergieren, siehe [1.18 (c)].

(a) Ab welchem Index ng liegt a,, = % im Intervall |- %, % [?
Warum hat die Folge den Grenzwert 0 7
(b) Ab welchem Indes ng liegt a, =1+ % im Intervall ]%7 % [?

Warum hat die Folge den Grenzwert 17

(¢) Die Folge a,, = (—1)" + % ist beschridnkt, hat aber keinen Grenzwert.

1 1 1 1 1
anG]*E,E[@ |E*O‘:;<ﬁ — 12 <n.
Ab dem Index ng = 13 liegen die Folgenglieder a,, im angegebenen Intervall.

Wir zeigen nun lim % =0: Seie > 0 beliebig vorgegeben. Dann gilt:

n—oo

an €] —¢e,e] = \%—0|:%<5 = n>é.

Ist ng > %, so gilt fiir alle n > ng wie gewﬁnscht a, = % < nLo <e.
1
ane]l—m,1+1000[<:>\an—1|f| |f—<m<:>no ==1000 < n .

Wir zeigen nun lim (1 + &) =1: Seie > 0 beliebig vorgegeben. Dann gilt:

€Ell—el+e] = |a, 1\_\ \_ <ege = n>l

Ist ng > %, so gilt fiir alle n > ngy wie gewunscht la, — 1] = E < n— <e.

0< % <l=-1<a,=(-1)"+ % < 2, die Folge (ay,) ist also beschrinkt.
Fur n > 3 unterscheiden sich die Folgenglieder mit geradem Index um weniger
als 1 5 von 1 und die Folgenglieder mit ungeradem Index um weniger als & 5 von —1.

Es gibt also kein Intervall z.B. der Lénge 1, in dem ab einem n alle Folgenglieder
liegen. Die Folge hat also keinen Grenzwert.

] H—1 | ] H—
~1 0 1 5”
Es gibt kein allgemeines Verfahren, Grenzwerte zu bestimmen.

Einige Methoden, Tricks und viele Beispiele findet man im Rest dieses Abschnitts.
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Bestimme ggf. den Grenzwert a der Folgen (a,) und zu einem beliebigen
¢ > 0 einen passenden Index ng, von dem ab der Abstand |a, — a| < € ist:
5 Ol 1
(a) an =3, (b) an= (n+)1 , () an=1-53,
212 2
(d) an = n2L+17 (e) an:#7 (f) _1+( )
lim 2 =0, d.h. (a,) ist eine Nullfolge.
Sei € > 0 beliebig vorgegeben.
Gesuchtistno € N mit |a, —0| = i <5fﬁrn>no Es gilt: 3 i <eg<— % <n.
Wiihle ng > 5= . Dann gilt |0 — an| = 3—n < = 3n < ¢ fiir alle n > ng .
nh—>H;o (;j_)ln =0, d.h. (a,) ist eine Nullfolge.

11
2’ 3’ a5
abwechselnd rechts und links von 0, es handelt s1ch um eine alternierende Folge.

Im Unterschied zur Folge in (a) liegen die Glieder der Folge 1, —

Der Abstand von a, und 0 ist |a, — 0] = ‘

n+1 n+1
Sei £ > 0 beliebig vorgegeben. Es gilt |a, — 0| = n+_1 <e <= n+1 > =
Wihle ng > é und n > ng. Dann ist n+1>n0> - also 0—a n|:n—_~_1 <e.

lim (1--5)=1:

Fiir geniigend grofe n liegen die Glieder der Folge beliebig nahe bei 1, da (n—12)
analog zu ( %) eine Nullfolge ist. Also ist 1 Grenzwert der Folge.
Exakt: |1 — a,| = ’1—(1—%)‘ :#g % < ¢ fir alle n > ng > %

2

2nT 5.
nlL»H;o n24+1 = 2:

Es ist 2 1 =2 n2 e und die Ausdriicke 2 1 werden fiir geniigend grofle n

beheblg klein, also hat die Folge den Grenzwert 2.
Exakt: |2 — a,| = 2+1_ denn2n<n +1,dan*-2n+1=(n—1)2>0.
Wihle ng > % Dann gilt € > n_o > 2 |2 — a,| fir alle n > ng.

. . . 1 4 9 16 25 36 49
Die ersten Glieder der Folge sind 35 790110130 15
Es scheint also dass die Gheder der Folge beliebig grofl werden. Dies ist richtig.
n? n
2n i - 3, und schon die Zahlen 3 werden beliebig gro8.

Die Folge (ay) hat keinen Grenzwert, sie ist bestimmt divergent gegen oo (s.u.).

Es ist a,, =

Esist ag =0,a2 =2,a3 =0, a4 =2,
Analog zur Folge —1,1,—1,1,..., siehe [1.18 (¢)], hat (a,) keinen Grenzwert, ist
aber beschrankt.

Die Folgen in [1.19 (a),(c),(d),(e)] sind sog. rationale Folgen. Thre Grenzwerte
kann man leicht ausrechnen. Siehe dazu [Seite 25].
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Uneigentliche Grenzwerte, bestimmt divergente Folgen

lim a, = o = Zu jeder Zahl S gibt es ein ng € N,

n—oo

so dass fiir alle n > ng gilt a,, > S.

lim a, = —o0 = Zu jeder Zahl S gibt es ein ng € N,

e so dass fiir alle n > ng gilt a,, < S.
In diesen Fillen nennt man die Folgen (a,) bestimmt divergent,
00 bzw. —oo heiflt uneigentlicher Grenzwert von (a,).

Man sagt, dass die Folge (a,) fiir geniigend grofie n iiber alle Grenzen
wéchst bzw. unter alle Grenzen fillt. Man schreibt

lim a, = o oder a, — oo bzw. lim a, = —oc0 oder a,, — —oc.
n— 00 n—oo
Beispiele:
(1) Die Folge (n?), also 1, 4, 9, 16, ... wichst iiber alle Grenzen.
Bs gilt lim n? = oco. Die Folge (n?) ist bestimmt divergent gegen oo.
(2) Die Folge (—2"), also —2, —4, —8, —16, ... fillt unter alle Grenzen.
Es gilt lim (—2") = —oo. Die Folge (—2") ist bestimmt divergent gegen —oo.
Sind die Folgen (a,) bestimmt divergent?
2 1
(a) an =2, (b) an = (=1)", (c) an = & :er;r ;o (d) an =1—+/n,
2" 2n
(e) an = (_n>n, (f> an = (n - 1>2a (g) an = 11, (h> an = (_1>nn_4'

Mit n wéchst auch 2™ > n fiir geniigend grofle n {iber alle Grenzen.
Also lim 2" = oo bzw. 2" — oo , d.h. die Folge (2") ist bestimmt divergent.

n—oo
an = (=1)": Nach [1.17 (¢)] hat die alternierende Folge keinen Grenzwert, sie
ist divergent. Da sie beschrénkt ist, kann sie nicht bestimmt divergent sein.

2
Esistan:%=n+%ﬂ>n.

Mit n wéchst also auch a,, iiber alle Grenzen, d.h. lim a, = oo bzw. a, —> o0.

Zu jedem S gibt es ein ng > S. Dann gilt a,, > n > ng > S fiir alle n > ny.
v/n wiichst ebenso wie n {iber alle Grenzen. Also fillt 1 —/n unter alle Grenzen,
d.h. lim 1—+/n = —o0o, Die Folge (1 — /n) ist bestimmt divergent gegen —oo.

n—oo
Die alternierende Folge a,, = (—n)™ ist divergent, aber nicht bestimmt divergent.
Thr Betrag |a,| = n™ wichst iiber alle Grenzen. Wegen des wechselnden Vorzei-
chens kann a,, = (—n)™ nicht bestimmt gegen 400 oder gegen —oo divergieren.

an, = (n—1)2 — oo : Die Folge ist bestimmt divergent gegen co.

n 4 n
a, = i—4 : an >0 und der Kehrwert 57 — 0 [Seite 23], also 721—4 — 0.
an = (71)"2—?1 :  Diese Folge divergiert, ist aber nicht bestimmt divergent.

Nach (g) gehen die Glieder mit geradem Index gegen oo und die Glieder mit

ungeradem Index gegen —oo.
g geg
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1.4 Bestimmung von Grenzwerten

Wichtige Grenzwerte
lim % =0 lim #70 fir r > 0, c fest
n—oo n—oo
lim a” =0 fir|a| <1 lim a™-nF =0 fir|a| <1, k € N fest
n—0o0 n—oo

k

lim Ya=1 fir a >0 lim 7= =0 fiir |a] > 1, k € N fest
n—oo n—oo
lim ¥/n =1 lim (1+21)" = ¢ ~2.718
n—oo n—oo n

Es gibt kein allgemeines Verfahren, Grenzwerte zu bestimmen.

Héufig versucht man, unbekannte Grenzwerte auf bekannte zuriickzufiihren.
Im Folgenden findet man einige dafiir niitzliche Rechenregeln und Verfahren.

Rechenregeln fiir Grenzwerte
lim (an—i—bn) =a+b
hm (an —bp)=a—>

lim a, = a n—oo
n—oeo lim (ap, -b,) = a-b

lim b, =b noee a a

n—00 hmb—" = 3 fir b, #0, b#0

ap <b, firn>ng = a<bd

1.21 Man bestimme ggf. den Grenzwert der Folgen (ay,):
1 2n+1 4\n 3n42m
(a) apn = n2’ (b) An = ng::__na (C) An = (* g) ’ (d) Ap = 1_—~j3n ’

2

(€ an= e, (f) an=Vn?, (g)an=2, (h) an = (1+ 1)

(a) Aus hmE—Ofolgt hm 2 = lim (l-%):(lim l)~(lim %):O-O:O.

n—oo n—oo \ 1 n—oo T n— oo

n+1

(b) Man klammert die hochsten Potenzen von n aus, kiirzt und erhalt:

1
2n+1 n(2+7) 1 2+, 240
ap =9 =—0n 1.2 0.2 =0.
+ ES 1 1+0
(¢) Istlal <1,s0gilta® —0. Also (-3)" —0.
2 2
. non (1+< ) (5"
(d) Esgilt a, =212 = e )
37 (57 —1) 31

(e) Ista>0,sogilt Ya — 1. Also e — L
(f) ¥n — 1, also an:(%)2—>12:1.
(&) ™ — Ofiir fa| > 1, k €N fest, also

2
37—>0.

() Bsgilta,=(1+3)""=1+3)". 1+1) —ec.1+0)=c.
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Die oben angegebenen Rechenregeln gelten unter den folgenden Vereinbarungen
auch fiir uneigentliche Grenzwerte.

Rechnen mit oo
oo und —oo sind keine Zahlen, man kann mit ihnen nicht wie iiblich rechnen.
Es ist aber bequem, —oo < a < oo fiir @ € R zu vereinbaren, sowie:
at+o0o = © fira e R o 0
a—00 =—00 firaeR %0 =00, s gv 000,
00+00= o0 werden nicht definiert!
0000 = X Diese sog. unbestimmten Ausdriicke
1
>~ =0 werden auf [S. 158]
a-00 = co fiir a>0 und in [HM] behandelt.
—oo fir a<0
Man bestimme den eventuell uneigentlichen Grenzwert der Folgen (ay,):
1y, — +2n +e™
(@) (n+ Dz ) mE () mte

(d) Vn+1l-+yn, () Vn2+n—vn2+1, (f) Vn3+n2-vn
Hinweis fiir die letzten drei Aufgaben: Erweitere mit ./~ + /...

(A Vharh) e
Va- b =TT T Ve

Es gilt (n—f—%) 12 =\ /n+ 3/2—>oo—|—0—

k: TL
Aus g—n —= 0, siche [Kasten Seite 23], folgt 7 —— 0o. Damit ergibt sich

1+2) Z
n+2”_n1+n _1+n _
= = 1 = — (=1) 00 = —00.
n(=-1) =—1
n n

Aus S5 > £ —s o0, vl (b), folgt LS = i+ S — 00+ 00 = o0,

Die Aufgaben (d) - (f) zeigen, dass co — oo nicht sinnvoll definiert werden kann.

(vaFi—va) (viFi+va ) !
ap=vn+1—yn = Vil +/n :\/n_HJrﬁ—)O.
1
_ e (i S e S |
Vn24+n—vn2+1= Vn2+n+vn24+1 \/1+l+\/1+L :
n n?

3 2\_ 3 1/2
Vo s Yo U ke . A | Y

Vn3+4+n2++v/n3 Vidn—T+1
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Grenzwerte rationaler Folgen

Rationale Folgen besitzen stets einen (evtl. uneigentlichen) Grenzwert.
Fiir a # 0,b # 0 und k,l € N ist
% fir k=1 ,dh. Zihlergrad = Nennergrad

k...
lim 22 e agntbag 0 fir k<l ,dh. Zihlergrad < Nennergrad

nooo bnl +-+ bin+bgy

+oo fir k>1 ,dh. Zihlergrad > Nennergrad

. . a
oo oder —oo je nach Vorzeichen von b

1.23 Man bestimme den Grenzwert der Folgen (ay,) :
_ 2245 _ (@n-1)? _ 2n(n—1)?
(a) n = —3n2+72L+1’ (b) n n72n23’ (C) an = (2”+1)33 ’
_ n(n—2) _ (2n—1) _ (3—2n)
(@) an = Gy (€)  an=Gomn 6 an = Gy

Das obige Kochrezept liefert die Grenzwerte. Wir geben ausfiihrlichere Losungen
an, bei denen die héchsten Potenzen von n ausgeklammert werden.

Diese Methode zeigt einmal, wie man das Kochrezept beweist, zum anderen ist
sie auch in vielen anderen Situationen niitzlich.

(a) o2y WR+5) 245 200 2
—_3n2 - 1. = 1 _ - 73
D S TR W B e 31010 3
4 1 4 1
b (2n—1)2  4n2—4nt+1 ”2(4_E+n_2) _Ante 4 _ 9
(b) n—2n2 =  n-2n2 nQ(%72) - %72 2 =
2n(n—1)2 _ on34... 2 _ 1 n(n—2)2  np34..
() (@nt1)? ~— 8nP+.. 8 4 (d) WiD? = niy.. 0
(2n—1)3 _ 8n3+... (3—2n)3 _ —8n3+...
(€ Snrgan = serg.. T OO (f) @2n+1)2 = dn2+.. > 0.
1.24 Es ist lim (1+ %)” = e. Man bestimme den Grenzwert der Folgen (ay) :
n—oo

(@) an=(1+212" () an=01+1", (0 an=(1-21)

(a) (1 + )2n _ ((1+ %)n)Q L e2
1

(b) an = (1+ E)”Q: Wegen nan;O(1 + %)" = e ~ 2.7 gibt es ein ng € N mit

1
n

1+ %)" > 2 fiir alle n > ny.
Damit folgt a, = (1 + %)"2 = ((1 + %)”)n > 2" fiir n > nyg.

Also gilt lim a, = oo, die Folge ist bestimmt divergent.
n—oo

. . 1 T 1 +1 R
(¢c) Esgilt nh—{%o(l — )= nh_)ngo(l —n+1)n . Man formt um und erhilt:
1
(1 - n+1)n+1 = (nil)n-‘rl
_ 1 TR 141
= NG N7 = \" T E— = .
(%) (1+3) (43)" 1y ©



