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F1 FORMELSAMMLUNG

Erweitern
a a-C
Bruchrechnung 5 = o~
— c
Kiirzen
ars Nenner a ¢ _ad  bc  adtbe . a _ a+tbc
Addition gleichnamig machen! | b TdTbd Tbd ™ bd ° speziell b= Tp
. . 4 3 8 9 17
bei ganzzahligem Nenner: Hauptnenner (= kgV der Nenner), z.B. §ti=12T1a=12
KT . Zahler mit Zahler a ¢ _ac a ac
iplizi 1 222 gpezi Le=%5
Multiplikation Nenner mit Nenner multiplizieren! b d=bd’ speziell b =

Division mit Kehrwert a.c_a d_ad speziell a : b_ ac und &.c=2
multiplizieren! b'd~b ¢ b P e b b "7 be
. b,d > 0 ldsst sich
Groflenvergleich Smd. b,d >0, 4 > £ = ad > be durch evtl. Erweitern
so gilt b=d . .
mit —1 erreichen.
% ist eine andere Schreibweise D
Prozentrechnun Y% = =
& fiir den Bruch Wlo p 100
1 175
G Grundwert — G- p% 175% =175 - 156 = 100 = 17
p% Prozentsatz W _ o p 0.19 = 755 = 19 175 = 19%
W Prozentwert 100 % ~ 0.4286 — 412(.)%6 — 42.86%

(a) Wieviel€ zahlt man fir 52 Liter?

Dreisatz 15 Liter Benzin kosten 18€ . (b) Wieviel Liter erhalt man fiir 40€ ?

(a) Fiir 1 Liter zahlt man %@ und fiir 52 Liter zahlt man 52 - %€ .

(b) Fiir € erhélt man % Liter wund fiir 40€ erhdlt man 40 - % Liter.

Potenzen
mit ganzen Exponenten mit rationalen Exponenten
aeR,neN aceRa>0,neN, meZ
a = a-a---a ao;:]_a*n;:L m 1., ; 1
—— a” an = (a};)m = (am);
n Faktoren
Potenzrechengesetze
a - a™ = an+m a® g™ =gt m (an)m = gnm a - bn — (ab)n




FORMELSAMMLUNG F2
Potenzen und Logarithmen (a Basis, mit 0 < a # 1)
y=a" <<z =log,y
log, =  _ o
a®*ty =a%q¥ log, zy =log, = + log, y a z,z>0
: , log, (%) =, z € R
= log, i =log, x —log, y
i 11/ Logarithmen zu
a” "t = P log,, z = log, z = log, *~!' | verschiedenen Basen
0 =1 log,1 = log, x — 250
a = og, 1 =0 08a T = log; a
(az)r — g% = (ar):z: loga T =r 10ga$ log. 7 — ln_.L
&’ = Tng

Wurzeln (m,n,q € Nund a,b > 0)

a- %a = "Vartm Va - Vb =

|
ﬁ:
=)
>

Va =

|
s

a a Vb
N\L/n—\/a = myYg = T\l/m—\/a ngma =

va+b
Va-b

SalS]
IN

3
)
3

A

Va +b
s(a+b)

Betrag Ay

] = z firz>0 L
Tl -z Lfirz<O0 J

o] = | - | = V&7

||

lzy| = |z| - |y] und|§’:— fiir y # 0. y==z .- y=-w

lyl”
llz| = y|| < |z +y| < |z|+|y| Dreiecksungleichung
Auf der Zahlengeraden ist

|| der Abstand der Zahl z vom Nullpunkt, Merke
|x —a| der Abstand der Zahl z von der Zahl a. V22 = |z

Quadratische Gleichung

p, q—Formel a, b, c-Formel
22 +pr4+qg=0 ax?4+br+c=0, a#0
2 —bxv/b%2—4ac
2a

+v5 —q T2 =

[ 1S

T12 = —

P?+pr+q = (r—z1)(r—22) = 2% — (21 +72)7T + 2172

1 + 2o —p = Summe der Nullstellen
T1-T9g = q = Produkt der Nullstellen

Vietascher Wurzelsatz:




F3 FORMELSAMMLUNG

n—Fakultit, Binomialkoeffizienten

n'=1-2-3.---n |
O0=1. 1'=1.21=2. 31=6 (%) :W:(nﬁk% (8):1
4i:17.2'.3.4’:.24 T (n—]lj_l):(]g)'f‘(kﬁl)
Binomische Formeln Allgemeine binomische Formel
(a+b)% = a® + 2ab + b*
@_b?=a—aaprpr| O kZ(Z‘ a" kot
(a+b)(a—0b) =a*— b = (B)a" +- (Z)anfkbk_i_”._i_(%)bn

Umrechnung: Gradmafl — Bogenmaf3
Es besteht folgender Zusammenhang zwischen dem

*  Winkel a in Grad und der

* Lange b des zugehorigen Kreisbogens am Einheitskreis, bzw.
Verhiltnis b der Bogenlédnge eines Winkels zu seinem Radius.

o 180° b lies: a® = b rad
(@] b T oom o
b 180°— 7 . 1 = 180° rad ~ 0.017rad
1 P=TE Y jrad= B 5570060

Benutzt man einen Taschenrechner, vergewissere man sich, ob er auf
Winkel im GradmaB (DEG) oder im Bogenmaf$l (RAD) eingestellt ist.

Umformung
Y (x,y)
kartesische Koord. Polarkoordinaten
:I}, y r’ LP
T =TCosp r= /22 + 12
x
YETIRE @y = (reosporsing)  tang = e
Umformung
kartesische Koord. 4* Kugelkoordinaten
T, Y, 2 . /22 42 (z,y,2) 0, 0,90

T = psinfcosp 5 Y |pcoso p=r2+y?+22
. . ]
y = psinfsinp psin 0 < Y z2+y?

7 tan 6
z = pcosf < Y z
T Y Quadranten

tanp = E beachten!




FORMELSAMMLUNG F4

Skalarprodukt b
. ai b1 a1by + asby + asbs
a-b=\ay | |b]= B B g
as b3 |l - [b] - cos (@, b) ~ - >
|b] cos ¢ a
Lénge von @ : @l = Va2 =Va-a =+/a?+a2+a2
es ist |@|?> = @* und |\@| = |A| ||
Winkel! zwischen @,b: cos (@, b) = _Cf'b—» = 2a11321+a22b2+c;3b32 >
|aHb| \/a1+a2+a3 \/b1+b2+b3
Senkrechtstehen': alb < ab=0 Lnur sinnvoll fiir @, b £ 0.
Vektorprodukt .
X
N ai bl ang - agbz g
axb= a X bg = a3b1 — a1b3
as b3 arby — azby QA
A

Q

@x b steht senkrecht auf @ und b.

Flicheninhalt des von @ und b
aufgespannten Parallelogramms.

a, l;, @x b bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

@xb|=|al-|b|-sin H(a@,b) =

Spatprodukt

@58 =|as by | = det(@b,e) 5
e ]
=d-(bx@ = ¢ (@xb) = b-(Exa) ’

= (@,b,c) = (¢ab) = (b3éa)
zyklische Vertauschungen éndern das Spatprodukt nicht!

Berechnung mit Regel von Sarrus siehe Seite 215.

>0 <= d, I;, ¢ bilden ein Rechtssystem.
(@,b,c) =0 <= d,b,¢ sind lin. abhingig (liegen in einer Ebene).
<0 «= @b,& bilden ein Linkssystem.
a, _’, c = Volumen des von a, _’, ¢ aufgespannten Spats.
a,b Vol d b f; ten Spat
%\(6, I;, ¢)| = Volumen des von d, I;, ¢ aufgespannten Tetraeders.

-

a, I;, ¢ linear abhiingig <— (@,b,¢) =0 < d, b,é liegen in einer Ebene.
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Vorwort
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10 1 GRUNDBEGRIFFE

1 Grundbegriffe

1.1 Logische Grundlagen, Aussagen

Mathematik ist ohne Logik undenkbar. Hier reichen einfache logische Prinzipien,
die sich aus dem gesunden Menschenverstand erkldren. Mathematik présentiert
sich in Aussagen, im Folgenden mit grofien Buchstaben A, B, C, ... bezeichnet.

Eine Aussage ist entweder wahr oder falsch — ein Drittes gibt es nicht!

Zum Beispiel sind Befehlssidtze und Fragesitze keine Aussagen.

Beispiele fiir (mathematische) Aussagen:

32 > 23 ist eine wahre Aussage (ist richtig, gilt).
4 ist eine Primzahl ist eine falsche Aussage (ist falsch, gilt nicht).

Es gibt unendlich viele

. o0 Wahr oder falsch? Ein bis heute ungelostes Problem! 1)
Primzahlzwillinge.

Keine Aussagen sind z.B.:

Berechne die Zahl 2°! Ist 4 eine Primzahl? 17 — 26

Aus (einfachen) Aussagen kann man weitere (kompliziertere) Aussagen bilden:

Bezeichnung Symbole Lies ist genau dann wahr, wenn
Negation —-A nicht A A falsch ist.

Konjunktion AA B Aund B A wahr und B wahr ist.
Adjunktion AV B A oder B A wahr oder B wahr oder beide.

Implikation A== B  aus A folgt B A falsch oder B wahr ist.
Aquivalenz A<= B A iquivalent B A, B beide wahr oder beide falsch.
Ist A <= B wahr, so schreibt man auch A = B.

Belegt man die Aussagen A und B mit Wahrheitswerten w fiir "wahr” und f fiir
”falsch” | so ergeben sich die Wahrheitswerte der abgeleiteten Aussagen wie folgt:

| 4 | B | -a | -B |arB|lavB|a—=B|A< B]
w w f f w w w w
w f f w f w f f
f w w f f w w f

Hier wird ,,oder® stets als nichtausschliefendes oder verwendet, d.h. die Aussage
AV B ist auch wahr, wenn beide Aussagen A, B wahr sind.

A = B : A heifit Voraussetzung (Priamisse) und B Folgerung (Konklusion).
Merke: Ist die Voraussetzung A falsch, so ist jede Implikation A = B wahr!

Ist A wahr und A = B wahr, so ist B wahr. Ist die Voraussetzung A eine wahre
Aussage, so kommt man durch richtige Schliisse zu einer wahren Aussage B.

D Primzahlzwillinge sind z.B. 3,5 und 17,19 und 41,43 usw.
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1.1 Logische Grundlagen, Aussagen 11
Sind folgende Aussagen wahr oder falsch?
(a) —-2-2=4 (b) %:%\/5 () 2-2=5v3<?
1 3 1 2 1 3 1 2 1 3
(d) 2~2:5/\§<5 (e) 3 <5 =3<3 (f) 3 <53 <g3
—2-2=4 falsch , da 2 -2 = 4 wahr ist.
1 _ 1 1 _ V2 1
\/572\/5 wahr | da \/5*\/5.\/5*2\/5'
2.2=5V3<2 wahr ,da  §<2wahrist, demn } <2 = 5<6.
2~2:5/\%<% falsch | da 2 -2 =5 falsch ist.
1 2 1 3 1 2 . 1 2
3<g=3<3 wahr , da 5<5falschlst,denn§<g<:)5<4.
% < % = % < % falsch , da % < % falsch und % < % wahr ist.
Sprechweisen

Gilt A <= B, d.h. A = B, sagt man:

A ist dquivalent (gleichbedeutend) zu (mit) B.
A gilt genau dann, wenn B gilt.
A ist notwendig und hinreichend fiir B.

Gilt A = B, sagt man:

Aus A folgt B.
A ist hinreichend fiir B.
B ist notwendig fiir A.

Vereinbarung: — bindet stiarker als A,V und A,V binden stirker als =, <.
-AANB = (mFA)AB und —-AANB= AVB = ((~A)AB) = (AV B).

Logische Regeln
-—A = A doppelte Verneinung
A—B = —-AVB Ersetzen der Implikation [1.3]
A=—B = -B= -4 Kontraposition [1.4]
A<= B = (A= B) A (B= A) Ersetzen der Aquivalenz
= -A<=-B
-(AANB) = -AV-B de Morgansche Regel
-(AvB) = -AA-B de Morgansche Regel [1.5]
(A= B) = AAN-B Verneinung der Implikation [1.6]
(A<= B) = (AA-B)V(-AAB) Verneinung der Aquivalenz
AN(BVC) = (ANB)V(AANC) Distributivgesetz
AV (BAC) = (AVB)A(AVO) Distributivgesetz

AuBler diesen Regeln gelten die Kommutativgesetze fiir V und A, es ist also
AVB=BVAund ANB=BAA.

Ferner gelten die Assoziativgesetze fiir Konjunktion A und Adjunktion V, also
AN(BAC) = (AANB)AC = AABAC und AV (BVC) = (AVvB)vC = AVBVC.

Deshalb braucht man bei Konjunktion bzw. Adjunktion von mehr als zwei Aus-
sagen keine Klammern zu setzen.
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1.4

1.5

1.6

(a)

(b)

12

1 GRUNDBEGRIFFE

Beweis von Aquivalenzen mittels Wahrheitstafeln

Ausgehend von den vier moglichen Wahrheitswertbelegungen fiir A und B zeigt
man, dass die Wahrheitswerte der Aussagen, deren Aquivalenz zu zeigen ist,

iibereinstimmen.
Man zeige A=— B = -AV B (Ersetzung der Implikation).
(a]B]a= B|-a]-avB] A= Bund ~AV B
w | w w f w haben stets dieselben
w | f b f f Wahrheitswerte. Die
flw w w w Aussagen  sind  also
flrf w w w dquivalent.

Man zeige A=— B =

la|B|-a|l-Bla= B|-B= -4]

w

= g

- & = &

g &

g€ 8 &8

g % &

g 8¢

Man zeige —(AV B) =

-B = -A (Kontraposition).

A=— B und ~-B=—-A4

haben stets dieselben
Wahrheitswerte. Die
Aussagen sind  also
dquivalent.

—~AA-B (de Morgansche Regel).

la|B|-a]l-BlavB|~(AvB)|-AA-B]| ~(AVB)md -4r-B

w

= g

- & = g

w

8 8 %=
g &

—~ & g

€ %
€ S

Man zeige —(A = B)

mittels Wahrheitstafel.
mittels Umformungen auf Grund bekannter Regeln.

(a)
(b)

Mittels Wahrheitstafel:

la|B|-Bla—=B|~(4A=B)|Ar-B]

w
w

f
f

w

f

w

f

f w I
w f w
f w I
w w I

f

w

f
f

Mittels Umformungen aufgrund bekannter Regeln:
ﬁ(A — B)

ﬁ(ﬁA V B),
—~AA-B,
AN-B,

haben stets dieselben
Wahrheitswerte. Die
Aussagen  sind  also
dquivalent.

AN-B (Verneinung der Implikation)

(A= B) und AAN-B

haben stets dieselben
Wahrheitswerte. Die
Aussagen sind  also
dquivalent.

Ersetzen der Implikation,
de Morgansche Regel,

doppelte Verneinung.
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1.7 Die Aussage 22 > x = (2 <0) V (1 < x) ist gleichbedeutend (dquiva-
lent) mit der Aussage 0 <z < 1= 2% < z.

Ist A die Aussage 22 > z und B die Aussage (z < 0) V (1 < z), so ist ~A die
Aussage 22 < r und —B die Aussage 0 < z < 1. Die beiden Implikationen sind

von der Form A = B bzw. =B = — A, sie sind daher dquivalent.

| )

”

Hiufig enthalten Aussagen die Quantoren ”fiir alle ... ” oder "es gibt ... 7.
Die Negation der Aussage:

"Fiir alle 2 € X gilt die Aussage A(x).” ist offensichtlich:
"Es gibt (mindestens) ein z € X, fir das A(z) falsch ist.”

Quantoren
Vee X : A(z) lies: Fiir alle z € X ist A(z) wahr.
JreX: A(x) Es gibt ein z € X, fiir das A(z) wahr ist.
Negation

Ve e X :A(zx) = Jx € X : -A(x) Esgibt ein z € X, fiir das A(x) falsch ist.
~Jre X :A(x) = Ve e X : -A(x) Fir alle z € X ist A(z) falsch.

1.8 Essei X ={z e R|0<z <1}

Man negiere folgende Aussagen. Welche Aussagen sind wahr?
(a) VzeX:a2?2<1.
(b) VeeX:i>1
(¢) VzeeX: 2x+1>-3+4x.
(a) VeelX: 22 < 1 ist wahr. Die Negation 3z € X : 22 > 1 ist falsch.
(b) VoeX: L>1istfalsch, dafir s =1€ X gilt: 1=1.
Die Negation dr € X : % < 1ist wahr,da 1 € X und % <1
(¢) VeeX:2x+12>-3+4r wahr,da2zx+1> -3+4dr <= 4>2x <2 <2

Die Negation dz € X : 2z + 1 < —3 + 4« ist folglich falsch.

1.2 Beweismethoden

Direkter Beweis

Man beweist die Aussage A = B, indem mit der Voraussetzung A die Be-
hauptung B durch Anwendung von bereits bewiesenen Aussagen und logischen
Regeln bewiesen wird.

1.9 Man zeige: Ist n eine ungerade natiirliche Zahl, so ist n? ungerade.

Ist n eine ungerade natiirliche Zahl, so lasst sich n darstellen als n = 2k + 1,
wobei k eine natiirliche Zahl oder 0 ist. Die erste binomische Formel liefert nun:

n? = (2k + 1) = 4k® + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1. Also ist n? ungerade.
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1 3V242V3
Man zeige f + 7= 6

Erweitern mit v/2 bzw. /3 und Hauptnennerbildung ergibt direkt:

=lvariz=3212v3= —3‘/522\/3.

f \f
Beweis durch Kontraposition
A— B = -B— —-A
..
Man zeige durch Kontraposition:
Ist n? eine ungerade natiirliche Zahl, so ist n ungerade.
A= B n? ungerade —> n ungerade zu beweisende Aussage

—B = —=A | n nicht ungerade = n? nicht ungerade | Kontraposition
-B= -4 ‘ n gerade — n? gerade ‘ dquivalente Aussage

Ist n gerade, so hat n die Form n = 2k, wobei k eine natiirliche Zahl ist.

Es folgt die Behauptung direkt: n? = (2k)? = 4k? = 2(2k?), also ist n? gerade.

Indirekter Beweis

Man beweist die Aussage A = B, indem man aus der Annahme, dass die Be-
hauptung B falsch ist, einen Widerspruch herleitet.

Man nimmt also zu der Voraussetzung A (wozu natiirlich vieles gehort, das nicht
extra aufgefiihrt wird, z.B. bereits bewiesene Aussagen) noch die Annahme —B
hinzu und fithrt die Aussage A A =B auf eine der drei folgenden Arten zu einem
Widerspruch (Zeichen : #).

AN-B = —A, also # Widerspruch zur Voraussetzung A, [1.12]

AN-B = B, also # Widerspruch zur Annahme —B, [1.14]

AAN—-B = F, also # F steht fiir eine offensichtl. falsche Aussage, [1.13].
Ergibt sich aus A A =B (durch richtige Schliisse) ein Widerspruch (etwas
Falsches), muss A A - B falsch sein. Also muss, wenn A richtig ist, —B falsch,

also B richtig sein, d.h. A = B ist wahr. Klingt kompliziert, ist aber logisch
und wird hiufig benutzt.

Man zeige indirekt:

Ist n eine natiirliche Zahl und n? gerade, so ist auch n gerade.
Formal: n € N A n? gerade => n gerade.

Annahme: n ist ungerade.

Ist n ungerade, so folgt aus [1.9], dass n? ungerade ist, # zur Voraussetzung.
Man erhilt einen Widerspruch zur Voraussetzung, dass n? gerade ist! Also ist die
Annahme falsch und ihre Negation wahr. Damit ist die Behauptung bewiesen.
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Man zeige % > g: (a) direkt, (b) indirekt.

7
8

Anmnahme £ < & Damngilt: I <8<=7.7<6-8=49<48, #.
Also ist die Negation der Annahme richtig und die Behauptung damit bewiesen.

> g (Multiplikat. mit 8-7) <= 7-7 > 6 -8 <= 49 > 48, offensichtlich richtig.

Man beweise indirekt: /2 ist irrational (d.h. nicht rational).

Annahme: /2 ist rational, d.h. /2 schreibt sich in gekiirzter Bruchdarstellung:
2 = %, mit m,n € N | ggT (m,n) =1 (ggT siche [Abschnitt 3.3]).
Man schliefit nun folgendermaflen, wobei benutzt wird, siehe [Seite 40]:

(x) Teilt eine Primzahl ein Produkt, so teilt sie mindestens einen Faktor.

V2 :%:>2n2:m2:>2|m2£>2|m(daQPrimzahl),etwam:%,

2 *
= 2 :%:> :%:>n2:2t2:>2|n2¥>2|n.
Also folgt 2| m und 2 |n im Widerspruch zur Annahme ggT (m,n) = 1.
Die Annahme, dass v/2 rational ist, fithrt auf einen Widerspruch und ist folglich
falsch. Damit ist bewiesen, dass /2 nicht rational, also irrational ist.

Ist p eine Primzahl, so ist \/p irrational.

Man kopiert obigen Beweis wortlich, indem man lediglich 2 durch p ersetzt.

Man beweise indirekt: Es gibt unendlich viele Primzahlen.
Annahme: Es gibt nur die endlich vielen Primzahlen py,--- , p,.
Da jede natiirliche Zahl > 2 das Produkt von Primzahlen ist [Seite 40],
muss n = pj ---pp + 1 von einer der Primzahlen pq, - - - , p, geteilt werden.
n ldsst aber bei Division durch jede der Primzahlen p1,--- ,p, den Rest 1, wird
also von keiner der Primzahlen pq, - - - , p, geteilt. Widerspruch!

Die Annahme ist falsch. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Es sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Man zeige:

(a) Ist n keine Primzahl, so hat n einen Primfaktor p < +/n .
(b) Hat n keinen Primfaktor p < /n, so ist n eine Primzahl.

Die beiden Aussagen sind offensichtlich dquivalent, da sie durch Kontraposition
ineinander iibergehen. In [3.10] wird (b) einschlielich Umkehrung gezeigt.

Hier der indirekte Beweis von (a). Benutzt wird der Satz iiber die Primfaktor-
zerlegung natiirlicher Zahlen [Seite 40].

Annahme:

n hat keinen Primfaktor p < y/n, d.h. fiir jeden Primfaktor p von n ist p > /n.
Ist n keine Primzahl, hat die Primfaktorzerlegung von n mindestens zwei Prim-
faktoren p und ¢, die nach Voraussetzung beide > /n sind. Also folgt

n>p-q>+/n-/n =n,alson>n, Widerspruch!



1.19

16 1 GRUNDBEGRIFFE

1.3 Mengen

Die Mathematik formuliert ihre Ergebnisse in mengentheoretischer Sprache. Da-
bei sind Menge und Element grundlegende Begriffe. Wichtige Schreibweisen sind:

x € M : x ist Element der Menge M, xin M, x aus M.
x & M : xist kein Element der Menge M, 2 nicht in M.

kurz:
kurz:

Mengen
Es gibt zwei Moglichkeiten, Mengen M zu definieren:
1. M = {al, ..

M ist die Menge, die genau die Elemente a1, ..., a, hat,
wobei es auf die Reihenfolge der Elemente nicht ankommt.

.,an} durch explizite Angabe aller Elemente.

2. M ={z|E(x)} durch eine definierende Eigenschaft.

M ist die Menge, die genau die Elemente x aus einer
vorgegebenen Grundmenge G enthilt, die die Eigenschaft E(x) haben,
fiir die also die Aussage FE(x) wahr ist.

Oft gibt man die Grundmenge an und schreibt M = {z € G | E(z)}.
ac{z| E(x)} < E(a) ac{reG|E®)} < ac GAEa)

und

Fiir folgende Mengen benutzt man Standardbezeichnungen:

= {2,3,5,7,11,13,...}
= {1,2,3,4,5,...}
= {..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

={z+iy|z,y e R}

Menge der Primzahlen.
Menge der natiirlichen Zahlen.
Menge der ganzen Zahlen.
Menge der rationalen Zahlen.
Menge der reellen Zahlen, s. [Kap. 5].
Menge der komplexen Zahlen, s. [EM2].

P
N
/
Q= {E‘T,SEZ, s # 0}
R
C
0

leere Menge, das ist diejenige Menge, die keine Elemente hat.

Sind folgende Aussagen wahr oder falsch?

(a) 17€P, (b) 2190 ¢ N, (c) —5eZ, ) 2ez,
() VZ€Q, () -2€Q (g 7R () L22eq

17 ist eine Primzahl, es gilt 17 € P; die Aussage ist wahr.

Da 2 € N und Produkte natiirlicher Zahlen wieder natiirliche Zahlen sind, gilt
auch 21 € N. Ubrigens: 2!% hat im Dezimalsystem 31 Stellen, siehe [2.22].

—5 ist eine ganze Zahl, —5 € Z ist wahr.

% ist eine rationale, aber keine ganze Zahl, 2 cZist falsch, es gilt % ¢ 7.
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/2 ist nicht rational [1.14]. v/2 € Q ist falsch, es gilt v/2 ¢ Q.

—2 = =2 ist Quotient ganzer Zahlen, denn —3 € Z, 9 € Z. —3 € Q ist wahr.
Die Kreiszahl m = 3.14159... ist eine reelle Zahl, also ist 7 € R wahr.

Summe und Produkt rationaler Zahlen sind wieder rationale Zahlen, s. [Kap. 4].
@ €eQ = V2-2€eQ = V2 €Q#,nach [1.14] ist /2 irrational.
Die Annahme @ € Q fiihrt also auf den Widerspruch v2 € Q.

Damit ist @ ¢ Q indirekt bewiesen, die Aussage @ € Q ist falsch.

—~
Ry
—_ N ~—

1.20 Welche Elemente haben die folgenden Mengen?
Welche Mengen sind endlich, welche unendlich?
Eine Menge heifit unendlich, wenn sie unendlich viele Elemente besitzt.

(a) My =1{2,3,5,7}, (b) My={zeP|z <10},

(¢) Ms={ze N |z ist gerade}, (d) My={zxeR|0<z<1},

(e) Ms={zxeN]|zx teilt 12}, (f) Mg={reR|22°+2—-1=0},
(g) M;={z€Z|22°+2—-1=0}, (h) Mg={reN|22?+2—-1=0}.

(a) My =1{2,3,5,7}ist die Menge, die genau die Elemente 2, 3, 5, 7 hat. Als Menge
mit genau vier Elementen ist sie endlich.

(b) a€ My acPAnra<]10.
M enthélt genau die Primzahlen, die < 10 sind, also My = {2,3,5,7}.
Da M; und M> dieselben Elemente haben, gilt M; = M. Ms ist endlich.
(¢c) Mz ={2,4,6,...} besteht aus den unendlich vielen geraden natiirlichen Zahlen.

(d) My enthilt genau die reellen Zahlen x mit 0 < x <1, ist also das abgeschlossene
Intervall [0, 1], siehe [Abschnitt 5.5].
My ist unendlich, da sie die unendlich vielen Briiche %, n € N enthilt.

() a€Ms<+=aecNAa teilt 12.
M5 hat daher genau diejenigen natiirlichen Zahlen als Elemente, die Teiler von 12
sind, also 1, 2, 3, 4, 6, 12. Als Menge mit genau sechs Elementen ist M5 endlich.

(f) zeMg<=zeRA2*+2—-1=0.
Als Losungen der quadratischen Gleichung 222 + 2 — 1 = 0 erhlt man mittels
p, g-Formel [Seite 181] —1 und % Also ist Mg = {—1, %} eine endliche Menge.

(g) Die Losungen der quadratischen Gleichung 222 + 2 — 1 = 0 sind —1 und %
Da —1 € Z und % & 7 gilt, ist My = {—1} eine endliche Menge.

(h) Die Losungen der quadratischen Gleichung 22% + z — 1 = 0 sind —1 und %
Da —1 und 1 keine natiirlichen Zahlen sind, folgt Mz = 0.
Die leere Menge () hat 0 Elemente, Mg ist also endlich.
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Gleichheit von Mengen, Teilmengenbeziehung

Bezeichnung Lies Bedeutung
M =N M gleich N reEM<—=zxzeN
MCN M Teilmenge von N reEM = xeN
MCN M echte Teilmenge von N MCNANM#N

M=N MCNANCM Zwel Meng.erll sTnd. genau dann glelch,. wenn
sie gegenseitig ineinander enthalten sind!

Statt M C N schreibt man auch N D M, statt M C N auch N D M.

1.21 Fiir die Gleichheit von Mengen kommt es nicht darauf an, wie diese definiert

sind, sondern nur darauf, welche Elemente sie enthalten, z.B. ist
(a) {1,2,2} ={2,1,1} ={1,2}.
(b) {z €P|x gerade} = {2}.
(a) Alle drei Mengen haben genau die Elemente 1 und 2, sind also gleich.
(b) 2 ist die einzige gerade Primzahl, die Mengen sind also gleich.

1.22 Man zeige die Gleichheit folgender Mengen:
M={neN|n>-6n+8=0} und N ={neN|2"=n?}.
Beide Mengen sind gleich der Menge {2,4}:
(i) M ={2,4}: Die quadratische Gleichung 22 — 62+ 8 = 0 hat genau die Losungen
2 und 4, also M = {2,4}.
(ii) N ={2,4}: Da 22 =22 und 2* = 42 ist, gilt 2,4 € N und folglich {2,4} C N.
Bleibt zu zeigen, dass 2 und 4 die einzigen Elemente von N sind:
1¢ N wegen 2! # 12 und 3 ¢ N wegen 8 =23 £ 32 =9,
Fiir alle n > 5 gilt 2" > n? [3.52], d.h. fir n > 5 ist n ¢ N , folglich N = {2,4}.
Also gilt M = N ={2,4}.

[V -
Mengenbildungen
Bezeichnung Lies Bedeutung
MUN Vereinigung von M und N ={zr|reMVxeN}
MNN Durchschnitt von M und N ={zr|re MAxeN}
M\ N Differenz von M und N ={z|zeMAx¢gN}

Veranschaulichung mittels sogenannter Venn—Diagramme:

< O C
M N MUN MNN M\N MUN\MNON

symmetrische Differenz

Fiir die symmetrische Differenz gilt: MUN\MNON=(M\N)U(N\M).
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Man bestimme fiir die Intervalle [Abschnitt 5.5] M und N jeweils
MUN, MNN, M\N, N\M.
(a) M=[-14={zeR| -1<z<4}, N=[L5={zeR|l1<z<5}
by M=[-15]={zeR| —-1<z<5}, N=[L3]={reR|l1<z<3}
£ ——— M =[-1,4] (b) E + M =[-1,5]
-1 4 -1 5
——F + N =11,5] ——F +—+—+ N=1[1,3]
1 5 1 3
— I MUN = [-1,5] F — MUN=M =[-1,5]
1 5 -1 5
R +—+ MNN=][1,4] F+—fp———+—+ MNN=N=]1,3]
1 4 1 3
——tf—+—+—+—+ M\ N=[-1,1] ——t—— + M\ N=[-1,1[U]3,5]
-1 1 -1 1 3 5
—+—+—+—+—+F—1+ N\ M =]4,5] —+—+—++—+ N\M=10
4 5 )
Potenzmenge
P(M)={X | X C M} heiit Potenzmenge von M.
Die Potenzmenge P (M) ist die Menge aller Teilmengen von M.
Hat M genau m Elemente, so hat die Potenzmenge P(M) genau 2™ Elemente!
Man bestimme die Potenzmenge von (a) M = {1,2,3},
(b) N={1,2,3,4}.
Teilmengen von M haben Elementanzahl | Teilmengen von M
0, 1, 2 oder 3 Elemente: 0 1]
1 {1}, {2}, {3}
2 {1,2},{1,3},{2,3}
3 M

P(M) = {0,{1}, {2}, {3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} hat 2° = 8 Elemente.
Dasselbe Verfahren fiithrt auch fiir N zum Ziel.

Benutzt man M C N, also P(M) C P(N), so schliefit man einfacher:
Fiir die Teilmengen Z von N gibt es zwei Moglichkeiten: 4 € Z oder 4 € Z.

Die Mengen Z mit 4 ¢ Z haben wir gerade bestimmt als Teilmengen von M.
Die Mengen Z mit 4 € Z erhilt man offensichtlich, indem man zu den Teilmen-
gen von M jeweils das Element 4 hinzufiigt.

P(N) hat also doppelt so viele Elemente wie P (M), also 2 - 23 = 2%, Es gilt:

P(N)=P(M)U{{4},{1,4},{2,4},{3,4},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4}}.
-
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Geordnete Paare

(a, b) heifit geordnetes Paar.
a, b heiflen Komponenten (Koordinaten) des geordneten Paares (a, b).

Zwei geordnete Paare sind genau dann gleich, wenn sie in beiden Komponenten
iibereinstimmen: (a,b) = (¢,d) < a=c A b=d.

| | L2420
(a,b) und {a,b} sind zu unterscheiden, so gilt z.B.: (1,2} = (2.1}

Analog: Geordnete Tripel (a, b, ¢) und geordnete n—Tupel (a1, az, ..., ay,).

Kartesische Produkte
M xN={(z,y) | rte M,y€ N} heifit kartesisches Produkt von M und N.

Das kartesische Produkt M x N ist die Menge der geordneten Paare (z,y),
deren erste Komponente z aus M und deren zweite Komponente y aus NV ist.
Man setzt M x M = M?, M x M x M = M3 usw. So bezeichnet

R? = {(x,y) | z,y € R} die sogenannte z, y-Ebene und

R3 = {(z,y,2) | #,y,2 € R} den dreidimensionalen Anschauungsraum.

1.25 Man bestimme fiir M := {2,3,4} und N := {1,2} die Menge M x N und

skizziere sie in der x,y-Ebene.

Fiir jedes x € M enthélt M x N 9 Y e o o
die beiden Paare (z,1) und (z,2). Damit ist
M x N ={2,3,4} x {1,2} 1 e o o
= {(27 1)’ (272)’ (37 1)’ (372)’ (47 1)’ (472)}' | : : :
Die 6 Punkte bilden ein Gitter in der Ebene. 1 2 3 4 z
Gitter {2,3,4} x {1,2}
1.26 Man skizziere folgende kartesischen Produkte:
(a) A={3} xR (b) A=[-2,2] xR () A=[-2,2] x[-1,3] x {0}
Y B=Rx{2} B=[3,5[xZ ) B=1[-2,2x[-1,3] x {2}

Y

LIl T
\

)
UV

Ut

|
”\
i
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1.27 Sei M =[0,1] und N = {0,1}. Man bestimme

() M2=[01P, () N*={0,1}
(© MP=[aP (@) N ={01}"
(a) M?=10,1)? ist die Menge aller geordneten Paare (z,y) mit =,y € [0, 1].
[0,1]? ist das Einheitsquadrat in der Ebene.
(b) N? = {0’1}2 = {(070)’(170)’(071)7(171)}'
Die Elemente von N? sind die 4 Ecken des Einheitsquadrats.
(c) M?3=][0,1]? ist die Menge aller geordneten Tripel (z,y,z) mit z,y, z € [0, 1].
[0,1]? ist der Einheitswiirfel im Raum.
@) N ={0,1}"
= {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0),(0,0,1),(1,0,1),(0,1,1), (1,1, 1)}.
Die Elemente von N3 sind die 8 Ecken des Einheitswiirfels.

z z
Y Y
1 1 ezl Ty
1
0 1 T 0 1 T 0 1 T 0 1 T
(a) [0,1]? (b) {0,1}* (c) [0,1]? (d) {o0,1}*
Einheitsquadrat 4 Ecken des Einheitswiirfel 8 Ecken des
Einheitsquadrats Einheitswiirfels
1.28 SeiM =[1,3|={z€eR|1<z<3}und N=[1,2]={zeR|1 <z <2}

Man bestimme alle Elemente von M x N und skizziere die Menge im R2.

MxN ={(z,y) eR*[[1 <x<3,1<y<2}

=[1,3] x [1,2]. N | MxN
Das kartesische Produkt zweier 1
Intervalle ist ein Rechteck im R2. M
| 5 7
1.29 Im R? seien die Mengen M = [1,4] x [2,4] und N = [2,5] x [1, 3] gegeben.
Man bestimme MNN, MUN, M\N, N\M.
M =[1,4] x [2,4] und y
N = [2,5] x [1,3] 41
sind nach [1.28] Rechtecke im R2. ol MA\N
MNN MAN
=[1,4] x [2,4] N [2,5] x [1,3] 91 N
= [2,4] x [2, 3] ist ein Rechteck. N\ M
M U N ist die Menge der Punkte, die 11
in einem der beiden Rechtecke liegen.
M\ N und N\ M siche Skizze. S R

VR
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2 Zahlen

2.1 Grundrechenarten

Die wichtigsten Zahlenmengen

Menge der
N = {1,2,3,4,...} natiirlichen Zahlen,
Ny = {0,1,2,3,4,...} nichtnegativen ganzen Zahlen,
= {..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} ganzen Zahlen,
{Z|rseZ, s#0} rationalen Zahlen.

reellen Zahlen, siche [Kap. 5].

0 =® O N
|

= {z+iy|z,yeR} komplexen Zahlen, sieche [EM2].

NCNCZCQCRCC|

Die vier Grundrechenarten

Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren, Dividieren

In jeder der o. a. Mengen kann man beliebig addieren und multiplizieren.

In Z, Q, R, C kann man beliebig addieren, subtrahieren und multiplizieren.

In Q, R, C sind alle vier Grundrechenarten bis auf Division durch 0 erlaubt.

Ist M eine der oben genannten Zahlenmengen und sind a,b € M, so ist auch
a+beMunda-be M.

In N kann man nicht beliebig subtrahieren. Die Differenz zweier Elemente von
N muss keine natiirliche Zahl sein, so ist 2 — 6 = —4 ¢ N. Dies motiviert die
Erweiterung von N zur Menge Z der ganzen Zahlen, denn die Differenz zweier
ganzer Zahlen ist eine ganze Zahl. Letzteres gilt entsprechend fiir Q, R und C.

In Z kann man nicht beliebig dividieren. £ heift Quotient der Zahlen a und
b, auch gelesen als a dividiert durch b. Wenn man von Division spricht, ist
immer klar, dass durch 0 nicht dividiert werden darf, da die Division durch 0 zu
Widerspriichen fiihrt.

Der Quotient zweier von Null verschiedener ganzer Zahlen ist nicht notwendig
eine ganze Zahl; so ist %2 ¢ 7. Dies motiviert die Erweiterung von Z zur Menge
Q der rationalen Zahlen bzw. der Briiche, siche [Kapitel 4], denn jeder Quotient
zweier rationaler Zahlen, dessen Nenner # 0 ist, ist wieder eine rationale Zahl.
Letzteres gilt entsprechend fiir R und C.
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(a)
(b)

(©)

2.1 Grundrechenarten 23

Klammerrechnung geht vor jede andere Rechnung
(1447) —8))- (19— (17— 3)) = (21 — 8) - (19 — 14) = 13- 5 = 65.
Punktrechnung geht vor Strichrechnung
a+b-c=a+(b-¢)y, a—b:c=a—(b:c) usw.
28—3-7=28—21=7,4—-12:4=4-3=1, 34:17T—-6=2—-6=—4

Klammerrechnung geht vor jede andere Rechnung bedeutet, dass geklam-
merte Teilausdriicke zuerst berechnet werden, von innen nach auflen.

Punktrechnung geht vor Strichrechnung bedeutet, dass - und : stiarker bin-
den als + und —. So lassen sich Klammern sparen, z.B. 3+ (2-4) =3 +2-4.

Man berechne:

(a) 2+3-5 und (2+43)-5,

(b) (40—4):(2+4), (40—4):2+4 und 40—4:2+4,

(€) 25:5+((11+17—18):5+9-3)-2+6: (3 + (26 — 23)).
243-5=2+15=17 und (2+43)-5=5-5=25.
(40—4):(2+4)=36:6=06,
(40 —4):2+4=18+4=22 und
A0—4:2+4—=40—2+4 — 42,

25:54+((114+17—18):549-3)-24+6: (3+(26—-23)) =5+29-2+6: Gﬁj
Grundgesetze der Addition und Multiplikation
a; ll; i eraa Kommutativgesetze fiir + und -
(a(z b)b; 2 i Z Jr(b(bj) ) Assoziativgesetze fiir + und -
((zb~ ibg,ci i Z: 2 j: Z:; Distributivgesetze

Die Kommutativgesetze besagen, dass man in Summen bzw. Produkten die Sum-
manden bzw. Faktoren beliebig vertauschen darf. Die Assoziativgesetze besagen,
dass es egal ist, wie man Summen oder Produkte klammert. Man lasst daher die
Klammern einfach weg, esist a + b+ c=a+ (b+¢) = (a +b) + ¢ usw.

Eines der Distributivgesetze kann man weglassen, da es wegen der Kommutativ-
gesetze aus dem anderen folgt.

Den Multiplikationspunkt - ldsst man héufig weg, wenn keine Missverstdndnisse
zu befiirchten sind. Man schreibt 2z, ab, a(b+c) statt 2-z, a-b, a- (b+ c).
Der Unterschied zwischen 23 und 2 - 3 ist natiirlich zu beachten!
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Sprechweisen
Ausmultiplizieren Ubergang von a - (b+¢) zu a-b+a-c,

Ausklammern, Faktorisieren Ubergang vona-b+a-c¢ zu a- (b+c).

So ergibt Ausmultiplizieren - (23 —32%+5x) = 2% — 323+ 522. Bei dem Ausdruck
x4 —323 4522 kann man sowohl x ausklammern, 4 —323+522 = x- (23 —322+5z),
als auch 2% ausklammern, x* — 32% + 522 = 2%(2® — 3z +5).

Das Ausklammern ist der wichtigere Prozess, da bei der Betrachtung von mathe-
matischen Termen ein Produkt meist aussagekriftiger ist als eine Summe.

Da Vorzeichenfehler bei der Anwendung der Rechenregeln am h#ufigsten sind,
fiigen wir direkt die folgenden Regeln an.

Vorzeichenregeln
—(—a)=a —a=(-1)-a
—(a+b)=—-a-0 —(a=b)=—-a+b

Mit den obigen Regeln kann man verniinftig rechnen, u.a. erlauben sie bei

sogenannten Kettenaufgaben den Verzicht auf Klammersetzung sowie Re-
chenvereinfachungen.

23— 11417420 —9 = (234 17) + 20 — (11 +9) = 40,
7-8.5-3-4=21-8-20=42-8-10 = 3360,
14— (=7)+8—4=10+15 = 25.

Man multipliziere folgende Ausdriicke aus:
(a) —3(4a—3(b—2a—2(a—3b))),
(b)  —(a=0)(b—a),
(¢) (2z+y—3z)(4a —2b).

—3(4a —3(b—2a —2(a — 3b))) = —3(4a — 3b+ 6a + 6a — 18b) = —48a + 63D,
—(a—b)(b—a) = —(ab— a® — b? + ba) = a® — 2ab + b,
(2z +y — 32)(4a — 2b) = (2z +y — 32)2(2a — b)

= 2(4ax — 2bx + 2ay — by — 6az + 3bz)

= 8ax — 4bx + 4ay — 2by — 12az + 6bz.

Man klammere bei den folgenden Ausdriicken aus:
(a)  3a’ry — 2bzy + 6ax?y?,
(b)  —6a2bc + 8ab*c + 4abc?,
(c) Tx?y+ 492y — 21z.
3a’xy — 2bxy + 6ax?y? = ry(3a® — 2b + 6axy),
—6a2bc + 8ab?c + 4abc? = 2abe(—3a + 4b + 2¢) = —2abe(3a — 4b — 2¢),
T2y + 492y — 212 = 7(2%y + Ty — 32) = x(Tay + 49y — 21) = Tx(zy + Ty — 3).




