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8. Auflage

cosh2 x-sinh2 x cos2 x + sin2 x
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F1 FORMELSAMMLUNG

Trigonometrische Funktionen
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Additionstheoreme

cos(x ± y) = cos x cos y ∓ sin x sin y

sin(x ± y) = sin x cos y ± cos x sin y

tan(x ± y) =
tan x±tan y

1∓tan x tan y

doppelter Winkel

cos 2x = cos2 x − sin2 x

= 1 − 2 sin2 x = 2 cos2 x − 1

sin 2x = 2 sin x cos x

tan 2x =
2 tan x

1−tan2 x

cot 2x =
cot2 x−1
2 cot x

halber Winkel

cos
x
2

=∗ ±
√

1
2
(1 + cos x)

sin
x
2

=∗ ±
√

1
2
(1 − cos x)

tan
x
2

=
1−cos x

sinx
=

sin x
1+cos x

=∗ ±
√

1−cos x
1+cos x

cot
x
2

=
1+cos x

sinx
=

sin x
1−cos x

=∗ ±
√

1+cos x
1−cos x

Symmetrie

cos(−x) = cos x gerade Funktion
sin(−x) = − sin x ungerade Funktion
tan(−x) = − tan x ungerade Funktion
cot(−x) = − cot x ungerade Funktion

cos2 x + sin2 x = 1

cos2 x =
1
2
(1+cos 2x) sin x =∗ tan x

±
√

1+tan2 x

sin2 x =
1
2
(1−cos 2x) cos x =∗ 1

±
√

1+tan2 x

cos x = sin(
π
2
± x) tan x =

sinx
cos x

sin x = cos(
π
2
− x) cot x =

cos x
sinx

=
1

tan x

sin x + sin y = 2 sin
x+y

2
cos

x−y

2

sin x − sin y = 2 cos
x+y

2
sin

x−y

2

sin x · sin y =
1
2

(

cos(x − y) − cos(x + y)
)

cos x + cos y = 2 cos
x+y

2
cos

x−y

2

cos x − cos y = −2 sin
x+y

2
sin

x−y

2

cos x · cos y =
1
2

(

cos(x − y) + cos(x + y)
)

sin x · cos y =
1
2

(

sin(x − y) + sin(x + y)
)

∗ Vorzeichen je nach Quadranten!

Hyperbelfunktionen

cosh x =
1
2
( ex + e−x) tanhx =

sinh x
cosh x

=
e2x−1
e2x+1

sinh x =
1
2
( ex − e−x) coth x =

cosh x
sinh x

=
e2x+1
e2x−1

cosh 0 = 1, sinh 0 = 0, tanh 0 = 0

cosh2 x − sinh2 x = 1

cosh(−x)=coshx sinh(−x)=− sinhx tanh(−x)=− tanh x coth(−x)=− coth x

Additionstheoreme

cosh(x ± y) = cosh x cosh y ± sinh x sinh y

sinh(x ± y) = sinh x cosh y ± cosh x sinh y

cosh
x
2

=
√

1
2
(cosh x + 1)

sinh
x
2

= ±
√

1
2
(cosh x − 1) , für

{

x ≥ 0
x < 0

cosh 2x = cosh2 x + sinh2 x

sinh 2x = 2 sinh x cosh x

arsinh x = ln(x +
√

x2 + 1 )

arcosh x = ln(x +
√

x2 − 1 ) , für x ≥ 1



FORMELSAMMLUNG F2

Überlagerung von Schwingungen

A1 sin(ωt + ϕ1) + A2 sin(ωt + ϕ2) = A sin(ωt + ϕ)

A =
√

A2
1 + A2

2 + 2A1A2 cos(ϕ1 − ϕ2)

tan ϕ =
A1 sin ϕ1+A2 sin ϕ2

A1 cosϕ1+A2 cosϕ2
(Quadranten beachten!)

Spezialfall: B cos ωt + C sin ωt = A sin(ωt + ϕ)

B = A sin ϕ

C = A cos ϕ

A =
√

B2 + C2

tanϕ =
B
C

Quadranten
beachten!

M
C

B

A

ϕ

Quadratische Gleichung

x2 + px + q = 0

x1,2 = −p
2 ±

√

p2

4
− q

allgemeine
Binomialkoeffizienten

r ∈ IR und k = 1, 2, 3 . . .

(

r
k

)

=
r(r−1)···(r−k+1)

k!

(

r
0

)

=
(

r
r

)

= 1,
(

r
1

)

= r

Polarkoordinaten

x = r cos ϕ

y = r sin ϕ

dF = r dr dϕ

r =
√

x2 + y2

tan ϕ =
y
x

Quadranten
beachten!

z = x + iy = r(cos ϕ + i sin ϕ) = rei ϕ

x

y

-

6

Mϕ

iy z

x

yr

x
1

Rechnen mit Potenzen und Logarithmen

a: Basis, mit 0 < a 6= 1

ax+y = axay loga xy = loga x + loga y

a−x =
1
ax loga

1
x

= − loga x

a0 = 1 loga 1 = 0

(ax)r = axr loga xr = r loga x

Logarithmen zu verschiedenen Basen:

loga x =
logb x

logb a
, speziell: loga x =

lnx
lna

Kosinussatz

c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ

Pythagoras

c2 = a2 + b2, falls γ = 900

α

b

c

γ

a

β

Sinussatz

a
sinα

=
b

sin β
=

c
sin γ

Kugelkoordinaten
θ : Polabstand

Kugelkoordinaten
θ : geographische Breite

Zylinderkoordinaten

x = ρ sin θ cos ϕ
y = ρ sin θ sin ϕ
z = ρ cos θ

dV = ρ2 sin θ dρ dθ dϕ

x = ρ cos θ cos ϕ
y = ρ cos θ sin ϕ
z = ρ sin θ

dV = ρ2 cos θ dρ dθ dϕ

x = r cos ϕ
y = r sin ϕ
z = z

dV = r dr dϕ dz
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F3 FORMELSAMMLUNG

Potenzreihen

ex =
∞
∑

n = 0

1
n!

xn = 1 + 1
1!

x + 1
2!

x2 + 1
3!

x3 + · · · für x ∈ IR

sin x =
∞
∑

n = 0

(−1)n

(2n+1)!
x2n+1 = x − 1

3!
x3 + 1

5!
x5 − + · · · für x ∈ IR

cosx =
∞
∑

n = 0

(−1)n

(2n)!
x2n = 1 − 1

2!
x2 + 1

4!
x4 − + · · · für x ∈ IR

sinhx =
∞
∑

n = 0

1
(2n+1)!

x2n+1 = x + 1
3!

x3 + 1
5!

x5 + · · · für x ∈ IR

coshx =
∞
∑

n = 0

1
(2n)!

x2n = 1 + 1
2!

x2 + 1
4!

x4 + · · · für x ∈ IR

arctanx =
∞
∑

n = 0

(−1)n

2n+1
x2n+1 = x − 1

3
x3 + 1

5
x5 − 1

7
x7 + − · · · für |x| ≤ 1

ln(1 + x) =
∞
∑

n = 1

(−1)n+1

n
xn = x − 1

2
x2 + 1

3
x3 − 1

4
x4 + − · · · für − 1 < x ≤ 1

ln(1 − x) = −
∞
∑

n = 1

1
n
xn = −(x + 1

2
x2 + 1

3
x3 + 1

4
x4 + · · · ) für − 1 ≤ x < 1

√
1 + x =

∞
∑

n = 0

(1

2
n

)

xn = 1 + 1
2
x − 1

8
x2 + 1

16
x3 − 5

128
x4 + − · · · für |x| ≤ 1

1√
1+x

=
∞
∑

n = 0

(− 1

2
n

)

xn = 1 − 1
2
x + 3

8
x2 − 5

16
x3 + 35

128
x4 − + · · · für |x| < 1

endliche
geom. Reihe

k
∑

n=0

xn = 1 + x + x2 + · · · + xk =
1−xk+1

1−x
für x 6= 1

geometrische
Reihe

∞
∑

n=0

xn = 1 + x + x2 + x3 + · · · =
1

1−x
für |x| < 1

harmonische
Reihe

∞
∑

n=1

1
nx = 1 + 1

2x + 1
3x + · · · konvergent ⇐⇒ x > 1

binomische
Reihe

∞
∑

n=0

(

r
n

)

xn = 1+rx+
(

r
2

)

x2+
(

r
3

)

x3+ · · · = (1 + x)r ,
|x| ≤ 1, r > 0
|x| < 1, r < 0

1 +
1
2

+
1
3

+
1
4

+ · · · = ∞
1 − 1

2
+

1
3
− 1

4
+ − · · · = ln 2

1 +
1
1!

+
1
2!

+
1
3!

+ · · · = e

1 − 1
1!

+
1
2!

− 1
3!

+ − · · · =
1
e

1 +
1
2

+
1
4

+
1
8

+ · · · = 2

1 − 1
3

+
1
5
− 1

7
+ − · · · =

π
4

1 +
1
22 +

1
32 +

1
42 + · · · =

π2

6

1 − 1
22 +

1
32 − 1

42 + − · · · = π2

12

1 +
1
32 +

1
52 +

1
72 + · · · =

π2

8

wichtige Grenzwerte
(n → ∞, a > 0)

(

a
n

)

→ 0, a > −1

n√a → 1 (
n+1

n
)n → e

an

n!
→ 0

n√n → 1 (1 +
1
n

)n → e
nn

n!
→ ∞

n√
n! →∞ (1 − 1

n
)n → e−1 an

nk → ∞
{

a > 1
k fest

n
n√

n!
→ e (1 +

x
n

)n → ex annk → 0

{

|a| < 1
k fest

1
n

n√
n! → 1

e
(1 − x

n
)n → e−x n(n√a −1) → ln a, a > 0
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Differentiations– und Integrationsregeln

Produktregel: (u · v)′ = u′ · v + u · v′

(uvw)′ = u′vw + uv′w + uvw′

partielle
Integration:

∫

u′v dx = uv −
∫

uv′ dx

Quotientenregel:
(u
v

)

′

=
u′·v−u·v′

v2

Vektorfunktionen
(

λ~u
)

′

= λ′~u + λ~u ′

(

~u · ~v
)

′

= ~u ′ · ~v + ~u · ~v ′

(

~u × ~v
)

′

= ~u ′ × ~v + ~u × ~v ′

(

~u(λ(t))
)

′

= ~u ′(λ(t)) · λ′(t)

Kettenregel:
(

y(x(t))
)

′

=
dy
dt

=
dy
dx

· dx
dt

= y′(x(t)) · x′(t)

Substitutionsregel:
∫

f(x) dx =
∫

f(g(t)) g′(t) dt , dabei ist

{

x = g(t)
dx = g′(t) dt

f f ′

xn nxn−1

1
xn

−n
xn+1√

x
1

2
√

x
n√x

1

n
n√

xn−1

ex ex

ln x
1
x

ax ax ln a

xx xx(1+ln x)
sin x cos x

cos x − sin x

tan x
1

cos2 x

cot x
−1

sin2 x

arcsin x
1√

1−x2

arccos x
−1√
1−x2

arctan x
1

1+x2

arccot x
−1

1+x2

sinh x cosh x

cosh x sinh x

tanh x
1

cosh2 x

coth x
−1

sinh2 x

arsinh x
1√

x2+1

arcosh x
1√

x2−1
, x > 1

artanh x
1

1−x2 , |x| < 1

arcoth x
1

1−x2 , |x| > 1

∫

g dx g

∫

xn dx =
1

n+1
xn+1, (n 6= −1)

∫ f ′

f
dx = ln |f |

∫ 1
x

dx = ln |x|
∫ 1√

x
dx = 2

√
x

∫ dx
x+a

= ln |x + a|
∫ 1

3√x
dx =

3
2

3√
x2

∫ dx
(x+a)2

= − 1
x+a

∫

eax dx =
1
a

eax

∫

tan x dx = − ln | cos x|
∫

x eax dx =
ax−1

a2 eax

∫

sin2 ax dx =
1
2
x − 1

4a
sin 2ax

∫

lnx dx = x ln x − x
∫

cos2 ax dx =
1
2
x +

1
4a

sin 2ax
∫

x ln x dx = x2(
ln x
2

− 1
4
)

∫

ln2 x dx = x ln2 x − 2x lnx + 2x
∫

sin ax cos ax dx =
1
2a

sin2 ax
∫ dx

sin ax cos ax
=

1
a

ln | tan ax|
∫

eax sin bx dx =
eax

a2+b2
(a sin bx − b cos bx)

∫

eax cos bx dx =
eax

a2+b2
(a cos bx + b sin bx)

∫

x sin ax dx =
1
a2 sin ax − x

a
cos ax

∫

x cos ax dx =
1
a2 cos ax +

x
a

sin ax

Bezeichnungen: X = ax2 + bx + c, a > 0, ∆ = 4ac − b2

∫

dx
X

=



















































−2
2ax+b

(∆ = 0)

2√
∆

arctan
2ax+b√

∆
(∆ > 0)

1√
−∆

ln

∣

∣

∣

∣

2ax+b−
√
−∆

2ax+b+
√
−∆

∣

∣

∣

∣

−2√
−∆

artanh
2ax+b√
−∆

, |2ax+b| <
√
−∆ (∆ < 0)

−2√
−∆

arcoth
2ax+b√
−∆

, |2ax+b| >
√
−∆

∫

dx
X2 =

2ax+b
∆X

+
2a
∆

∫

dx
X ∆ = 4ac − b2

∫

x dx
X

=
1
2a

ln |X| − b
2a

∫

dx
X

∫ √
x2 + a2 dx =

1
2

(

x
√

x2 + a2 + a2arsinh
x
a

)

=
1
2

(

x
√

x2 + a2 + a2 ln(x +
√

x2 + a2 )
)

∫ √
x2 − a2 dx =

1
2

(

x
√

x2 − a2 − a2arcosh
x
a

)

=
1
2

(

x
√

x2 − a2 − a2 ln(x +
√

x2 − a2 )
)

∫ √
a2 − x2 dx =

1
2

(

x
√

a2 − x2 + a2 arcsin
x
a

)
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Zahlreiche Beispiele erleichtern das Verständnis und sind so eine wesentliche Hilfe beim:

• Anfertigen von Übungen
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6 1 ARITHMETIK UND ALGEBRA

1 Arithmetik und Algebra

1.1 Reelle Zahlen

Potenzen, Wurzeln

Für beliebige u, v ∈ IR gelten (falls die entsprechenden Ausdrücke definiert sind,
z.B. ist

√
x in IR nur für x ≥ 0 definiert) folgende Regeln (x0 = 1 für x 6= 0):

Zahlenbeispiele Zahlenbeispiele

xu · xv = xu+v 23 · 25=23+5 =28
(xu)v = xu·v (22)3 = 22·3 = 26

xu

xv
= xu−v

23

22 = 23−2 = 2 v
√

x = x1/v 2√9 =
√

9 =91/2 = 3

x−v
=

1
xv

2−3 =
1
23 =

1
8

v
√

xu = xu/v 2√
36 = 36/2 = 33

(xy)

u
= xuyu (2 · 3)4 = 24 · 34 v

√
xy =

v
√

x v
√

y 3√8π = 2 3√π
(x
y

)u
=

xu

yu
(2

3

)

−2
= 2−2

3−2 = 9
4

v
√

x
y

=
v
√
x

v
√
y

3
√

9
8

=
3√9
3√8

=
3

2 3√3

Es ist 223
:= 2(2

3
) = 28 = 256, aber (22)3 = 22·3 = 26 = 64.

Logarithmen

a: allgemeine Basis, mit 0 < a 6= 1. loga x ist def. für x > 0.

e = 2, 718281 . . . : Basis der natürl. Logarithmen. lnx := loge x, für x > 0.

b = loga c ⇐⇒ ab = c ab = eb lna

log
a
xy = log

a
x+ log

a
y

loga
x
y

= loga x− loga y
log

a
xr = r log

a
x

log
a
r
√
x = 1

r
log

a
x

aloga x = x

eln x = x
, für x > 0

loga a = ln e = 1 loga 1 = ln 1 = 0 loga
1
a

= ln 1
e

= −1 logan x = 1
n

loga x

Logarithmen zu verschiedenen Basen

loga x =
logb x
logb a

speziell: loga b =
1

logb a
und loga x =

lnx
ln a
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Fakultät n!

Das Produkt der natürlichen Zahlen von 1 bis n bezeichnet man mit n!

Lies: n–Fakultät. Aus Zweckmäßigkeitsgründen setzt man zusätzlich 0! = 1.

n–Fakultät

n! = 1 · 2 · 3 · · ·n
(n+ 1)! = n! · (n+ 1)

0! = 1

Beispiele

0! = 1
1! = 1
2! = 2
3! = 6
4! = 24

5! = 120
6! = 720
7! = 5 040
8! = 40 320
9! = 362 880

Stirlingsche Formel
zur näherungsweisen
Berechnung von n!

n! ≈
(n

e
)n√

2πn

9! ≈ 359 537

Binomialkoeffizienten

(

n
k

)

Die als Faktoren der Potenzen des Binoms (a + b) auftretenden Koeffizienten

heißen Binomialkoeffizienten. Man schreibt für sie:
(

n
k

)

, lies: ”n über k ”.

Für n = 0, 1, 2, . . . und k = 0, . . . , n ist

n über k
(

n
k

)

=
n!

(n−k)! · k!
(

n
0

)

=
(

n
n

)

= 1
(

n
1

)

=
(

n
n− 1

)

= n
(

n
2

)

=
(

n
n− 2

)

=
n(n−1)

2

(

n
k

)

=
n(n−1)···(n−k+1)

k!

z.B.:























































































(

4
0

)

= 4!
4! · 0! = 1

(

4
1

)

= 4!
3! · 1! = 4

(

4
2

)

= 4!
2! · 2! = 6

(

4
3

)

= 4!
1! · 3! = 4

(

4
4

)

= 4!
0! · 4! = 1

(

49
6

)

= 49!
43! · 6!

= 49·48·47·46·45·44
1·2·3·4·5·6 = 13 983 816

(

n
k

)

+
(

n
k + 1

)

=
(

n+ 1
k + 1

)

(

n
k

)

=
(

n
n− k

)

n
∑

k=0

(

n
k

)

= 2n

n
∑

k=0

(−1)k
(

n
k

)

= 0

(

4
2

)

+
(

4
3

)

=
(

5
3

)

6 + 4 = 10

Bildungsgesetz des
Pascalschen Dreiecks

(

5
3

)

= 5·4·3
1·2·3 = 5·4

1·2 =
(

5
2

)

Symmetrie des
Pascalschen Dreiecks

(

3
0

)

+
(

3
1

)

+
(

3
2

)

+
(

3
3

)

=23

1 + 3 + 3 + 1 = 8

Zeilensumme des
Pascalschen Dreiecks

(

3
0

)

−
(

3
1

)

+
(

3
2

)

−
(

3
3

)

=0

1 − 3 + 3 − 1 =0

alternierende
Zeilensumme des
Pascalschen Dreiecks
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Pascalsches Dreieck zur Berechnung der Binomialkoeffizienten

(

n
k

)

n Binomialkoeffizienten
(

n
k

) Zeilen-
Summe

0 Jede Zahl ist Summe der zwei
links und rechts über ihr
stehenden Zahlen.

z.B.: 6 + 4 = 10

1 20 = 1

1 1 1 21 = 2

2 1 2 1 22 = 4

3 1 3 3 1 23 = 8

4 1 4 6 + 4 1 24 = 16ց ւ
5 1 5 10 10 5 1 25 = 32

6 1 6 15 20 15 6 1 26 = 64
↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑
(

6
0

) (

6
1

) (

6
2

) (

6
3

) (

6
4

) (

6
5

) (

6
6

)

26 =
6
∑

k=0

(

6
k

)

binomische Formel (a + b)n =

n
∑

k=0

(

n
k

)

an−kbk, n ∈ IN

(a+ b)n =
(

n
0

)

an +
(

n
1

)

an−1b1 +
(

n
2

)

an−2b2 + · · ·+
(

n
k

)

an−kbk + · · ·+
(

n
n

)

bn

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 =
(

2
0

)

a2 +
(

2
1

)

ab+
(

2
2

)

b2

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 =
(

3
0

)

a3 +
(

3
1

)

a2b+
(

3
2

)

ab2 +
(

3
3

)

b3

· · · · · ·
(a+ b)6 =

(

6
0

)

a6 +
(

6
1

)

a5b1 +
(

6
2

)

a4b2 +
(

6
3

)

a3b3 +
(

6
4

)

a2b4 +
(

6
5

)

a1b5 +
(

6
6

)

b6

1 a6 + 6 a5b + 15 a4b2 + 20 a3b3 + 15 a2b4 + 6 ab5 + 1 b6=

Speziell:

(1 + x)n =
(

n
0

)

+
(

n
1

)

x +
(

n
2

)

x2 + · · ·+
(

n
k

)

xk + · · · +
(

n
n− 1

)

xn−1 +
(

n
n

)

xn

= 1 + nx +
n(n−1)

2
x2 + · · · + nxn−1 + xn

(1 + x)2 = 1 + 2x+ x2

(1 + x)3 = 1 + 3x+ 3x2 + x3

(1 + x)4 = 1 + 4x+ 6x2 + 4x3 + x4

(1 + x)5 = 1 + 5x+ 10x2 + 10x3 + 5x4 + x5

(1 + x)6 = 1 + 6x+ 15x2 + 20x3 + 15x4 + 6x5 + x6

Ersetzt man x durch −x, so alternieren die Vorzeichen, z.B.:

(1− x)6 = 1− 6x+ 15x2 − 20x3 + 15x4 − 6x5 + x6

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

(a − b)2 = a2 − 2ab + b2

(a + b)(a − b) = a2 − b2

(a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2ac+ 2bc

(a+ b+ c)3 = a3 + b3 + c3 + 3a2b+ 3ab2 + 3a2c+ 3ac2 + 3b2c+ 3bc2 + 6abc
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(

r
k

)

– zunächst nur für r ∈ IN erklärt – wird folgendermaßen für alle r ∈ IR definiert:

allgemeine Binomialkoeffizienten

(

r
k

)

Für r ∈ IR und k = 1, 2, . . . ist

r über k
(

r
k

)

=
r(r−1)···(r−k+1)

k!

(

r
0

)

= 1
(

r
1

)

= r

(

1/2
n

)

=
(−1)n+1(2n)!

22n(n!)2(2n−1)
(

−1/2
n

)

=
(−1)n(2n)!
22n(n!)2

z.B.:

(

5
3

)

= 5·4·3
3!

= 10
(

1.4
3

)

=
1.4·0.4·(−0.6)

3!
= −0.056

(−2
3

)

=
(−2)·(−3)·(−4)

3!
= −4

(

π
2

)

=
π·(π−1)

2!
≈ 3.364

(

1/2
2

)

=
1

2
·(− 1

2
)

2!
= −1

8
(−1/2

2

)

=
(− 1

2
)·(− 3

2
)

2! =
3
8

allgemeine binomische Formel, binomische Reihe

(1 + x)r =

∞
∑

k=0

(

r
k

)

xk =
(

r
0

)

+
(

r
1

)

x+
(

r
2

)

x2 +
(

r
3

)

x3 + · · · für |x| < 1

= 1 + rx +
r(r−1)

1·2 x2 +
r(r−1)(r−2)

1·2·3 x3 + · · ·

1
1+x =

∑

∞

k=0

(−1
k

)

xk = 1− x+ x2 − x3 + x4 − x5 +− · · · für |x| < 1
√

1 + x =
∑

∞

k=0

(1/2
k

)

xk =
(1/2

0

)

+
(1/2

1

)

x+
(1/2

2

)

x2 +
(1/2

3

)

x3 + · · ·
= 1 + 1

2
x− 1

8
x2 + 1

16
x3 − 5

128
x4 +− · · · für |x| < 1

1√
1+x

=
∑

∞

k=0

(−1/2
k

)

xk=
(−1/2

0

)

+
(−1/2

1

)

x+
(−1/2

2

)

x2+
(−1/2

3

)

x3+· · ·
= 1− 1

2
x+ 3

8
x2 − 5

16
x3 + 35

128
x4 −+ · · · für |x| < 1

Siehe auch Potenzreihen, Seiten 79–83 und geometrische Reihe, Seite 80

Γ–Funktion Γ(x)

x

y

-

6
y = Γ(x)

1
2
3

-1
-2
-3
-4

1 2-1-2-3-4

.
..............
..
....................................................... .......... ...... ........ ...... ....... ........... ....... ....... ............ ............. ............. ........ .......

.......... .......
............
................
...................

............
............................................

......................................
...................................
.........
........
...........
.............

.

.........................

............

.............
...............
............
..............

...............................................
.............
.
.............
....

.............

.......

.
.............
.
........................................................

..............

Γ(x) =























∫ ∞

0
e−ttx−1 dt , x > 0

lim
n→∞

n!nx−1

x(x+1)(x+2)···(x+n−1) ,
x 6=
0,−1,−2, · · ·
(Polstellen)

Eigenschaften:

Γ(x+1) = x · Γ(x) , x ∈ IR

Γ(n) = (n− 1)! , n ∈ IN

Γ(x) · Γ(1− x) =
π

sinπx

Γ(x) · Γ(x+
1
2
) =

√
π

22x−1 Γ(2x)

Γ(
1
2
) =

√
π

Γ(−1
2
) = −2

√
π

Γ(
3
2
) =

1
2

√
π
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Rechnen mit Ungleichungen

a < b =⇒















a+ c < b+ c , für alle c ∈ IR

a · c <> b · c , für c >< 0

1
a
>
<

1
b

, für ab >< 0

Addition einer Zahl

Multiplikation mit pos.
neg. Zahl

Kehrwert: a, b gleiches
ungleiches Vorzeichen

a < b , c < d =⇒ a+ c < b+ d

0 < a < b , 0 < c < d =⇒ a · c < b · d
Addition / Multiplikation
gleichgerichteter Ungleichungen

für alle n ∈ IN gilt: 0 ≤ a < b
=⇒ an < bn

=⇒ n
√
a <

n√
b

Monotonie von
Potenz
Wurzel

Diese Regeln gelten auch, wenn ”< ” durch ”≤ ” ersetzt wird!

Wichtige Ungleichungen

harmonisches ≤ geometrisches ≤ arithmetisches Mittel

n
1
x1

+···+ 1
xn

︸ ︷︷ ︸

harmon. Mittel

≤ n
√
x1 · · ·xn

︸ ︷︷ ︸

geometr. Mittel

≤ x1+···+xn
n

︸ ︷︷ ︸

arithm. Mittel

, xi > 0 speziell für a, b > 0:

2
1
a
+1
b

≤
√
ab ≤ a+b

2

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x1 = x2 = · · · = xn bzw. a = b ist.

Bernoullische Ungleichung (1 + x)n ≥ 1 + nx , für n ∈ IN, x ≥ −2

Cauchy–Schwarzsche

Ungleichung

( n
∑

k = 1

xk · yk
)2

≤
n
∑

k = 1

x2
k
·

n
∑

k = 1

y2
k

, für xk, yk ∈ IR

(~x · ~y )2 ≤ ~x2 · ~y 2 , für ~x, ~y ∈ IRn

|~x · ~y | ≤ |~x| · |~y |

Minkowskische

Ungleichung

√

n
∑

k = 1

(xk+yk)
2 ≤

√

n
∑

k = 1

x2
k

+

√

n
∑

k = 1

y2
k

, für xk, yk ∈ IR

∣

∣|~x|−|~y |
∣

∣ ≤ |~x±~y | ≤ |~x|+|~y | Dreiecksungleich., ~x, ~y ∈ IRn

Wichtige Ungleichungen für

Exponentialfunktion ex und Logarithmus ln x

x+ 1 ≤ ex ≤ 1
1−x , für x < 1,

x−1
x
≤ ln x ≤ x− 1 , für x > 0.

x

y

x−1

x

1

1−x

x− 1

x+ 1

ln x

ex

1−1

1

−1
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Betrag

|x| :=
{

x , für x ≥ 0
−x , für x < 0

x

y

-

6

.

..............................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................

y = −xy = x

y = |x|

|x| = | − x| =
√
x2

|x · y| = |x| · |y| und
∣

∣

x
y

∣

∣ =
|x|
|y| , für y 6= 0.

∣

∣ |x| − |y|
∣

∣ ≤ |x± y| ≤ |x|+ |y| Dreiecksungleichung

|x| ist der Abstand der Zahl x vom Nullpunkt und
|x− a| ist der Abstand der Zahl x von der Zahl a.

quadratische Gleichung

p, q–Formel

x2 + px+ q = 0 ⇐⇒ x1,2 = −p
2
±
√

p2

4
− q

ax2 + bx+ c = 0 ⇐⇒ x1,2 =
−b±
√
b2−4ac
2a

Diskriminante:

D =
p2

4 − q

Diskriminante:

D = b2 − 4ac

Die quadratische Gleichung

x2 + px+ q = 0

hat
Beispiele

zwei verschiedene

Lösungen
⇐⇒ D > 0

x2 + 2x− 1 = 0

D = 2 > 0

x1,2 = −1±
√

2

eine doppelte Lösung ⇐⇒ D = 0

x2 + 2x+ 1 = 0

D = 0
x1,2 = −1

keine (reelle) Lösung
zwei konjugiert

komplexe Lösungen

⇐⇒ D < 0
x2 + 2x+ 2 = 0

D = −1 < 0
x1,2 = −1± i

Parabel

y = x2 + px+ q

x

y
-6

−1

−2

−1

x

y

-

6

−1

1

x

y

-

6

−1

2

1

Sind x1, x2 die Lösungen der quadratischen Gleichung x2 + px+ q = 0, so gilt:

x2 + px+ q = (x− x1)(x− x2) = x2 − (x1 + x2)x + x1x2

Vietascher Wurzelsatz:
x1 + x2 = −p = Summe der Nullstellen

x1 · x2 = q = Produkt der Nullstellen

Heronsches Wurzelziehen: Näherungsweise Berechnung von
√
a für a > 0:

Die rekursive Folge a0 = 1, an+1 = 1
2
(an + a

an
) konvergiert gegen

√
a .

Allgemein: a0 = 1, an+1 = 1
k

(

(k − 1)an + a

ak−1
n

)

konvergiert gegen k
√
a .
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kubische Gleichung

x3 + ax2 + bx+ c = 0 Normalform

Subst.: x = y − a
3

ergibt y3 + py + q = 0 reduzierte Form

dabei ist p =
3b−a2

3 und q =
2a3

27 −
ab
3 + c.

Diskriminante:

D =
(p

3

)3
+
( q

2

)2

Lösungen der kubischen Gleichung

D > 0 eine reelle, zwei konjugiert komplexe Lösungen
D = 0 drei reelle Lösungen, mindest. zwei gleiche Lösungen
D < 0 drei paarweise verschiedene reelle Lösungen

Cardanosche Formeln : Man berechnet (u reell wählen, falls möglich!)

u := 3
√

−1
2
q +
√
D

v := − p
3u (v = 0 , falls u = 0)

, setzt ̺1,2 := −1
2
± 1

2

√
3 i und erhält die

Lösungen der
reduzierten Form:











y1 = u+ v

y2 = −1
2
(u+ v) + 1

2
(u − v)

√
3 i = ̺1u+ ̺2v

y3 = −1
2
(u+ v)− 1

2
(u − v)

√
3 i = ̺2u+ ̺1v

Die Lösungen der Normalform sind dann (k = 1, 2, 3): xk = yk − a
3

Ist D < 0, so hat die kubische Gleichung drei reelle Lösungen. Benutzt man obige Formeln,

muß man komplex rechnen, da
√
D nicht reell ist. Dies läßt sich wie folgt vermeiden:

Man berechnet
(falls D < 0)

(siehe Beispiel 2)

r :=
√

−(
p

3
)3

cosϕ := − q

2r

und erhält:











y1 = 2 3√r cos
ϕ

3

y2 = 2 3√r cos(
ϕ

3
+ 2π

3
)

y3 = 2 3√r cos(
ϕ

3
+ 4π

3
)

Die Lösungen der Normalform sind wieder (k = 1, 2, 3): xk = yk − a
3

Beispiel 1 Man löse die kubische Gleichung 3x3 + 16.3594x2 + 82.9241x − 1.2997 = 0.

x3 + 5.4531x2 + 27.6414x − 0.4332 = 0 Normalform, Subst.: x = y − 5.4531
3

y3 + 17.7292y − 38.6655 = 0 reduzierte Form

Diskriminante D = 580.1516 > 0 (also 1 reelle, 2 konjugiert komplexe Lösungen)

u = 3.5147
v = −1.6814

=⇒
y1 = 1.8333
y2 = −0.9167 − 4.5i
y3 = −0.9167 + 4.5i

=⇒
x1 = 0.0156
x2 = −2.7344 − 4.5i
x3 = −2.7344 + 4.5i

Beispiel 2 Man löse die kubische Gleichung 18x3 + 9x2 − 17x+ 4 = 0.

x3 + 0.5x2 − 0.9444x + 0.2222 = 0 Normalform, Subst.: x = y − 0.5
3

= y − 0.1667

y3 − 1.0278y + 0.3889 = 0 reduzierte Form

Diskriminante D = −0.0024 < 0 (also drei verschiedene reelle Lös.) reelle Rechnung:

r =
√

−(
p

3
)3 = 0.2005

cosϕ = − q

2r
= −0.9697

ϕ = arccos(− q

2r
) = 2.8947

=⇒
y1 = 0.6667
y2 = −1.1667
y3 = 0.5

=⇒
x1 = 0.5 = 1/2
x2 = −1.3333 = −4/3
x3 = 0.3333 = 1/3
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Gleichung vierten Grades

x4 + ax3 + bx2 + cx+ d = 0 Normalform

Subst.: x = y − a
4

y4 + py2 + qy + r = 0 reduzierte Form

z3 + 2pz2 + (p2 − 4r)z − q2 = 0 kubische Resolvente

dabei ist p = b− 3
8
a2, q = c− ab

2
+ a3

8
, r = d− ac

4
+ a2b

16
− 3a4

256
.

Das Lösungsverhalten der Gleichung vierten Grades hängt
vom Lösungsverhalten ihrer kubischen Resolventen ab,
deren Lösungen man zunächst berechnet (siehe kubische Gleichung, Seite 12):

kubische Resolvente Gleichung vierten Grades

alle Lösungen reell und positiv∗) vier reelle Lösungen

alle Lösungen reell, eine positiv, zwei negativ∗) zwei Paare konjugiert komplexer Lösungen

eine Lösung reell, zwei konjugiert komplex zwei reelle, zwei konj. komplexe Lösungen

Sind z1, z2, z3 die Lösungen der kubischen Resolvente (Seite 12), berechnet man

w1 als eine Lösung von w2 = z1

w2 als eine Lösung von w2 = z2 und setzt

w3 = − q

w1·w2

(

dann ist w3 eine Lösung von w2 = z3.
w3 = 0, falls w1 · w2 = 0.

)

Die Lösungen der reduzierten Form
erhält man dann in der Form:















y1 = (+w1 + w2 + w3)/2
y2 = (+w1 − w2 − w3)/2
y3 = (−w1 + w2 − w3)/2
y4 = (−w1 − w2 + w3)/2

Die Lösungen der Normalform sind dann für k = 1, 2, 3, 4: xk = yk − a
4

Beispiel Man löse die Gleichung vierten Grades 4x4 + 15x3 + 32x2 + 31x− 10 = 0.

x4 + 3.75x3 + 8x2 + 7.75x − 2.5 = 0 Normalform, Subst.: x = y− 3.75
4

= y−0.9375

y4 + 2.7266y2 − 0.6582y − 5.0518 = 0 reduzierte Form

z3 + 5.4531z2 + 27.6414z − 0.4332 = 0 kubische Resolvente, (siehe vorige Seite!)

z1 = 0.0156
z2 =−2.7344−4.5i
z3 =−2.7344+4.5i

=⇒
w1 = 0.125
w2 =−1.125+2i
w3 =−1.125−2i

=⇒
y1 =−1.0625
y2 =−1.1875
y3 =−0.0625+2i
y4 =−0.0625−2i

=⇒
x1 =−2
x2 = 0.25
x3 =−1+2i
x4 =−1−2i

∗)Nach Vieta ist das Produkt der Lösungen positiv: z1z2z3 = q2 > 0.

Für Gleichungen höheren als vierten Grades gibt es
keine allgemeinen Auflösungsformeln

siehe Holz, Repetitorium Algebra, Seite 512 ff.
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Nullstellen von Polynomen mit ganzen Koeffizienten

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

Ist f(x) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten (alle ai ∈ ZZ), dann gilt:

(1) Jede ganzzahlige Nullstelle ist ein Teiler von a0.
f(x0) = 0 und x0 ∈ ZZ =⇒ x0 | a0.

Ist außerdem der Hauptkoeffizient an = 1, so gilt:

(2) Jede rationale Nullstelle ist eine ganze Zahl und zwar ein Teiler von a0.
f(x0) = 0 und x0 ∈ Q =⇒ x0 ∈ ZZ und x0|a0.

Ist f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 ein Polynom mit ganzen Koeffizienten (alle

ai ∈ ZZ, an = 1), so probiert man – z.B. mit HORNER – alle Teiler von a0 und findet

so alle rationalen Nullstellen. Bleibt nach dem Abspalten der zugehörigen Linearfakto-

ren (HORNER Seite 15, Schulmethode, Polynomdivision) ein Polynom höheren als 2–ten

Grades, wählt man Näherungsverfahren, um evtl. weitere reelle (irrationale) Nullstellen

zu bestimmen.

Ist f ein Polynom mit ganzen Koeffizienten, aber an 6= 1, siehe zweites Beispiel.

Beispiel

Man rate Nullstellen des Polynoms x3 − 3x2 + x− 3.

Die Teiler von −3 sind: ±1,±3.

Probieren (HORNER) zeigt: x1 = 3 ist eine Nullstelle von x3 − 3x2 + x− 3.
Division (HORNER) liefert: (x3 − 3x2 + x− 3) : (x− 3) = x2 + 1.

Da x2 + 1 keine reellen Nullstellen hat, ist x1 = 3 die einzige reelle Nullstelle von

x3 − 3x2 + x− 3 und es gilt: x3 − 3x2 + x− 3 = (x − 3)(x2 + 1).

Beispiel

Man rate alle Nullstellen des Polynoms 6x4 + 7x3 − 13x2 − 4x+ 4.

Die Teiler von 4 sind: ±1, ±2, ±4. Die Teiler von 6 sind: ±1, ±2, ±3, ±6.

Ist die (gekürzte!) rationale Zahl
p
q

eine Nullstelle des Polynoms

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,
so muß p ein Teiler von a0 (= 4) und q ein Teiler von an (= 6) sein.

Es kommen also als rationale Nullstellen nur folgende Brüche
p
q

in Frage:

p
q

= ±1, ±1
2
, ± 1

3
, ±1

6
, ±2, ± 2

3
, ±4, ±4

3
.

Einsetzen (HORNER) liefert alle Nullstellen: 1,
1
2
, −2, −2

3
.

Es gilt 6x4 + 7x3 − 13x2 − 4x+ 4 = 6(x− 1)(x− 1
2
)(x+ 2)(x+ 2

3
)

= (x− 1)(2x− 1)(x+ 2)(3x+ 2).
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Das HORNER–Schema ist ein Rechenverfahren, mit dem man für ein Polynom

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

an der Stelle x0 mit minimalem Rechenaufwand folgendes berechnet:

(1) Funktionswert f(x0)

(2) Division von f(x) durch den Linearfaktor x− x0, also
f(x)
x−x0

(3) Ableitungen f ′(x0), f
′′(x0), . . . , f

(n)(x0)

(4) Taylorentwicklung von f an der Stelle x0

Man schreibt die Koeffizienten des Polynoms f(x) in absteigender Reihenfolge

an, an−1, . . . , a0 hintereinander (ak = 0 nicht vergessen, falls die Potenz xk fehlt!), schreibt

dann x0 vor die zweite Zeile, beginnt die dritte Zeile mit an und geht jeweils mit x0 mul-

tiplizierend in der durch die Pfeile (siehe Beispiel) angedeuteten Weise vor. Die über dem

waagerechten Strich untereinanderstehenden Zahlen sind zu addieren, die Summe ist mit x0

zu multiplizieren, usw.

Beispiel Für f(x) = x3 − x2 − 9x+ 13 berechne man f(3) und
f(x)
x−3 .

HORNER–Schema

f(x) = x3 − x2 − 9x+ 13, x0 = 3

1 −1 −9 13 +
x0 = 3 ր3 ր6 ր− 9 +

3 · 1 3 · 2 3 · (−3)

1
ր

2
ր −3

ր
4 = f(3)

Man liest ab:

(1) Schlußzahl der dritten Zeile ist der Funktionswert f(x0) hier: f(3) = 4.

(2) Die übrigen Zahlen der dritten Zeile sind die Koeffizienten des Polynoms
g(x), das man bei Division von f(x) durch den Linearfaktor x− x0 erhält

f(x)
x−x0

= g(x) +
f(x0)
x−x0

hier:
x3−x2−9x+13

x−3 = 1x2 + 2x−3 +
4

x− 3
.

f(x) ist genau dann ohne Rest durch x− x0 teilbar, wenn f(x0) = 0 ist.

Das HORNER–Schema läßt sich auch im Komplexen verwenden:

Beispiel

Für das Polynom f(z) = z3− (1+ i)z2− (2− i)z+2i berechne man f(i) und
f(z)
z−i .

HORNER–Schema im Komplexen

1 −1− i −2 + i 2i
z0 = i i −i −2i

1 −1 −2 0 = f(i)
und

f(z)
z−i = z2 − z − 2.
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Beispiel

Für das Polynom f(x) = 2x4 − x3 − x− 18 berechne man

f(2), f ′(2), f ′′(2), f (3)(2), f (4)(2), sowie
f(x)
x−2 und die Taylorentwicklung

von f an der Stelle x0 = 2 (Umordnung von f nach Potenzen von x− 2).

Vollständiges HORNER–Schema

2 −1 0 −1 −18 +
x0 = 2 ր4 ր6 12 22 +

2 · 2 2 · 3

2ր 3ր 6 11 4 =
f(2)
0!

=⇒ f(2) = 4

x0 = 2 ր4 14 40
2 · 2

2ր 7 20 51 =
f ′(2)

1!
=⇒ f ′(2) = 51

x0 = 2 4 22

2 11 42 =
f ′′(2)

2!
=⇒ f ′′(2) = 42 · 2! = 84

x0 = 2 4

2 15 =
f(3)(2)

3!
=⇒ f (3)(2) = 15 · 3! = 90

x0 = 2

2 =
f(4)(2)

4!
=⇒ f (4)(2) = 2 · 4! = 48

Man liest ab:

(1) Schlußzahl der dritten Zeile ist der Funktionswert f(x0) hier f(2) = 4.

(2) Die übrigen Zahlen der dritten Zeile sind die Koeffizienten des Polynoms
g(x), das man bei Division von f(x) durch den Linearfakt. x− x0 erhält:

f(x)
x−x0

= g(x) +
f(x0)
x−x0

hier
2x4−x3−x−18

x−2 = 2x3 + 3x2 + 6x+ 11 +
4

x−2 .

(3) Ableitungen: f ′(2) = 51, f ′′(2) = 84, f ′′′(2) = 90, f ′′′′(2) = 48.

(4) Die Koeffizienten der Taylorentwicklung sind die umrahmten Zahlen
des Horner–Schemas:

f(x)= 2x4−x3−x−18
︸ ︷︷ ︸

f geordnet nach
Potenzen von x.

= 2 (x−2)4+ 15 (x−2)3+ 42 (x−2)2+ 51 (x−2)+ 4
︸ ︷︷ ︸

Taylorentwicklung
von f an der Stelle 2.

=
f umgeordnet nach
Potenzen von (x− 2).

(5) Alle Koeffizienten der Umordnung nach Potenzen von (x− 2) sind ≥ 0,
also: Keine Nullstelle von f ist > 2.

Beispiel (Euklidischer Algorithmus): Man bestimme den größten gemeinsamen

Teiler ggT (42, 9) von 42 und 9, und löse die diophantische Gleichung 42x+9y =ggT (42, 9).

Division mit Rest:
42 = 4 · 9 + 6
9 = 1 · 6 + 3
6 = 2 · 3
⇒ 3 = ggT(42, 9).

Einsetzen liefert:
3 = 9− 1 · 6
3 = 9− 1 · (42− 4 · 9)
3 = −1 · 42 + 5 · 9
ggT als Vielfachsumme.

alle Lösungen der diophantischen
Gleichung [EM 1, Seite 49–52.]

42x + 9y = 3 bzw. 14x + 3y = 1 sind:

(x, y) = (−1, 5) +m(3,−14), m ∈ ZZ.
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2 Geometrie

2.1 Winkel, Dreieck, Viereck, n–Eck

Winkel

Umrechnung: Gradmaß – Bogenmaß

Es besteht folgender Zusammenhang zwischen dem

• Winkel α in Grad und der

• Länge b des zugehörigen Kreisbogens am Einheitskreis:

α
180◦ =

b
π

α=
b
π

180◦ , b = 1 =⇒ α =
180◦

π
≈ 57.296◦

b =
α

180◦π , α = 1◦ =⇒ b =
1◦

180◦π ≈ 0.017-

6

1

1

α
b

Benutzt man einen Taschenrechner, vergewissere man sich, ob er auf
Winkel im Gradmaß (DEG) oder im Bogenmaß (RAD) eingestellt ist.

Werden Parallelen von einer
Geraden geschnitten, so sind
je zwei der Winkel gleich oder
ergänzen sich zu 1800.

α4

α1
β1

β3

α2

α1 + β1 = 1800 Nebenwinkel
α1 = α2 Scheitelwinkel
β1 = β3 Stufenwinkel
α1 = α4 Wechselwinkel
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DStrahlensatz

SA : SC = SB : SD = AB : CD

Dreieck

Kongruenzsätze

Zwei Dreiecke sind kongruent,
wenn sie übereinstimmen in:

Symbol
Berechnung
der fehlenden
Seiten/Winkel

(1) drei Seiten (sss) Kosinussatz

(2) zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel (sws) Kosinussatz

(3) einer Seite und zwei Winkeln
(wsw)

(sww)
Sinussatz

(4) zwei Seiten und dem Gegenwinkel der größeren Seite (SsW) Sinussatz

Ähnlichkeitssätze:

Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn sie übereinstimmen

(1) im Verhältnis dreier Seiten,
(2) im Verhältnis zweier Seiten und dem eingeschlossenen Winkel,
(3) in zwei Winkeln,
(4) im Verhältnis zweier Seiten und dem Gegenwinkel der größeren Seite.


