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FORMELSAMMLUNG

Trigonometrische Funktionen
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sl | IR o e N N T e sl 2 o e A N - Bl A
tanz| 0 |2 1 [VBlod—v3] -1 -2 0 || 1 | 3 oo|-v3] -1 -2 0
cot [[+oo| V3| 1 [L2| 0 |- L] -1 |—vBltoo| vB| 1 |2 | 0 |- —1 |-v3|to
Additionstheoreme Symmetrie
cos(z £ y) = coszcosy Fsinzsiny cos(—z) = cos T gerade Funktion
sin(z £ y) = sinzcosy £ coszsiny sin(—z) = —sinz ungerade Funktion
tan(z +y) = w tan(—z) = —tanx ungerade Funkt%on
Ttanz tany cot(—z) = —cotz ungerade Funktion
doppelter Winkel
2 9 ‘COS2$+Sin2x=1‘
cos2r = cos"x —sin“x
= 1-2sinz=2cos’z—1 2.1 : _x __ tanx
- . cos” %(1+cos2x) sin i\/m
sin2z = 2sinxcosx 2 — L1 _* ___
o sin®z = 5(1—cos2z) | cosz = Vit
tan2z = 7000 cosz = sin(3 + ) tanz = oL
7t;m f - 2 ~ cosz
_ cot®x— . S 1
cot 2z = 2cotx sinx :cos(%fx) cotx = %:%
halber Winkel sinx +siny = 2sin mT—’_y cos %
T 1 —
S =" +£4/501 5 in T — si — Ty Ty
Cos 5 \/ 2( + cos z) sinz —siny = 2cos 75~ sin 5
. . 1
sin % =* £ %(1 —cosx) sing-smy = 5(005(33 —y) —cos(z +y))
z l—cosz _ _sinz - 9 zty r—y
tany = e = Ttoces cosx + cosy cos 2Jrcos 3
o« 1—cosz o — _9gn Y . TY
=" £\ 1{Fcoss COST — COS Y 2sin =~ sin =
cot £ =  ldcosz _ _sinw cosxT-cosy = %(cos(a: —y) + cos(z +y))
2 sinx l—cosx
=% 44/ }iﬁ% sinz-cosy = %(sin(x —y) +sin(z +y))
* Vorzeichen je nach Quadranten!
Hyperbelfunktionen
1, 2 —z _ sinhaz  e**—1 _ : _ _
coshz = 5(e" + e ") | tanhz = 5= =yl cosh0 =1, sinh0 =0, tanh0 =0
. 1y o  —a h i 2 ah? o —
sinhz = 2(e” — e™*) | cothz = %: 22“71 ‘cosh x — sinh x_l‘
cosh(—z)=coshz ‘ sinh(—z)=—sinhx tanh(—z)=—tanhz ‘ coth(—z)=—cothz

Additionstheoreme

cosh(z £ y) = coshz cosh y £ sinh z sinh y
sinh(z + y) = sinh z cosh y & cosh z sinh y

X
cosh 5

v

sinh %

:I:\/%(coshxfl) , fir {

%(coshx +1)

x>0
<0

cosh 2z = cosh? z + sinh? z

sinh 2¢ = 2sinh x cosh

arsinh z = In(z + V22 + 1)
arcosh z = In(z +v22 —-1), fir z>1
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F2

Uberlagerung von Schwingungen Quad2rat1sche Gleichung
" +pr+q=0
‘ Arsin(wt 4 1) + Az sin(wt + ¢2) = Asin(wt + ¢) ‘ ) .
- _£ - _
A = JATTAZ1 2414 cos(pr — 92) T2 = —9 F\ T 4
Aj sin Ag sin :
tanp = Al - 901+A2 jSDQ (Quadranten beachten!) allgemeine
1 COS p1+A2 COS P2 Binomialkoeffizienten
Spezialfall: ‘ Bcoswt 4+ Csinwt = Asin(wt + ¢) ‘ re€Rundk=123...
r(r=1)--(r—k+1
B = Asing A : A = VB4 (7 (IZ) = %
¢ = Acosy B B Quadranten
= N _ (r\ _ T\ _
C tangp = C'  beachten! (O) = (r) =1 (1) =r
Polarkoordinaten Rechnen mit Potenzen und Logarithmen
T = rcosyp r = \/m2+y2 a: Basis, mit 0 < a # 1
y = rsing Y Quadranten
dFF = rdrde tang = Seachten! a"™V = a%e’ |log,zy = log,x+log,y
I i _
z = x+iy = r(cosp +ising) = re'® @ a® log,y = —log,@
a =1 log,1 =0
Y
TR S A .z (@) = o |log,z" = rlog, =
L y Logarithmen zu verschiedenen Basen:
i > log, = . 1
- s log, x = @, speziell: log, x = %
Kosinussatz .
& = a®> 4+ b* — 2abcosy Sinussatz
a b c
Pythagoras sina ~ sinf3 ~ sinvy

2 = a®> + 17 falls vy = 90°

Kugelkoordinaten Kugelkoordinaten
0 : Polabstand 6 : geographische Breite
z z

Zh.

(III, Y, Z)

P ;

0
Yy

r = psinfcosyp Woe = pcos B cosp T
y = psinfsingp y = pcosfsingp
z = pcosf z = psinf
dV = p*sin@dpdfdy dV = p*cos@dpdddy

Zylinderkoordinaten

(T, Y, 2)
z
Y
(% T Y
[ 5
T = Trcosy
y = rsing
z = z
dV = rdrdepdz
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Potenzreihen
o 1 1 1 1

e’ = > " = 1+ o+ g2+ 52° 4 - - fir x e IR

n=0 ’ ’ ’

; I Gt DA P 1.3, 15 .

sin x = 3 G e T —giat 4 g — fir z € IR

n=0 ’ ) )
e} _1\n
cosx = Yy ((2;)), x?n = 17%12+%x47+~~ fir z € IR
n=20 ’ '
S 1 1 1
sinhz = > (2n+1),w2”+1 = T+ §$3+ax5+-~- fir x € IR
n =
= _1 1 1
coshz = T),xzn = 1+ gz 4 gat4-- fir z € IR
L= @n)! ! !
= (_1)71 2n+1 1 3 1 5 1 7 ..
arctanz = ) Gogw = r—gr’+52° -z - fir || <1
n =
[o.0] _1\n+1
In(l4+2) = 2(131 = x—%a@—l—%x?’—iw‘*—l—— fir —-1<z<1
n=1
o0
In(l—2) = — %x” = f(x+%x2+%x3+ix4+~~) fir —1<z<1
n=1
X (L 1 12,1 3 5 4 ,
1+ = Y (%)x" = l+go— g+ 52° — ga” +— fir 2] <1
n=0
n =
endliche u 2 k 1—ght!
T fr— .. g i
geom. Reihe z;)x =l+tet+a®+ - +a 1-2 fiir 7 1
n=
geometrische i n RN ST S 1 fiir |z] < 1
Reihe Ox = x4+ =1z ir |z
n=
oo
harmonische 1 B 1, 1
Reihe Zlnz =1+ +5+ konvergent <= z>1
n=
[e.9]
binomische r\ n _ (r>/2 (7) 3 . -, |z <1, r>0
Reihe 2}(”)£ = ltret(g) e {s) et = (o, 2| <1, 7 <0
n=

1 1 1 _ . .

I+5+3+7+ = o || wichtige Grenzwerte u
17%+%7i+*'“ —In?2 (n— o0, a>0) (n) -0, a>-1

1 1 1 n
I+t t+g+- = e Va — 1 (nT—H)" e (z—! — 0

1 1 1 1
1+%!+ 12!+ 13—!"_ ; Yn —1 (1+%)”—>e ZL—' — 0

2Tty -

1 1 1 s 1\n - " a>1
l-gtg—7+— =G || Val s (1-p)"—e nF _’oo{kfest
1+L+i+i+... :7"_2

22 32 42 6 n S e (1+£)n_>ex annk’ =0 ‘a"<1
1_%+i2_4i2+_...:77_2 Vnl n k fest

2 3 12

2 1ln | 1 _ Zyn —x n/gs o _
1+3%+5%+7i2+‘“ :% n\/[—>e (1=7)"—e n(Ya—-1) — Ina, a >0
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Differentiations— und Integrationsregeln

Produktregel: (u-v) =v - v+u-v Vektorfunktionen
(vvw)" = v'vw + w'w + wvw’ (}\ﬁ)’ = Ni + A\’
partielle , , N Loy
] — _ Uu-v = U U + u-v
Integration: fuvdm w qu du (_, _),, Y A oy
Q tient I: (2)/ _ u - v—u-v (uxv) SUXUFUXY
uotlientenregel: v = ’U2 (ﬁ()\(t))) — ﬂ‘/ A(t)) . /\/ t)
dy dy dx
) / axr ’ o
Kettenregel: (y(:c(t))) at = dr dt = y'(z(t)) - ' (¢)
o . _ . x=yg(t)
Substitutionsregel: [ f(z)dz = [ f(g(t))¢'(t)dt , dabei ist { dr = g'(t) dt
/ n 1 n+1 g f,
! ! Jarde = et A1) | [fde=mly
" nmnfl 1 1
L _n f z dzx =In |$| f ﬁdl’ = 2\/5
" gntl dx _ -1 _ 333
\/E 2\}_ f{L‘—M _1n|m+a| fg_ﬁdl' —5 $2
r p— L T oLar _ l ax
| I Ghp = ~wa Jetrde = ¢
n Van—1 azx ar—1 qz
o o Jtanzdr = —In|cosz]| Jae®dr = Z5-e
In 2 1 fsinQa:cd:c:%mfﬁsin2ax fInzdr =zlhz—=z
x
a® a*lna fcosQamdm:%m+isin2ax Jazlnzdr = (1112367%)
v 2" (I+1n ) [1n® z dx = zln’z—2zlnz 4 22
sin cos T 1
Ccos T —sinz [sinazcosazrdr = % sin? ax
1
dx 1
rane CO_S2 z J sin ax cos ax ~ a In | tan az|
cotx Sz f e gin bx dx = Q;W (a sin bx — b cos bfl?)
. 1 axr
arcsine | s [ e cosbrdr = afw (acosbx + bsinbx)
—1
arccos T Vi_z2 f rsinar dr = a% sin ax — % cos ax
1
arctan x HT f x cos axr dx = a% cosaxr + % sin ax
—1
arccotz | 173 Bezeichnungen: X =az® +br+c¢, a>0, A=dac—"b’
sinh x cosh x )
coshz sinh 2az+b (A=0)
1 2 2ax+b
tanh s NN arctan JA (A>0)
cothz 7T12 dr _ 1| 20z4b— \/—A
- sml z X T ) JV=-A 2az+b++/—
arsinh _
T \/% artan 2“””“’ |20z+b| < V=A (A <0)
arcosh x , x>1 _
?2—1 sz arcoth 2ax+b [2az+b] > vV—-A
artanhz | ==, [|z[<1
—1$ d_ 2az+b d_:v
arcothz | 7=, |z[>1 X2 AX A X A = dac — b?
zdx d
[ods ; [ - o %
J Va2 +a?ds = %(m\/:ﬁ +a? + a’arsinh %) = %(m\/aﬂ +a? +a’In(z + Va? + a?))
[Va?—a?dz = %(m\/:ﬁ — a2 — a”arcosh %) = %(:c\/aﬂ —a? —a’In(z + Va2 — a?))
[Va? —a2dz = %(m\/ag — 22 4 a? arcsin %)
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Vorwort

Diese beliebte Formelsammlung enthélt die wichtigen Formeln zur Hoheren Mathematik.
Zahlreiche Beispiele erleichtern das Verstédndnis und sind so eine wesentliche Hilfe beim:

e Anfertigen von Ubungen
e Bewiltigen von Klausuren

e Vorbereiten auf Priifungen
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Ein besonderes Problem bei Formelsammlungen ist das schnelle Auffinden des Gesuchten.
Neben der Griffleiste wird vor allem der ausfiihrlich angelegte Index niitzlich sein.

Haufig benotigte Formeln stehen auch auf den Seiten F1 vorne und F2, F3, F4 hinten.

Natiirlich kénnen wir bei aller verwendeten Sorgfalt Fehler nicht ausschliefen. Fiir etwaige
Hinweise und Anregungen sind wir dankbar. Fehlerverzeichnis auf www.binomi.de
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6 1 ARITHMETIK UND ALGEBRA

1 Arithmetik und Algebra
1.1 Reelle Zahlen

‘ Potenzen, Wurzeln ‘

Fiir beliebige u,v € IR gelten (falls die entsprechenden Ausdriicke definiert sind,
z.B. ist v/z in IR nur fiir z > 0 definiert) folgende Regeln (z° = 1 fiir = # 0):

Zahlenbeispiele Zahlenbeispiele
$u . $v — $u+v 23 . 25:23+5:28 (l.u)v — IEU’U (22)3 — 22.3 — 26
u 3
AR = g/ Vo=vo=9"2=3

Yx
P g 273 = 53 :% Y = gV /36 = 36/2 = 33

(zy)* = zy® | (2-3)% =2t 34 [y = Yx Yy| Ver =2¥x
X

<

T\u _ z" 2\-2 272 9 T _ V= 3/9 V9 3
(y) _y“ (g) — 3271 1\1/;_ {)/g \/§:3_\/§_2§/§

Bsist 22°:=2(°) =98 — 956, aber (22)% = 22% = 26 = 64.

Logarithmen

a: allgemeine Basis, mit 0 < a # 1. log,, x ist def. fir x > 0.

e =2,718281...: Basis der natiirl. Logarithmen. Inx :=log, z, fiir z > 0.

b=log,c += a’=c a® = eblna
loga LY = loga T+ loga Yy loga = loga T alOga T =z .
log Ezlog x —log,y lo \’V——llo elnz _x,furx>0
ay a a o VT = 108, T =
log,a=Ine=1| log,1=In1=0 logaizln%:—l loganxzilogagc
Logarithmen zu verschiedenen Basen
log, © . 1 Inz
log, z = log, a speziell: log, b= log und |log,x = na




1.1 Reelle Zahlen 7

Das Produkt der natiirlichen Zahlen von 1 bis n bezeichnet man mit n!

Lies: n—Fakultét. Aus ZweckméBigkeitsgriinden setzt man zusétzlich 0! = 1.
n—Fakultit Beispiele Stirlingsche Formel
ol= 1 5! = 120 zur ndherungsweisen
nl=1-2-3---n 1= 1 6! = 720 Berechnung von n/!
(n+Dl=nl-(n+1) 20= 2 7l= 5040 Nen
3= 6  sl= 40320 | = (3)V2m
of=1 =24  9l=362880 |9 ~ 359537

Binomialkoeffizienten (Z)

Die als Faktoren der Potenzen des Binoms (a + b) auftretenden Koeffizienten
heiflen Binomialkoeffizienten. Man schreibt fiir sie: (Z), lies: "n iiber k7.

Firn=0,1,2,...und £k =0,...,n ist

n iiber k

n!

(n—k)!- k!

z.B.:

I
~
S 3
N
I
—
o D D T
I
N
I
(=}

s W N R O

T N N 7N 7N TN

N——— N——— N—— —— ~— N——
| Il Il

oS

3

| S

[t

N———

|

S

0!-4!
_ n _ n(n—1)
(’I’L - 2) o 2 (469) _ 49!
- 43!-6!
n(n—1)-(n—k+1 _ 49-48-47-46-45-44 _
n) (n—1) k? ) = AT — 13983816
ny ( n ) _ (n + 1) (%) + (%) = (g) Bildungsgesetz des
k k+1 k+1 6 + 4 = 10 Pascalschen Dreiecks
(n) o ( n ) (5) _ 543 _ 54 _ (5) Symmetrie des
k —\n—k 3) 123 12 \2) Pascalschen Dreiecks
n _ on <8> +G’> +(§>+(§) =23  Zeilensumme des
o 1"+ 3+ 3+ 1 =8 Pascalschen Dreiecks
k(n . 3\ (3 3\ _(3)_ alternierende
-1 (k) - 0 (0> (1>+(2> <3> =0 Zeilensumme des
k=0 1 — 3 4+ 3 — 1 =0 Pascalschen Dreiecks
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Pascalsches Dreieck zur Berechnung der Binomialkoeffizienten (Z’)

n Binomialkoeffizienten (Z’) Szjrixlg;
0 | Jede Zahl ist Summe der zwei 1 20= 1
links und rechts iiber ihr
1 stehenden Zahlen. 1 1 2= 2
2| 2B:6+4=10 1 2 1 22 =4
3 1 3 3 1 23 =8
4 1 4 6 + 4 1 24 =16
5 1 5 10 N 10 s 5 1 25 =32
6 1 6 15 20 15 6 1 26 = 64
T T T T T 7
6 6 6 6 6 6 6) | o6 _ < (6
© © ¢ 6 O 6 ©*-20

n
binomische Formel (a+b)™ = Z (Z) a™*bk, necIN
k=0

= = @+ (e e

(a+10)°

a? +2ab+ b = (%) a’ + (%) ab+ (%) b?

(a+0b)® = a®+3a%b+3ab® +b° = <%> a® + G’) a’b + (%) ab® + @) b

(a+b)°

6) 6 6\ 571 6\ 4;2 6\ 373 ,(6) 2;4 6\ 115 6\ 6
- <O>a + (1)ab + (Q)ab + (3)ab —|—(4)ab + (5)ab + (G)b
1a® + 64d° + 15a*0® + 20a%° +15a%0* + 6ab® + 10°
Speziell:

e = @) M @7 B (I @)
= 1 4+ nzx +Mm2+ + ozt + "

- 2
A+2z)? = 1422422 . . .
(1+x)3 — 14324322423 (a+b)* = a*+2ab+b
14+2)* = 144z + 62% + 42° + 22 a—"b)2 = a2 — 2ab <+ b2
( ) +
(14 z)® = 14 52+ 1022 4+ 102> 4 52* + z° ) )
(142)% = 1+ 6z + 1522 +202° 4+ 152* +62° +2° | (@ +Db)(a—b) = a®— b

Ersetzt man x durch —x, so alternieren die Vorzeichen, z.B.:
(1—-2)® = 1— 62+ 1522 — 202> 4 152" — 62° + 5

(a+b+c)? = a®+b*+c?+ 2ab+ 2ac+ 2be
(a+b+c)® = a®+b%+c+3a%b+ 3ab? + 3a’c + 3ac? + 3b%c + 3bc? + 6abe
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(2) — zunéchst nur fiir » € IN erklart — wird folgendermafen fiir alle r € IR definiert:

allgemeine Binomialkoeffizienten (;;)

Fii IR und k=1,2,...1ist 5\ _ 543 _
iir » € IR un is (3) = 3 _ g
r r(r—1)---(r—k+1 _ Coy.(a).(_
(k): o (32) _( 2)(3!?»( H_
z.B.: T _ m(r=1)
(6) _ (D _, (2) = —5— ~3.3064
1 2 l. _l
() = s () -2 -1
n 227 (n1)2(2n—1) 1 3
—-1/2) _ (=L (2n)! =12y _ (=3)(=3) _3
n 227 (n!)2 2 2! 8
allgemeine binomische Formel, binomische Reihe
1+z) = Z(Z)x’“ = (6) + (Dm—&- (5)332—&- (g)m?’—k fiir |z <1
k=0
R R e P G I
1—&%36 = Ziio(_kl)xk = l—ao+2? -3+t a5+ fir |z| < 1
VIFE = SR (et = () + (et (P + (D4
= 1+%m—%m2+1—16x3—%x4+—~- fir |2| <1
1 o [— . _ — _ _
= = S et= (e (Y22 ()
= 1—%x+%x2—%x3+%x4—+--- fiir |z| < 1

Siehe auch Potenzreihen, Seiten 79-83 und geometrische Reihe, Seite 80

: Ay
‘I‘—Funktlon I'(x) ‘ \/ ; Y = ()
J T
o0 y y >
/ e Tl dt , x>0 4 3 2 -1 12
A -
I(z) = T2
lim nln®! gfl —9 ... T3
n—eot(@+1)(@+2)(e4n—1) (lz’olséelle}l) fr-4
Eigenschaften: D(z)-T(1—x) = Sin“m: P(%) = VT
Fa+1) =2 -T(z) ,zelR s N(-3) = —2V7
Fn)=mn-1) ,neN | I@ Taty)=o=TC) | prd)y _ Lz
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Rechnen mit Ungleichungen

a+c < b+c, fiir alle c€ IR | Addition einer Zahl
a<b— -c > b-c |, firc z 0 Multiplikation mit Eg; Zahl
% z % , fur ab z 0 Kehrwert: a,b u%ﬁlgEEZs Vorzeichen
a<b,c<d = a+c<b+d Addition / Multiplikation

0<a<b,0<c<d= a-c<b-d gleichgerichteter Ungleichungen

fiir alle n € IN gilt:

a™ < b

Va < Vb

O§a<b:>

Monotonie von

Potenz
Wurzel

Diese Regeln gelten auch, wenn ”<” durch ”<” ersetzt wird!

Wichtige Ungleichungen

harmonisches < geometrisches < arithmetisches Mittel

ﬁ < Wz, < %’ z; >0 speziell fiir a,b > 0:
1 T, a+b
- In T,1 < Vab < ==
harmon. Mittel  geometr. Mittel arithm. Mittel a b

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x; = x2 = --- =, bzw. a = b ist.

Bernoullische Ungleichung ‘ (I+z)">1+nx, firnelN, z> -2 ‘

8
ES
<
B
N—
<
IA
=
8
>

n
2.5y, fir ap,yr € IR
Cauchy—Schwarzsche k=1

Ungleichung (7 - 37)2 < 2. 372 , fiir &,7 € IR"
-5 < |2l 17
- 2
Minkowskische k; . (@etyr)® < kz_: 117k
Ungleichung

|7 —171] < |££F] <

Wichtige Ungleichungen fiir

Exponentialfunktion e” und Logarithmus Inx

r+1

IN
o

< 1= fir z < 1,

8
]
A

Inxe < -1 , firax>0.
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4o

| = x ,fiirz>0
—zr ,firxz <0

2] = | - 2| = Va? K
lz]
lyl”

fir y # 0. y==x y=-
|zl = lyl| < |z £y| < |#]+|y| Dreiecksungleichung

|| ist der Abstand der Zahl x vom Nullpunkt und
|x —a| ist der Abstand der Zahl x von der Zahl a.

‘ quadratische Gleichung ‘

p, ¢-Formel DiskriQminante:
2 p p? e
T 4pr+q=0 = z2=—5F\/ T ¢ -4 1
—b+vb2—4dac Diskriminante:
ar? +br+c=0 +— Ti2 =T 9, D =12 — dac
Die quadratische Gleichung Parabel
2
2 _ y=x"+pr—+gq
" +pr+q=0 Beispiele y
hat \ , T / >
. . 22422 -1=0 -1 x
zwei verschiedene -1
.. <~ D>0 D=2>0
Losungen -2
T1o=—-14++2
’ AY
224224+1=0 1
eine doppelte Losung <= D=0 D=0 >
T1,2 = -1 -1 z
AY
keine (reelle) Losung 2+ 22 +2=0 g
2wet konjugiert <— D <0 D=-1<0 N
komplexe Losungen Ti2=—1%£14 : >
1 T

Sind 1, z2 die Losungen der quadratischen Gleichung z? + pz + ¢ = 0, so gilt:

P +pr+qg=(z—x1)(r — 1) = 2% — (21 —&—xg)x—&—xlxg‘

T+ T2 =—p = Summe der Nullstellen

Vietascher Wurzelsatz: 0 % produkt der Nullstellen

Heronsches Wurzelzichen: Niherungsweise Berechnung von /a fiir a > 0:
Die rekursive Folge ag = 1, apy1 = %(an + ai) konvergiert gegen +1/a .

Allgemein: ag = 1, any1 = %((k — Da, + a,%l) konvergiert gegen ¥/a .
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| kubische Gleichung|

‘ 2 +ar?+br+c=0 ‘ Normalform

Subst.: x =y — % ergibt ‘ Y4py+qg=0 ‘ reduzierte Form

_ 2 3
dabei ist p:3b3a und q:%—%b—&—c.

Losungen der kubischen Gleichung

eine reelle, zwei konjugiert komplexe Lsungen

D= (p)3_|_ (2)2 D =0 | drei reelle Lésungen, mindest. zwei gleiche Losungen
D < 0 | drei paarweise verschiedene reelle Losungen

Diskriminante: DS0

3 2

Cardanosche Formeln : Man berechnet (u reell wéhlen, falls moglich!)

3 1
= y/—5 D
b P 24+ VD , setzt 019 1= —% + %\/5 i und erhalt die
vi=—3. (v=0,falls u=0)
y1 = u+tv
Losungen der 1 1 .
roduziirten Form: Y2 = —§(u+v)+§(u—v)\/§z = Ut o2v
ys = —%(u—&—v)—%(u—v)\/gi = 02u+ 010

Die Losungen der Normalform sind dann (k= 1,2,3): | = yi — %

Ist D < 0, so hat die kubische Gleichung drei reelle Losungen. Benutzt man obige Formeln,
mufB man komplex rechnen, da v/D nicht reell ist. Dies la8t sich wie folgt vermeiden:

yl:Q{S/Fcos£

Man berechnet — /(B3 3
(falls D < 0) "= q 37 und erhilt: { yo =237r cos(% + %ﬂ)
S iSO COSY 1= —5-
(siehe Beispiel 2) 2r ys = 2 cos(% + 4?%)
Die Losungen der Normalform sind wieder (k = 1,2,3): |z, = yr — %

Beispiel 1  Man Iése die kubische Gleichung 3z° + 16.35942> + 82.9241z — 1.2997 = 0.

& + 5.45312% + 27.6414z — 04332 =0 Normalform, Subst.: & =y — 551

y® + 17.7292y — 38.6655 = 0 reduzierte Form
Diskriminante D = 580.1516 > 0 (also 1 reelle, 2 konjugiert komplexe Losungen)
w— 35147 y1 = 1.8333 z1 = 0.0156
v

o ys = —0.9167 + 4.5i s = 27344 + 4.5i

Beispiel 2 Man Iose die kubische Gleichung 18z> + 922 — 17z + 4 = 0.

z® 4+ 0.52% — 0.9444z + 0.2222 =0  Normalform, Subst.: z =y — % =y —0.1667

y> — 1.0278y + 0.3889 = 0 reduzierte Form
Diskriminante D = —0.0024 < 0 (also drei verschiedene reelle Los.) reelle Rechnung:

roo=4/-(%» = 02005 g = 0.6667 z= 05 = 1/2

cosp = _2‘1_T = 09697 — y2=-11667 — | xz2=—-1.3333 =-4/3
= 05 3= 03333 = 1/3

o = arccos(—%) = 2.8947 s
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‘ Gleichung vierten Grades ‘

‘ 2t +ard+bx24+cx+d=0 ‘ Normalform

Subst.: x =y — % ‘ v oyt qy+r=0 ‘ reduzierte Form

‘ B2+ (p?—4r)z—¢*> =0 ‘ kubische Resolvente

r=d— = + al—ﬁb — %.

Das Losungsverhalten der Gleichung vierten Grades hangt

vom Losungsverhalten ihrer kubischen Resolventen ab,

deren Losungen man zunéchst berechnet (siehe kubische Gleichung, Seite 12):

_p_ 3.2 _._a  a
dabei ist p—b—sa7 g=c— %5+ 35,

kubische Resolvente Gleichung vierten Grades

alle Lésungen reell und positiv*) vier reelle Losungen

alle Losungen reell, eine positiv, zwei negativ®) | zwei Paare konjugiert komplexer Lésungen

eine Losung reell, zwei konjugiert komplex zwei reelle, zwei konj. komplexe Losungen

Sind 21, 29, 23 die Losungen der kubischen Resolvente (Seite 12), berechnet man

wy;  als eine Losung von  w? = 2z;

wy  als eine Losung von w? = 25 und setzt

q ( dann ist w3 eine Losung von w? = 2. )

w3 = —
3 w1 -wa w3 = 0, falls wy - wy = 0.

Y1 = (+w1 +w2 +w3)/2
Die Losungen der reduzierten Form y2 = (+uwy ws)/2
(= ws)
= (= )

erhélt man dann in der Form: w1 —|— wz ws)/2
wy — we + ws)/2

Die Loésungen der Normalform sind dann fiir &k = 1,2, 3, 4: Ty =Yg — %

Beispiel Man Iése die Gleichung vierten Grades 4z* + 152 4 3222 4 31z — 10 = 0.

z* + 37523 + 8z% + 7752 — 2.5 =0 Normalform, Subst.: z = y— 3.75 75

yt +2.7266y% — 0.6582y — 5.0518 =0  reduzierte Form
2% 4+ 5.45312% 4 27.64142 — 0.4332 = 0 kubische Resolvente, (siche vorige Seite!)

= y—0.9375

g

Z2=—2.T344—45i = wo=-112542 — P~ o, [T2= 025

23 = —2.7344+4.51 ws = —1.125—2; Y3 = —0.0625+21 r3=—1+2
T ' T Y1 = —0.0625—2i wa=—1-2

*)Nach Vieta ist das Produkt der Losungen positiv: 212223 = q2 > 0.

Fiir Gleichungen hdheren als vierten Grades gibt es
keine allgemeinen Auflésungsformeln
siehe Holz, Repetitorium Algebra, Seite 512 ff.
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‘ Nullstellen von Polynomen mit ganzen Koefﬁzienten‘

f(@) = apz™ + ap_12" 1+ -+ a1z + ap
Ist f(z) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten (alle a; € Z), dann gilt:
(1) Jede ganzzahlige Nullstelle ist ein Teiler von ag.
f(zo)=0und zp € Z = x| ao.
Ist auBlerdem der Hauptkoeffizient a,, = 1, so gilt:
(2) Jede rationale Nullstelle ist eine ganze Zahl und zwar ein Teiler von ay.
flxo) =0und xg € Q = x0 € Z und xo|aop.
Ist f(z) = 2™ + an_12" 1 4+ -+ 4+ a1z + ao ein Polynom mit ganzen Koeffizienten (alle
a; € Z, an, = 1), so probiert man — z.B. mit HORNER - alle Teiler von ao und findet
so alle rationalen Nullstellen. Bleibt nach dem Abspalten der zugehérigen Linearfakto-
ren (HORNER Seite 15, Schulmethode, Polynomdivision) ein Polynom héheren als 2—ten
Grades, wihlt man Naherungsverfahren, um evtl. weitere reelle (irrationale) Nullstellen
zu bestimmen.

Ist f ein Polynom mit ganzen Koeffizienten, aber a,, # 1, siehe zweites Beispiel.

Beispiel
Man rate Nullstellen des Polynoms 3 —3z?+ 2 — 3.

Die Teiler von —3 sind: +1, 43.

Probieren (HORNER) zeigt: x1 = 3 ist eine Nullstelle von 23 — 322 + z — 3.
Division (HORNER) liefert: (z° — 322 +2 —3): (z —3) =2 + 1.

Da 22 + 1 keine reellen Nullstellen hat, ist x; = 3 die einzige reelle Nullstelle von
23 — 322 + x — 3 und es gilt: 23 =322+ 2 —-3=(z—-3)(z*+1).

Beispiel
Man rate alle Nullstellen des Polynoms 6z* 4 723 — 1322 — 4z + 4.

Die Teiler von 4 sind: £1, 42, 4+4. Die Teiler von 6 sind: +1, +2, +3, +6.

Ist die (gekiirzte!) rationale Zahl § eine Nullstelle des Polynoms

f(z) = anz™ + ap_12" ' 4+ 4+ arz + ao,
so muf p ein Teiler von ag (= 4) und ¢ ein Teiler von a,, (= 6) sein.

Es kommen also als rationale Nullstellen nur folgende Briiche g in Frage:

b _ 1 41 41 2 4
B o= 21, %5, £, £, 22, +F 4, £
Einsetzen (HORNER) liefert alle Nullstellen: 1, %, -2, —%.
Es gilt 6z + 723 — 1322 —dx +4 = 6(x — 1)(z — %)(z +2)(z+ 2)
=(z—-1)2z —1)(z+2)(3x + 2).




1.1 Reelle Zahlen 15

Das HORNER-Schema ist ein Rechenverfahren, mit dem man fiir ein Polynom
f(z) = apa™ + ap_12" 4 4 arr + ag
an der Stelle xp mit minimalem Rechenaufwand folgendes berechnet:

(1) Funktionswert f(xo)
f(z)

Tr—Xxo

(2) Division von f(z) durch den Linearfaktor z — xg, also

(8)  Ableitungen f(x0), f” (o), .., [ (x0)
(4) Taylorentwicklung von f an der Stelle x

Man schreibt die Koeffizienten des Polynoms f(z) in absteigender Reihenfolge

Gn,an—1, - ..,a0 hintereinander (ar = 0 nicht vergessen, falls die Potenz zF fehlt!), schreibt
dann xo vor die zweite Zeile, beginnt die dritte Zeile mit a,, und geht jeweils mit xo mul-
tiplizierend in der durch die Pfeile (siehe Beispiel) angedeuteten Weise vor. Die iiber dem
waagerechten Strich untereinanderstehenden Zahlen sind zu addieren, die Summe ist mit xo
zu multiplizieren, usw.

Beispiel Fiir f(z) = 2® — 2% — 92 + 13 berechne man f(3) und _i(_x;

| HORNER-Schema |

fl@)y=a%—2?2-92+13, 29=3

1 -1 -9 13 +
3 6 —9 +

3.1—3.2——3.(=3)

17 27 =37 [4] = f©3)

Man liest ab:

(1) Schluizahl der dritten Zeile ist der Funktionswert f(zp) hier: f(3) = 4.

(2) Die iibrigen Zahlen der dritten Zeile sind die Koeffizienten des Polynoms
g(x), das man bei Division von f(z) durch den Linearfaktor z — ¢ erhélt

_ flao) . 22’ 0x413 ., 4
m—xo_g(x)+m—mo hier: = =1z +2I_3+x_3'

‘ f(z) ist genau dann ohne Rest durch = — ¢ teilbar, wenn f(xg) = 0 ist. ‘

Das HORNER-Schema l48t sich auch im Komplexen verwenden:
Beispiel
Fiir das Polynom f(z) = 23 — (1 4+1i)2? — (2 — i)z + 2i berechne man f(i) und %
‘HORNERfSchema im Komplexen‘
Z0=1 ! li Z 2—_2|—Z —gz und %:%—2—2.
| 1 -1 -2 0= f@)
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Beispiel
Fiir das Polynom f(z) = 22* — 2® — x — 18 berechne man

£(2), £(2), £7(2), f®(2), fH(2), sowie i(_a;) und die Taylorentwicklung

von f an der Stelle xo = 2 (Umordnung von f nach Potenzen von z — 2).

| Vollstéindiges HORNER-Schema |

2 -1 0 -1 -18 +
Ty =2 4 A6 12 22 +
_ l 2.2_2.3 1)

27 37 6 11 [4]=fF = f@2)=4
o =2 o4 14 40

;0 f'(2)

27 7 20 [51]=157 = f(2)=51
o =2 4 2

2 11 SRl —  f(2)=42-21=84
[L‘0:2 4

(3)

2 Sk ) —  f®2) =153 =90
[L‘0—2

I (4)

Spie —  fW(2)=2.41=48

Man liest ab:

(1) SchluBzahl der dritten Zeile ist der Funktionswert f(zo) hier f(2) =4.

(2) Die iibrigen Zahlen der dritten Zeile sind die Koeffizienten des Polynoms
g(z), das man bei Division von f(z) durch den Linearfakt. z — xo erhilt:
f(x) _ f(20) . 2zt —23—2—18
T—To () + Tr—x hie r—2

(8) Ableitungen:  f/(2) =51, f(2) =84, f'(2) =90, f""(2) = 48.

4
— 3 2 R

(4) Die Koeffizienten der Taylorentwicklung sind die umrahmten Zahlen
des Horner—Schemas:

fl@)= 20*—2®—2-18 =[2](x—2)*+[15](z—2)* +[42](z—2)* +[51 ] (z—2) +[4]

f geordnet nach Taylorentwicklung f umgeordnet nach

Potenzen von x. von f an der Stelle 2.~ Potenzen von (z — 2).

(5) Alle Koeffizienten der Umordnung nach Potenzen von (z — 2) sind > 0,
also: Keine Nullstelle von f ist > 2.

Beispiel (Euklidischer Algorithmus): Man bestimme den gréften gemeinsamen
Teiler ggT (42,9) von 42 und 9, und lése die diophantische Gleichung 42x+9y =ggT (42, 9).

Division mit Rest: FEinsetzen liefert: alle Lésungen der diophantischen

42=4-94+6 3=9-1-6 Gleichung [EM 1, Seite 49-52.]

9=1-6+3 3=9-1-(42-4.9) 42z + 9y = 3 bzw. 14z + 3y = 1 sind:
=2-3 3=-1-42+45-9

= 3 =ggT(42,9). ggT als Vielfachsumme. (z,y) = (=1,5) + m(3, -14), m € Z.
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2 Geometrie

2.1 Winkel, Dreieck, Viereck, n—Eck
Winkel

Umrechnung: Gradmafl — Bogenmafl

Es besteht folgender Zusammenhang zwischen dem
e Winkel a in Grad und der

e Linge b des zugehorigen Kreisbogens am Einheitskreis:

[e]
o b a:%1800, b=1 = a:% ~ 57.296°
b 180° — 7w a . 1°
1 b:18007r, a=1°= b —18007T~0.017
Benutzt man einen Taschenrechner, vergewissere man sich, ob er auf
Winkel im Gradmafl (DEG) oder im Bogenmaf3 (RAD) eingestellt ist.
Werden Parallelen von einer B a1 + 61 = 180° Nebenwinkel
Geraden geschnitten, so sind s o a1 = Qo Scheitelwinkel
je zwei der Winkel gleich oder 61 = (s Stufenwinkel
ergénzen sich zu 180°. B3 a1 = oy Wechselwinkel
Strahlensatz

SA:SC=SB:SD=AB:CD

Kongruenzsitze
Zwei Dreiecke sind kongruent, Berechnung
Sie iibereinstimmen in: Symbol | der fehlenden
wenn sie u ’ Seiten/Winkel
(1) drei Seiten (sss) | Kosinussatz
(2) zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel (sws) | Kosinussatz
(3) einer Seite und zwei Winkeln (wsw) Sinussatz
(sww)
(4) zwei Seiten und dem Gegenwinkel der grofieren Seite | (SsW) | Sinussatz

Ahnlichkeitssitze:

Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn sie iibereinstimmen

(1) im Verhiltnis dreier Seiten,

(2) im Verhéltnis zweier Seiten und dem eingeschlossenen Winkel,

(3) in zwei Winkeln,

(4) im Verhéltnis zweier Seiten und dem Gegenwinkel der grofieren Seite.




