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Uberlagerung von Schwingungen Quadratische Gleichung
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Differentiations— und Integrationsregeln
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1 Grundbegriffe

1.1 Logische Grundlagen, Aussagen

Mathematik ist ohne Logik undenkbar; doch keine Angst, uns reichen hier einfa-
che logische Prinzipien, die sich aus dem gesunden Menschenverstand erklédren.
Mathematik présentiert sich in Aussagen, im Folgenden mit groflen Buchstaben
A, B, ... bezeichnet.

Eine Aussage ist entweder wahr oder falsch — ein Drittes gibt es nicht!
1.1 Beispiele fiir (mathematische) Aussagen:

32 > 23, ist eine wahre Aussage (ist richtig, gilt).

4 ist eine Primzahl, ist eine falsche Aussage (ist falsch, gilt nicht).

Ili)s.glbthtiner.llcllihch 1V1€1€ wahr oder falsch? Ein bis heute ungelostes Problem!

rimzahlzwillinge",

Aus (einfachen) Aussagen kann man weitere (kompliziertere) Aussagen bilden:
Bezeichnung  Symbole Lies ist genau dann wahr, wenn
Negation A nicht A A falsch ist.

Konjunktion ANB A und B A und B wahr sind.
Adjunktion AV B A oder B A oder B wahr ist (oder beide).

Implikation A== B  aus A folgt B A falsch oder B wahr ist 2.
Aquivalenz A<= B A iquivalent B A genau dann wahr ist, wenn B wahr ist.

Belegt man die Aussagen A und B mit Wahrheitswerten w fiir ”wahr” und f fiir
”falsch” | so ergeben sich die Wahrheitswerte der abgeleiteten Aussagen wie folgt:

| 4 | B | 2 | B |arB|lavB|a—Bla—B]
w w f f w w w w
w f f w / w f /
f w w f f w w f
f f w w f f w w
Ist die Aussage A <= B wahr, benutzt man statt ”<=" auch das Gleichheits-
zeichen =" um lingere Aussagen iibersichtlicher zu schreiben.

Statt A dquivalent B, sagt man auch: A und B sind gleichbedeutend.

Bei mathematischen Schliissen werden folgende Regeln haufig benutzt:

IPrimzahlzwillinge sind z.B. 3,5 und 17,19 und 41,43, ...
2Merke: Ist die Voraussetzung falsch, ist jede Implikation (nicht das Ergebnis) richtig!
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Logische Regeln
A=A doppelte Verneinung einer Aussage

(A=DB)=(AVB)=(B=A) _ _ Ersetzen der Implikation
(A«=B) = ((A=B A B=>A)) = (A<=DB) Ersetzen der Aquivalenz

ANB = AVB de Morgan’sche Regel

AV B = AAB de Morgan’sche Regel

A— B = AAB Verneinung der Implikation

A<= B = (ANB)V(AADB) Verneinung der Aquivalenz

1.2 Die Aussage z* > x = (v < 0) V (1 < x) ist gleichbedeutend (dquivalent)

mit der Aussage 0 < x < 1= 2% < x.

Die beiden Aussagen sind von der Form A = B bzw. B = A, sie sind daher
dquivalent.

1.3 Man beweise A =— B = AAB.

|A|Bl|A—=B|A=B|B|AAB]

A = B und A A B haben dieselbe

w | w w f f f
wl| f f w w w Belegung mit Wahrheitswerten,
flw w f f f die Aussagen sind also dquivalent.
f1r w f w f

- S|

”

Héufig enthalten Aussagen die Quantoren ”fiir alle ... ” oder "es gibt ... 7.

Die Negation der Aussage:
"Fiir alle 2 € X gilt die Aussage A(x).” ist offensichtlich:
"Es gibt (mindestens) ein z € X, fiir das A(z) falsch ist.”

Quantoren
Ve e X, A(x) i Fiir alle z € X gilt die Aussage A(z).
es:

dr e X, A(x) ' Es gibt ein z € X, fiir das A(z) gilt.

Vze X, A(z) = FreX, Ax)
Negation: _
dre X, A(z) = VreX, Alx)
14 Man negiere folgende Aussagen:

(a) n>ny=lay| <e
(b) Fiir alle € > 0 gibt es ein ng € IN, so dass fiir alle n € IN A(n,ng) gilt.

(¢) Fiir alle € > 0 gibt es ein ng € IN, so dass fiir alle n € IN gilt:
n > ny = |a,| < €. (Bedeutung?)
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(a)  Die Aussage (n > ng = |an| < €) ist eine Implikation: (B = C). Also:

(B=C) = (BVC) (Ersetzen der Implikation)
BAC (de Morgan)
= BAC (doppelte Verneinung)
Die Negation von (n > ng = |a,| <€) ist also (n>mngA lan| > €).

(b) Ve>03no e INVnelN, A(n,ng) = Fe>03ngeINVnelN, A(n,no)
= Je>0VngeINVnelN, A(n,no)
= Je>0VYno € IN Ine€IN, A(n,ny).

(c) Bedeutung: (a,) ist Nullfolge (siche Seite 330). Formales Negieren ergibt:

Ve>03ng e INVn € IN (n > ng = |an| <¢)

= Fe>0VngeINIneIN (n>ng A lay] >€) = (an) ist keine Nullfolge.
[V -

indirekter Beweis

Man beweist die Aussage A = B, indem man aus der Annahme, dass
die Behauptung B falsch sei, einen Widerspruch herleitet. Das heifft, man
nimmt zur Voraussetzung A noch die Annahme B hinzu und fithrt die Aussage
AN B auf eine der drei folgenden Arten auf einen Widerspruch (Zeichen : #).

ANB = A, also # (Widerspruch zur Voraussetzung A), [1.67]
AANB = B, also# (Widerspruch zur Annahme B), [1.52], [1.53]
AANB = F,also# (F steht fiir eine offensichtl. falsche Aussage), [1.66]

Ergibt sich aus A A B (durch richtige Schliisse) ein Widerspruch (etwas
Falsches), muss A A B falsch sein. Also muB, wenn A richtig ist, B falsch, also
B richtig sein, d.h. aus A folgt B. Klingt kompliziert, ist aber logisch und wird
h&ufig benutzt.

1.5 Man zeige: V2 ist irrational.

Die Aussage ”/2 ist irrational” ist von der Form A = B, wenn man sie als
Kurzform folgender Aussage betrachtet:
” Aus den Rechenregeln fiir die reellen Zahlen folgt, dass v/2 irrational ist.”

Indirekter Beweis:

V2 ist rational, d.h. v/2 schreibt sich in gekiirzter Bruchdarstellung:
2 = g, mit r,s € IN |, ggT (r,s) = 1.

Annahme:

Man schliefit nun folgendermafen:

V2 = g = 252 =r? = 2|r> = 2|r (da 2 Primzahl), etwa r = 2t,
2
— = :%:32:2t2:>2|52:>2|s.
s s

Also 2|r und 2|s = ggT (r,5) # 1 # (zur Annahme). Also ist v/2 irrational.
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1.2 Mathematische Grundlagen, Mengen

Selbst derjenige, der Mathematik nur als Hilfswissenschaft benutzt, benétigt ei-
nige Grundkenntnisse der Mengenlehre. Der Begriff einer Menge ist ein Grund-
begriff der Mathematik, der nicht auf andere Begriffe zuriickgefithrt wird.

Es bedeuten:
x € M : xist Element der Menge M, kurz: z in M.
x & M : xist nicht Element der Menge M, kurz: =z nicht in M.

Es gibt zwei Moglichkeiten, Mengen zu definieren:

M ={a,b,...,c} (Durch Angabe der Elemente).
M ist die Menge, die genau die paarweise verschiedenen Elemente a,b,...,c
enthiilt, wobei es auf die Reihenfolge der Elemente nicht ankommt.

M ={x € X | A(z)} (Durch eine definierende Eigenschaft).
M ist die Menge, die genau die Elemente z € X enthilt, fir welche die Aussage
A wahr ist. Ein "A” in A(z) ersetzt man hiufig durch ein Komma ”,”.

Ist klar, um welche Menge X es sich handelt, schreibt man kurz: {z | A(z)}.

Fiir folgende Mengen benutzt man Standardbezeichnungen:

2

= {1,2,3,4,5,...} = Menge der natiirlichen Zahlen?.

zZ = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} = Menge der ganzen Zahlen.
={z|zelNV—2zeINVve=0}=INU-INU{0}.

= {g |reZNseINAggT(r,s) =1} = Menge der rationalen Zahlen.

5 e
I

Menge der reellen Zahlen, siehe Seite 44.
€ = Menge der komplexen Zahlen, sieche Seite 93.

Beispiele fiir Mengen:

{1} = Menge, die nur das Element 1 enthilt.

Es gibt keine reelle Zahl, deren Quadrat —1 ist.

2
{zeR|a®=—1} Diese Menge enthélt kein Element, sie ist leer.

() = leere Menge = die Menge, die kein Element enthilt.
{0,v2,—V2} = {z e R | 2® =2z}

= Menge der Lésungen der Gleichung 23 — 2z = 0.
{#€IR®|(1,2,3)- & = 4} = Ebene im Raum, siehe Seite 147.
{z€C|z=¢"% 0<p<2r} = Einheitskreis in der komplexen Ebene, Seite 97.

{f1f'(x) =22} ={f | f(x) =2® + ¢, c€R}
= Menge aller Stammfunktionen von 2zx.

3Falls es zweckméBig ist, betrachtet man auch 0 als natiirliche Zahl!
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Man spricht von einer endlichen oder unendlichen Menge, je nachdem die An-
zahl der Elemente der Menge eine natiirliche Zahl ist oder nicht. Hier ist zweck-
miéBigerweise 0 eine natiirliche Zahl, sonst wire (nach unserer Definition) die
leere Menge unendlich!

1.8 {n € 1IN |2" < n?} ist eine endliche (einelementige) Menge, néimlich {3}.
{r €eR |sine =0} ={z |z =kn, k€ Z} ist eine unendliche Menge.
Bezeichnung Lies Bedeutung
ACB A Teilmenge von B reA=z€B
ACB A echte Teilmenge von B ACB AN A#B
A=B A gleich B r€EA<—zeB
AUB Vereinigung von A und B ={z|x€ AVz e B}
ANB Durchschnitt von A und B ={z|x€ ANz € B}
A\ B Differenz von A und B ={z|x€e ANz ¢ B}

Veranschaulichung mittels sogenannter Venn-Diagramme:

< O C
M N MUN MNN M\N MUN\MNON

symmetrische Differenz

Fiir die symmetrische Differenz gilt: MUN\MNON=(M\N)U(N\M).

Rechenregeln fiir Mengen
AN(BUC)=ANB)UANC)und AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
ACB «— AUB=B «<— ANnB=A.
Sind A, B Teilmengen der Menge X, dann gilt:
ANB=( < ACX\B <= BCX\A

{ X\(AUB) = (X\A)Nn(X\ B),

de Morgansche Regeln X\(ANB) = (X\A)U(X\B).

Gleichheit von Mengen
A:B<:>((xeA:>x€B)/\(x€B:>x€A))<:>(A§B/\B§A).

Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn jedes Element der einen Menge zu
der anderen gehort und umgekehrt.

Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn die eine Menge Teilmenge der an-
deren Menge ist und umgekehrt.
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(a) Man zeige: ACB < AUB=B.

(b) Man zeige die de Morganschen Regeln:
X\(AUB) = (X\A)N(X\B),
X\(ANB) = (X\AU(X\B).
Die Aquivalenz kann man durch zwei Implikationen ersetzen: Man spricht von
einem Beweis ”in zwei Richtungen”:
(1) 7= ,Beweisvon AC B=— AUB = B:
Unter der Voraussetzung A C B ist die Gleichheit AU B = B zu zeigen:

receAUB=>xc ACBVxeB=x€eB,also AUBCRB
reB = rec AUB ,also BCAUB

(2) "«<=" ,Beweisvon AUB=B = ACB:
Unter der Voraussetzung AU B = B ist zu zeigen, dass A C B ist:
r€ A=z € AUB = B. Also ist jedes Element von A in B, also ist A C B.

Durch (1) und (2) ist gezeigt: A C B <= AUB = B.

}éAUBB.

r€X\(AUB) < ze€XAx¢ (AUB)
reXN(xg¢g ANz ¢ B)
xeXhNe¢gAN(rzeXNz¢B)
ze(X\A)N(X\B).
reXANxé¢ (ANB)
reXN(xg¢ AVar ¢ B)
xeXNhNx¢gA)V(rzeXANz¢B)
ze(X\A)U(X\ B).

zeX\(ANB)

rrer e

Es seien A, B, C' folgende Teilmengen von IR:
A={z|2<z<1},B={a||z|<1},C={z|z(x+2)(x—1) =0}.
Man bestimme ANB , ANBNC,An(BUC),(ANB)U(ANC).
ANB=B. Esist C ={-2,0,1} und folglich: —a 5,
- -2 1
ANBNC=BN{-2,0,1} = {0} und B
- f 3 t—>
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)=BU{0,1} -1 1
={z|-1l<z<1}. c
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Héufig benutzte Teilmengen von IR sind die Intervalle. Man veranschaulicht sie
auf der Zahlengeraden und unterscheidet folgende Typen:

Beschriankte Intervalle:

abgeschlossenes Intervall,
—7F = <z< :
a b v b ={zr]a<z<b} die Randpunkte gehoren dazu.

v Jab={z|a<z<b}: offenes Intervall,
3 bE e " die Randpunkte gehoéren nicht dazu.

v Jab{={r|a<z<bl: linker Randpunkt gehort dazu,
—[—F>a ’ T = " rechter Randpunkt gehért nicht dazu.

Ja.b = {z|a <z <b): linker Randpunkt gehort nicht dazu,
—I— Hb TGO = AT AS TS0 hter Randpunkt gehort dazu.

Unbeschrinkte Intervalle:

} — 00, OO[ = R

]R’ = 07 = > 0
| —oo,b] = {z|z<bl spegiell: " 10,00[ = {z | z > 0}
R>o = [0,00[ = {z | z > 0}

la,00[ ={z|x>a}

Schreibweisen: Wenn keine Missverstindnisse — z.B. mit dem geordneten Paar
(a,b), siehe Seite 23 — zu befiirchten sind, schreibt man auch:

la,b[= (a,b) , ]a,b] = (a,b] usw. und skizziert: — y— statt —3 [— usw.
a b a b

1.3 Vollstidndige Induktion

Der stufenweise Aufbau der reellen Zahlen IR beginnt mit der unendlichen Menge
der natiirlichen Zahlen IN = {1,2,3,...}:

INCZcCc@QcCIR.

Das Axiomensystem von Peano fiir die natiirlichen Zahlen enthilt das

Enthélt eine Teilmenge A C IN die Zahl 1

wichtige Induktionsaxiom: und mit jedem k auch k+1, dann ist A = IN.

Will man nun zeigen, dass eine Aussage A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen richtig
ist, muss man beweisen, dass die Aussage fiir 1 richtig ist und dass sie, falls sie
fiir k richtig ist, auch fiir k + 1 richtig ist.*

4Dann gilt sie fiir 1 und, da fiir 1, auch fiir 2, da fiir 2 auch fiir 3, usw.
Das Induktionsaxiom besagt, dass man so alle natiirlichen Zahlen erh&lt und die Aussage
folglich fiir alle natiirlichen Zahlen richtig ist.
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Vollstéandige Induktion

Ist A(n) fiir jedes n € IN eine Aussage iiber die natiirliche Zahl n und sind die
beiden folgenden Aussagen richtig:

| formal
1) Die Aussage gilt fir 1. 1) A1)
2) Gilt die Aussage fiir k, so auch fiir k + 1. 2) A(k) = A(k+1)

Dann gilt die Aussage A(n) fiir jede natiirliche Zahl n € IN.

Fiir jede natiirliche Zahl n gilt: 14+2 4 -+ +n — "("; D) -
1) Die Aussage gilt fiir 1: 1= 1(1;_ 1) ist offensichtlich richtig.
2) Gilt die Aussage fiir k, ist also 1 +24---+ k= k(k;1)7 so folgt:
ok (e 1) = REED oy gy R0 (RH1)(h42)

Also gilt die Aussage fiir 1 und — falls sie fiir k£ gilt — auch fir k£ + 1.
Obige Aussage gilt also fiir alle natiirlichen Zahlen.

Ist + > —1, so gilt (1+x)™ > 1+ nx fiir allen € IN. (Bernoullische Ungl.)
1) A(1): 14z > 1+ x ist richtig.
2) A(k) = Ak+1): z>-1A1+2)*>1+kr =
(1+z) = 1+2)fQ+2) > QA+ka)1+2) =1+ (k+ Dz +ka? > 1+ (k+ 1)z,

da kz? > 0 ist. Damit ist die Bernoullische Ungleichung bewiesen.

Fiir n > 5 ist 2™ > n?2.
Hier ist eine Aussage fiir alle n > 5 zu beweisen. Man verfihrt analog wie oben:
1) A(5): 32=2°>5%2=25 = die Aussage gilt fiir n = 5.
2) Fir k> 5 gilt: A(k) = A(k+1):
kE>5A2F > k2 = 2kl =2.2F > |2 4 k2 (ﬁ) kK2 +2k+1=(k+1)2
(x) Benutzt wird 1.55(a): n >3 = n? > 2n+ 1.
Gilt die Aussage also fiir ein k > 5, so gilt sie auch fiir k 4 1. Fertig.

Auf den Induktionsanfang, d.h. auf den Nachweis, dass A(1) oder A(ng)
richtig ist, darf nicht verzichtet werden! Der Induktionsschritt, d.h.
A(k) = A(k+1) ldsst sich auch fiir die offensichtlich falsche Behauptung

1
n(n+1) durchfiihren, siehe 1.11:

1+2+4 - +n<

k(k+1 k+1)(k+2
1+2+~-~+k<(T) = 1+2+~~~+k+(k+1)<%,

Gilt die Aussage fiir k, so auch fir k£ + 1. Natiirlich findet man keinen Indukti-
onsanfang, denn die Aussage gilt wegen 1.11 fiir keine natiirliche Zahl!

Weitere Beispiele zur vollstindigen Induktion: 1.55 — 1.58 auf Seite 40 — 42 ‘
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(a) Sind x1,...,x, positive Zahlen und ist H xr = 1, so gilt Zxk >n.

k=1 k=1
(b)  Fiir das harmonische, geometrische und arithmetische Mittel positiver
Zahlen gilt h<g<a: % < vara, < W.

a1 ++a -
Fiir n = 1 ist die Aussage offensichtlich richtig.

Ist die Aussage fiir n richtig und ist z; - - -z, - 41 = 1 so ist nach
Voraussetzung 1 + -+ + Tp—1 + Tn - Tt >N
und also x1 + -4+ Zp + Tpy1 >N+ Ty + Tpt1 — Ty - Tt >0 4 1.
Beweis (x): n+ &p + Tpi1 — Tp - Ty 20+ 1 <= (1 —2p41) > 1 — 2py1.
Fall 1:  Alle ; sind gleich 1. Dann gilt 2,(1 — 2p41) > 1 — Tpt1.
Fall 2:  Nicht alle x; sind gleich 1. Es gibt ein z; < 1 und ein z; > 1.
Sei &, > 1 und zp41 < 1. Dann gilt z,(1 — xp41) > 1 — Tppq.

n
Seip:=aj---a, und x := s—\/’%. Dann ist H z = 1 und nach (a) gilt:
k=1

n
Z TE = Z Lk > oalso War-an < - (a1 + -+ + ay). Fiir die Kehrwerte

n/1 l 1 n
gllt —an o an =( ” ):> vay - a, > 1 Iy +

Alternativer Beweis fiir g < a (Interessante Anwendung des Induktlonsbewelses):
Benutzt wird, dass mit k auch 2* gegen Unendlich geht. Der Beweis gliedert sich
in zwei Teile:

(1)  Durch v.I. zeigt man, dass die Aussage fiir alle n = 2% gilt.

(2) Dann zeigt man: Gilt die Aussage fiir n, so auch fiir n — 1.

Man {iberlege, dass so obige Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen gezeigt ist!

Fir n =1, also k = 0 ist die Aussage offensichtlich richtig.

Man benétigt im Laufe des Beweises die Aussage fir n = 2: Va-b < GT—H):
va-b < a_+b <= 4dab < a?® + 2ab + b? < 0 < (a — b)?, richtig fiir a,b € IR.

a1+ +a ok

Ist nun 2\/77 - -agr < — a2, so gilt:
k41 k k
2 /al‘.‘a2k+1 :\/2/a1.‘.a2k+1 :\/2\/a1‘.‘a2k.2\/a2k+1.‘.a2k+2k

< \/a1+...+a2k a2k+1+"'+a2k‘+2k

2k ' 2k
a1+...+a2k a2k+1+'“+a2k+2k
3 + k ai+-+a
< 2 5 2 (da Vab < GT—H) ist)= ITJAQM

Also gilt die Aussage, falls n irgendeine Potenz von 2 ist.
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ai+-- +an , so gilt die Aussage auch fiir n — 1, denn

Ist Way---a, <

1
n 1 1 1—&-—”71 )
"*1/a1 Q1 = ai-- - Qp_1- (al . an—l)nil , da m = 0 1st.
a1+t YA
o nach Voraussetzung.

Also gilt (n—1)rVar - an—1 <a1+-+an_1,

a1+-+an_1

und folglich  »Va; - a,—_1 < pry

Damit ist obige Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen bewiesen!

1.4 Kartesische Produkte

Sind A und B Mengen und ist a € A und b € B, so nennt man (a,b) ein geord-
netes Paar. Bei einem geordneten Paar (a,b) ist im Unterschied zu der Menge
{a,b} die Reihenfolge wesentlich.

Es ist (a,b) = (¢,d) <= (a = ¢ Ab = d). Also ist im allgemeinen (a,b) # (b, a),
wihrend fiir die beiden Mengen gilt: {a, b} = {b, a}.

Ax B:={(a,b)|ac ANDbe€ B}
heiflt kartesisches Produkt der Mengen A und B.

Entsprechend definiert man A; x --- x A,,, das kartesische Produkt der Mengen
Ay, -+, Ay, als Menge der geordneten n—Tupel (as,- -, ay).

Man bilde das kartesische Produkt von A = {1,2} und B = {a, b, c}:

AxB ={(z,y) | x € {1,2}Ay € {a,b,c}} = {(1,a),(1,)),(1,¢),(2,a),(2,D),(2,¢)}.
Beispiele kartesischer Produkte:

IR?>:=TR x IR = {(z,y) | * € IR, y € IR} ist die x, y-Ebene.

IR? :=IRxIRxIR = {(z,9,2) | * € R,y € IR, z € IR} ist der dreidim. Raum.

[1,3] x [1,2] = {(z,y) € IR* | 1 <2 <3, 1 <y < 2} ist ein Rechteck im IR?.

(0,13 = {(2,9,2) | 0<z<1, 0<y<1, 0< 2<1} ist der Einheitswiirfel im IR>.

{0,133 = {(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1), (1,1,0), (1,0, 1), (0, 1,1), (1,1, 1) } ist

die Menge der Eckpunkte des Einheitswiirfels im IR,
Yy z AR

2 W7 ek ) Ly

1 1
1 3z IO 1 T 0 1 T
[1,3] x [1, 2] [0,1)? {0,1}3
Rechteck Einheitswiirfel Ecken des Einheitswiirfels
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1.5 Abbildungen, Funktionen

Der Begriff der Abbildung oder Funktion ist &hnlich grundlegend wie der Begriff
der Menge und wird hier nur erldutert.

Sind A, B zwei Mengen, so versteht man unter einer
Abbildung, Funktion f von A nach B, geschrieben: f: A — B

eine Vorschrift, die jedem = € A genau ein y € B zuordnet.

Man schreibt f : x — y oder y = f(z) und nennt:

A Definitionsbereich oder Definitionsmenge,

f(A) Bildmenge oder Wertebereich oder Wertevorrat,

x unabhingige Veridnderliche (Variable) oder Argument,
Y abhingige Verinderliche (Variable),

y = f(x) Funktionsgleichung.
Ist A” C A und B’ C B, so definiert man:

f(4) :={ye B|esgibteinz € A’ mit y= f(x)} Bildmenge von A4’,
f7YB) ={zxecA|f(x)e B} Urbildmenge von B’.
Beachte:

f~! ordnet Teilmengen von B Teilmengen von A zu, ist jedoch i.A. keine Ab-
bildung von B nach A (siehe jedoch: Umkehrabbildung f~*, falls f bijektiv ist,
Seite 30).

Man spricht von einer ”Funktion f” oder einer Funktion ” f(z)” oder auch von
einer Funktion "y = f(x)”, z.B. von der Sinusfunktion oder der Funktion e* oder
von der Funktion y = v/z .

Es sei f : IR — IR definiert durch f(z) = x2.

Man bestimme die Bildmengen von IR, IR>q, [—1,2] und | — 1, 2],

sowie die Urbildmengen von IR, IR>q, [—2, 1] und 0, 1].
f(IR>:f(IR20>:IR20 3 f([_172]):f(]_172]):[074}
fHR) = f7H(Rx0) = IR, f7H([-2,1]) = [-1,1], f71(J0,1]) = [-1, 1]\ {0}.

-
Gleichheit von Abbildungen (Funktionen)
f: A—B A=0C,
und sind gleich (f = g) <= B = D und
g: C—D f(z) = g(x) fir alle x € A.

Damit zwei Funktionen gleich sind, miissen sowohl die Definitionsbereiche, als auch
die Wertebereiche und (natiirlich) die Funktionswerte fiir alle x aus dem gemeinsamen
Definitionsbereich gleich sein !

Man sagt auch, f und g sind identisch gleich: f =g.
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1.19 Welche der folgenden Funktionen sind gleich?
R—IR R\ {0}—IR R\ {0, 1} =R R\{1}— IR
f: szag: szah: I2ak: T~ —T -
T— """ Tr—
T z—1
Keine zwei der angegebenen Funktionen sind gleich!
Aber: Ist A C TR\ {0,1}, so stimmen alle Funktionen auf A iiberein!

Die Angabe von Definitionsbereich und Wertebereich einer Funktion ist wichtig,
jedoch manchmal l&stig. Folgende Verabredung erleichtert die Arbeit:

Definitionsbereich und Wertebereich
Ist der Definitionsbereich einer Funktion nicht angegeben, ist verabredungs-
gemif der grifitmdgliche Definitionsbereich in IR gemeint.

Ist der Wertebereich einer Funktion nicht angegeben, ist verabredungsgeméf
die Bildmenge f(D) des Definitionsbereiches gemeint.

1.20 Man bestimme den Definitionsbereich D und Wertebereich f (D) folgender
Funktionen. Skizze?
2z, 23—z, €*, Inz, tanx, arctanz, %, %, ﬁ, a:%—i-l’ In |z|, |lnz|, |ln|z||
Ay
Funktion Definitionsbereich ~ Wertebereich
D f(D)
2z R R
3 —x R R
e” R m>0
Inz IR~o R
tanz R\{37+hkr|keZ} R
arctan IR ],g’g[
1
1 IR\ {0} R\ N/ e,
-1
= IR\ {0} {1} 1 =
z -1 AY
== R\{-11}  R\]-10] ¢
| I lall L 1)
In || IR\ {0} IR -1 1 "
|1n QZ| ]:R>0 RZO Inz
In|z| \|/ In]|z|
| In || IR\ {0} IR>o
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Ay

Eine Funktion f: A — B, wobei A, B C TR sind®, heit P
monoton wachsend, wenn fiir alle x1,z2 € A gilt: V4

T < oy = fx1) < fa2), f monoton wachsen

Y
streng monoton wachsend, wenn fiir alle z1, x5 € A gilt: I/
1 < Ty — f(.’171) < f(l‘g) -~
/ [ T

Entspechend wird (streng) monoton fallend definiert.

i3
d

f streng mon. wachsend

Man untersuche y = x? auf IR, IR<q, IR>¢ auf Monotonie.

y = 22 ist auf IR offensichtlich nicht monoton! 4y
y = 2% (x < 0) ist streng monoton fallend, o
denn (Rechnen mit Ungleich. Seite 47): y=a
a<b<0=a%>ab>b> = a® > b?. Ebenso zeigt man:
x

y = 2% (z > 0) ist streng monoton wachsend, siehe auch [2.31].

Die konstante Funktion f(x) = ¢ ist sowohl

Beachte:
monoton wachsend als auch monoton fallend!

Eine Funktion f : A — B heifit beschrinkt,
wenn es eine Zahl S € IR (Schranke) gibt, mit |f(z)| < S fiir alle z € A.

Die reelle Funktion f ist also genau dann beschrdinkt, wenn die Funktionswerte

in einem beschrénkten Intervall liegen, z.B. im Intervall [—S, S].
Die Funktion y = %, x > 1 ist beschréankt. 3

r>1=0<2<1=0<2<3 also |2 <3 firallex>1

Oder: f(z) = % ist fiir > 1 positiv und monoton fallend, also
liegen alle Funktionswerte zwischen 3 = f(1) und 0, also ist f beschrinkt.

-

Ist A C IR bzw. A C IRQ, so nennt man f : A — IR eine reelle Funktion einer
bzw. zweier (reeller) Verdnderlicher. Diese Funktionen lassen sich bekanntlich
als Kurven in der (z,y)-Ebene bzw. als Flichen im (x,y, z)-Raum darstellen
(veranschaulichen):

Man stelle die Funktion f : [~1,2] — IR mit f(x) = 2? als Kurve in der
(z,y)—Ebene dar. Ay
1
Schreibweisen fiir diese Funktion: f : { =12 = 113
T — T
kurz: f(x) =22 oder y=2?% fir —-1<z<2. y=1>

Die zugehorige Kurve in der (z,y)-Ebene,
d.h. der Graph der Funktion, ist die Menge:
{(z,y) |z e [_172]792332}7 11

also ein Teil der Normalparabel y = 2.

3Wichtig, da IR im Gegensatz zu € geordnet ist.



