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Vorwort

Die Mathematik ist fiir den Naturwissenschaftler das universelle Werkzeug,

,---denn die Mathematik ist die Grundlage alles exakten naturwissenschaftlichen

FErkennens*

(David Hilbert, dt. Mathematiker, 1862-1943).

Dem Erlernen der Anwendung des Werkzeugs gilt daher eine besondere Aufmerksam-
keit. Wie so oft steht die Erkenntnis der Notwendigkeit gepaart mit der Motivation
des Anwenders im Vordergrund. Ist das erklarte Ziel, physikalische Zusammenhénge
mittels der Mathematik zu beschreiben, so ist hierzu nicht notwendigerweise eine ma-
thematische Strenge vonnoten.

Wohl diirfte die Anwendung einer mathematischen Strenge diesem Anliegen kontrapro-
duktiv gegeniiberstehen. Des Weiteren gilt zudem der Godel’sche Unvollstédndigkeits-
satz der Mathematik, welcher sogar der Mathematik selbst ihre Schranken zeigt.
Erfahrungsgeméf ist ein Bestreben der Anwender zur mathematischen Strenge dann
zu beobachten, wenn diese von der Mathematik und deren Moglichkeiten {iberzeugt
und begeistert sind. Aus diesem Grund sollte der mathematischen Strenge zu Beginn
nicht die hochste Prioritédt eingerdumt werden. Mathematik lebt aus der Freude ihrer

Anwender und Anwendungen!

,» Bs ist unmdglich, die Schonheiten der Naturgesetze angemessen zu vermitteln, wenn

jemand die Mathematik nicht versteht. Ich bedaure das, aber es ist wohl so“

(Richard Feynman, Physiker und Nobelpreistriager, 1918-1988),

denn
»Das Buch der Natur ist in der Sprache der Mathematik geschrieben®

(Galileo Galilei, 1564-1642).



Taschenrechner, Papier, Bleistift und Radiergummi in Kombination mit Kaffee bilden
eine gute Basis.

Das universelle Werkzeug der Elektrotechnik ist die Mathematik. Mit ausgew&dhlten
mathematischen Methoden werden ebenso ausgewéhlte Themengebiete der Elektro-
technik bearbeitet. Die Bearbeitung erfolgt durch Vorstellen der Grundlagen, Aufga-
benbeschreibung und ausfiihrliche Aufgabenlosung. Aus dem Vorgehen resultiert auch

die Zielgruppe der Leser. Diese sind aus Sicht des Autors:

e Studierende der Ingenieurwissenschaften, welche naturwissenschaftliche Themen-

stellungen mittels mathematischer Methoden bearbeiten méchten.

e Softwareingenieure, welche Differenzialgleichungen in Matrizenform in Mikropro-

zessoren implementieren méchten.
e Simulationsingenieure, die gerne mal ,was zu Fuf3“ nachrechnen méochten.

e Messtechnikingenieure, welche einen Messwert von einem Ort bendtigen, an wel-
chem kein Sensor adaptiert werden und fir diese Stelle nur gerechnet werden

kann.

e Mathematikerschrockene, bleich im Gesicht, iiberlebt und es nun nochmals mit

Mathe probieren mdochten.
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Da unsere Wissenschaft spiegelbildlich aufgebaut ist, lohnt sich beispielsweise das ver-
tiefte Einarbeiten in eine wissenschaftliche Disziplin. Hier sei vorzugsweise die Elek-
trotechnik empfohlen. Durch Auswechseln der Koeffizienten einer Differenzialgleichung
erobert sich der begeisterte Leser dieses Buches eine weitere wissenschaftliche Diszi-
plin (daher die Verwendung des Begriffs ,spiegelbildlich®). Wer beispielsweise elek-
trische Netzwerke (Maschen) 16sen kann, kann demzufolge auch thermische, magneti-
sche, mechanische und hydraulische Netzwerke 16sen. Die mathematischen Grundlagen
umfassen Rechenregeln, Definitionen, Matrizen, gewohnliche und partielle Differenzi-
algleichungen sowie Koordinatensysteme. Sie bieten den Zugang zum Verstandnis der
gewahlten mathematischen Methoden und Anwendungen in der Elektrotechnik. Eine
elementare Anwendung in der Elektrotechnik bildet der LCR-Schwingkreis, welcher mit
Differenzialgleichungen beschrieben wird und dessen Eigenschaften vorgestellt werden.
Die Bildung des inneren Produkts zur Losung von Differenzialgleichungen haben die
Integraltransformation, die Momentenmethode und die Green’sche Methode gemein-
sam. In die beiden zuletzt genannten Methoden wird ausfithrlich mit Hilfe von Beispie-
len eingefiihrt. Mit der Momentenmethode erfolgt die Uberleitung zur Finite-Element-
Methode (FEM) und Finite-Differenzen-Methode (FDM) anhand von Anwendungs-
beispielen. Anhand der Momentenmethode wird zudem in die Eigenwertproblematik
eingefithrt. Die Entwicklung von unendlichen Reihen durch wechselweise Anwendung
des Durchflutungs- und des Induktionsgesetzes fithrt auf Besselfunktionen sowie auf
das Phénomen der Feldverdriangung mit Wirkung der Stromverdrangung im Leiter.
Ausgewihlte Normen sollen dem Leser Hinweise zur Erstellung von wissenschaftlichen
Dokumentationen liefern. Es sei noch ein Hinweis zur erweiterten Nutzung des Buches
gestattet: Neue Ubungsaufgaben lassen sich durch einfaches Abéndern der gestellten
und bereits gelosten Originalaufgabe generieren. Die Abdnderung der Originalaufgabe
soll in der Weise vorgenommen werden, dass deren Losung bereits im Voraus bekannt
ist. Damit besteht die Moglichkeit, die Ergebnisse zu vergleichen und die Einarbeitung

weiter zu vertiefen. Denn immer gilt
,, Unsicher sind die Berechnungen der Sterblichen

(Weisheitsliteratur).

Mit freundlichen Griiflen
der Autor
im Herbst 2021
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Kapitel 1

Erforderliche mathematische

Grundlagen

Die zur numerischen Losung von Differenzialgleichungen erforderlichen Grundlagen
sind in diesem Kapitel zusammengestellt worden. Diese beinhalten im Wesentlichen
Matrizen, Definitionen und Klassifikationen von Differenzialgleichungen sowie Anfangs-
und Randwertaufgaben und Vektoroperatoren. Hierzu besonders zu empfehlende Lite-
ratur sind [3], [51] sowie [57].

1.1 Matrizen

Die Matrizenschreibweise fasst die Berechnungen mit Funktionen zusammen und erhht
damit die Ubersicht. Hierzu vergleichbar fasst ein Vektoroperator Ableitungen zusam-
men, welche mit einem einfachen Symbol (Nabla-, Laplace-Operator) gekennzeichnet
werden. Die Matrizenschreibweise (Matrizengleichungen) ermdoglicht mittels den in der
Literatur bekannten Losungsverfahren die numerische Losung von linearen Gleichungs-
systemen. Daher erhalten Matrix und Matrizen eine besondere Aufmerksamkeit. Hier
werden ausgewihlte Matrizenoperationen vorgestellt. Diese beinhalten die erforderli-
chen Matrizen-Rechenregeln, die Invertierung, Multiplikation einer Matrix, Matrixty-
pen sowie Determinantenberechnungsregeln u. a. m. Als empfehlenswerte Literatur sei
hier auf [51], S. 268 fI. und [27], S. 12 {f. (Zufallsmatrizen — Neue universelle Gesetze)

verwiesen.



2 Erforderliche mathematische Grundlagen

1.1.1 Rechenoperationen mit Matrizen

In Tab. 1.1 werden die wichtigsten algebraischen Axiome zusammengefasst.

Tabelle 1.1: Zusammenfassung der wichtigsten Rechenregeln

Assoziativgesetz A (BC) = (AB) C
Distributivgesetz | A (B+C) = AB + AC
(A+B)C = AC + BC
Transponieren (AB)T =B? AT

Man beachte, dass die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist, was

bedeutet.

1.1.2 Addition und Subtraktion zweier Matrizen

Zwei Matrizen gleichen Typs werden addiert oder subtrahiert, indem man ihre entspre-

chenden Elemente addiert oder subtrahiert:

miti=1,2,3,....,mund k =1, 2, 3, ..., n und C die Summen- oder Differenzmatrix.

Addition und Subtraktion sind nur fiir Matrizen gleichen Typs (m,n) definiert.

1.1.3 Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar

Die Multiplikation einer Matrix mit dem Skalar A erfolgt durch Multiplikation eines

jeden einzelnen Matrixelementes mit dem Skalar

ay; Ay ... QAim A a1 A aig ... A A1m

a1 A2 ... )\CLQl /\a22

Al Ap2 oo Opm Alpt A Gpa ... A Gum



1.1 Matrizen 3

Bei der skalaren Multiplikation findet das Assoziativgesetz und Distributivgesetz An-

wendung, da A = «a-foder A\ = a + f gleichermafen sein kann.

1.1.4 Quadratische Matrix

Quadratische Matrizen besitzen die gleiche Anzahl von Zeilen und Spalten, d. h. m =

n mit

a1l a2 ... Gip
a21  A22

A = An,n =
Ap1 Ap2 ... Qpp

Beispiele fiir quadratische Matrizen sind die Diagonalmatrizen, die symmetrischen Ma-

trizen, Normalmatrizen, hermitesche Matrizen und die Einheitsmatrizen.

1.1.5 Einheitsmatrix

Die Einheitsmatrix E ist eine Diagonalmatrix, in welcher alle aulerhalb der Hauptdia-

gonalen liegenden Elemente verschwinden

0 ... 0
0 0

E =
0 0 1

und a; = 1 ist. Die Einheitsmatrix wird gelegentlich auch als Identitdtsmatrix bezeich-
net. Die Einheitsmatrix ist eine quadratische Matrix. Sie ist trotz ihrer Schlichtheit
bedeutend. Beispielsweise ist das Ergebnis einer Multiplikation von der Einheitsmatrix

mit einer Matrix wieder die Matrix selbst.

1.1.6 Determinante

Die Determinante erlaubt die Untersuchung von Matrizen nach , Mustern“, beispiels-
weise zur Untersuchung von Ldsungen von Differenzialgleichungen (siehe hierzu die
Wronski-Determinate). Determinanten werden von quadratischen Matrizen berechnet.

Die Determinante einer 2-reihigen, quadratischen Matrix A = (a;) ist die reelle Zahl



4 Erforderliche mathematische Grundlagen

a a
det A = 11 12

= @11 G22 — Q12 A21-
az1 A2

Eine Determinante wird mit einem Skalar A\ multipliziert, indem die Elemente einer

einzigen Zeile mit dem Skalar multipliziert werden:

)\an /\a12
Adet A =\ = Nan azp — Aap a.

@21 a2

Unter der Determinante einer quadratischen (3,3)-Matrix A = (a;;,) versteht man die
Zahl

ajp a2 a13

det A = 91 Q22 Q93
az1 Gz2 A33

Die 3-reihige Determinante wird nach der Regel von Sarrus

det A = a11092033 + a1203031 + Q13021032 — A13022031 — G11023032 — U12021033
berechnet. Eine Determinante nimmt den Wert Null an, wenn

e alle Elemente gleich Null sind,

e zwei Zeilen oder Spalten gleich sind,

e zwei Zeilen oder Spalten zueinander proportional sind,

e cine Zeile oder Spalte als Linearkombination der iibrigen Zeilen oder Spalten

darstellbar ist.

Ein Beispiel hierzu ist

16 3 2 13
5 10 11 8
det D = = —816
9 6 7 12
4 15 16 1

die Determinante des Diirer-Quadrates aus seinem Kupferstich MELENCOLIA I
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at

1.1.7 Unterdeterminante oder Minor

Werden bei einer n-reihigen Determinante m beliebige Zeilen und m beliebige Spalten
gestrichen, so entsteht eine (n — m)-reihige Determinante, die als Unterdeterminante
(n —m)’ter Ordnung oder Minor bezeichnet wird. Ein Beispiel hierzu ist die Determi-
nante A, deren Minor M, 5 gesucht wird. Dieser wird durch Streichen der ersten Zeile

und zweiten Spalte erreicht:

—4
=33 - (-4-1) = 13.

Unterdeterminanten werden beispielsweise zur Berechnung der inversen Matrix erfor-

derlich und bilden die Vorstufe zur Berechnung der Adjunkte.

1.1.8 Adjunkte oder algebraisches Komplement

Die Adjunkte oder das algebraische Komplement A,q4 entsteht durch Unterdetermi-
nantenbildung der Matrix A nach der in Abb. 1.1 dargestellten Vorgehensweise. Eine
anschlieBende Multiplikation der Elemente mit dem Vorzeichen (—1)"*, der i-ten Zeile
und k-ten Spalte, welche in der Abb. 1.1 fettgedruckt dargestellt sind sowie das Trans-

ponieren fithrt zur Adjunkte A,q4 der Matrix A.

2 0 1 2 0 1 2 0 1
3 2 —4 3 2 —4 3 2 -4
10 3 \1. 0 3 1 0 3
2 0 1
det || det |\ | det| |\ M3 2 -4
AT 003
+®6 - B + (42
Ag4 =1 -0 + 5 -0
a 2 0 1
+(=2) - (-11) + @ jdet] {5 , _,
10 3

Abbildung 1.1: Vorgehensweise zur Entwicklung der Adjunkte



