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Vorwort

Vorwort zur fiinften Auflage

Das vorliegende Lehrbuch soll Thnen, liebe Studienanfingerinnen und -anfinger der
Wirtschaftswissenschaften, eine Einfiihrung in die mathematischen Grundlagen der
Analysis und linearen Algebra geben. Es kann entweder als Begleitlektiire einer ein-
bis zweisemestrigen Einfiihrungsveranstaltung in die Wirtschaftsmathematik genutzt
und dann ,linear* gelesen werden oder verschiedene Teilveranstaltungen unterstiitzen,
wobei die inhaltlichen Abhéangigkeiten in Abbildung 0.1 beriicksichtigt werden sollten:

Die ,,Analysis in einer Variablen® wird in den Kapiteln 2 bis 9 behandelt.

Die ,Lineare Algebra® ist Gegenstand der Kapitel 10 bis 13. Fiir Abschnitte 12.4
und 12.5 sollte man sich etwas mit der Betragsfunktion und den trigonometrischen
Funktionen auszukennen und ggf. Abschnitte 6.4 und 6.5 erarbeiten.

Die ,,Analysis in mehreren Variablen® ist Thema der Kapitel 14 und 15 und erfor-
dert die die Kenntnis von Ableitungen in einer Variablen - empfehlenswert ist es
deshalb, zuvor die Analysis in einer Variablen erarbeitet zu haben. Bei Aussagen zu
Ableitungen, die Vektoren oder Matrizen verwenden, sollte man die entsprechen-
den Notationen aus Kapitel 12 und 13 kennen. Die meisten Aussagen werden aber
explizit auch fiir Funktionen von zwei Variablen ohne Matrix- und Vektorkalkiil
formuliert und anhand von dazu passenden Beispielen besprochen.

Meine Erfahrung mit Studierenden im ersten Semester zeigt, dass elementare Themen
wie Terme und Gleichungen sowie deren Umformungen — alles in allem unerléssliche
Basiskompetenzen fiir die Themen der Analysis und linearen Algebra — in der Schule
oft nicht explizit behandelt geschweige denn ausreichend gelibt wurden:

Zum einen mogen landesspezifische Unterschiede in den inhaltlichen Vorgaben sowie
in der Unterrichtsdurchfiihrung fiir diese Defizite verantwortlich sein.

Studierende, die Mathematik ,,nur* als Grundkurs oder nicht einmal als Abiturfach
hatten, bringen oft besonders wenig Grundlagenkenntnisse mit ins Studium.

Schliellich scheint auch der iiberzogene Gebrauch von CAS-Rechnern in der Schule
dazu zu fithren, dass die genannten Grundkenntnisse vernachlassigt wurden und an
der Universitdt erst mithsam erarbeitet werden miissen.

Neben dem unmittelbaren Nutzen dieser Grundkenntnisse, aber auch anderen der im
Lehrbuch behandelten Themen, werden Sie spéter feststellen, dass die hartnéckige
Beschiftigung mit den sehr oft unangenehm komplexen Begriffen und Methoden Thr
Abstraktionsvermogen auch dann im Studium unterstiitzt, wenn es einmal nicht priméar
um mathematische Anwendungen geht.

Wenn Sie sich jetzt moglicherweise in einer der oben erwidhnten ,Gruppen mit Nach-
holbedarf* wiederfinden, so kann Thnen das einfithrende (und neu in dieser Auflage
hinzugefiigte) Kapitel 1 dieses Lehrbuchs einen Einstieg geben, an den Grundkennt-
nissen zu arbeiten. Beim ersten Lesen kann dieses Kapitel gegebenenfalls iibersprungen
werden; sollten Sie aber wahrend der Lektiire der anderen Kapitel mit den entsprechen-
den Techniken Schwierigkeiten haben, insbesondere eben beim Umformen von Termen,
Umgang mit Briichen und Variablen und dem Auflésen von Gleichungen, so sollten Sie
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Lineare Optimierung Lineare Algebra Analysis in n V.

11 ——= 10 52 12 &2 13 F--"R 14 & 15
~
'
'
'
i
Grundlagen Funktionen einer Variablen :
'

1 — 2 - 3 — 4 — 5 — 6 8 — 9

Analysis in 1 V.

7.5 — 71 — 72 — 73 — 74 —> 7.6

Marktgleichgewichte Folgen und Reihen Finanzmathematik

Abbildung 0.1: Abhéngigkeiten zwischen den Themenblécken im Lehrbuch

Kapitel 1 doch noch einmal lesen und insbesondere die Ubungsaufgaben darin bear-
beiten, ehe Sie mit der Lektiire der anderen Kapitel fortfahren. Uberhaupt werden
Sie erst durch die eigenstindige Bearbeitung von Ubungsaufgaben die erforderliche
Kompetenz im Umgang mit mathematischen Konzepten erhalten. Das Buch enthélt
deshalb iiber 300 Aufgaben (40 mehr als in der vergangenen Auflage) mit unterschiedli-
chem Schwierigkeitsgrad, gerade bei Standardaufgaben oft mit parallelen Teilaufgaben.
Hinzu kommen noch fiinf Ubungsklausuren.

Dateien mit Losungsvorschlagen zu den Aufgaben sind online frei zugédnglich unter

https://www.wi.uni-muenster.de/de/institut/statistik/personen/ingolf-terveer/zusatzmaterial-mawiwi

In der Darstellung wird Thnen vielleicht auffallen, dass einige Passagen wie im vorliegenden Absatz
in zuriickgenommener Weise formatiert sind. Es handelt sich dabei oft um Herleitungen, in denen
die Grundideen der zugehérigen mathematischen Beweise zusammengefasst sind (welche dann mit
dem Symbol O enden) oder die einen Ausblick bzw. eine Verallgemeinerung geben. Auch wenn
dieses Lehrbuch Mathematik behandelt, so ist es doch in erster Linie nicht fiir Mathematike-
rinnen und Mathematiker geschrieben, so dass Sie die genannten Passagen vielleicht erst einmal
iiberschlagen mochten; fir die weitere Lektiire bedeutet dies keinen Nachteil. Auch die als Exkurs

gekennzeichneten Abschnitte konnen erst tiberschlagen bzw. bei Interesse/Bedarf gelesen werden.

Vor allem wurde der nach der zweiten Auflage in den ,,Analysis-Briickenkurs* ausgela-
gerte und dort weiter entwickelte Bereich , Analysis in einer Variablen“ nun wieder
eingebunden, so dass alle relevanten Themen jetzt in einem Lehrbuch vereint sind. Da-
bei wurden viele Passagen beider Lehrbiicher - auch infolge von Anregungen aus mei-
nen Lehrveranstaltungen - iiberarbeitet und ergénzt, insbesondere erfuhren sdmtliche
Grafiken und Schaubilder, deren Zahl jetzt bei iiber 200 liegt, eine Sonderbehandlung.
Schlieflich wurden durch zahlreiche Querverweise Beziige zwischen den zusammen-
gefiihrten Inhalten hergestellt. Bisher aufgefallene Fehler der vierten Auflage wurden
beseitigt, neue sind bei der Uberarbeitung hoffentlich nicht dazugekommen.

Miinster, im August 2023 Ingolf Terveer
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Aus den Vorworten fritherer Auflagen

(August 2005) Dieses Lehrbuch richtet sich an Sie, die Studienanfingerinnen und
-anfanger der Wirtschaftswissenschaften. Es ist aus Vorlesungen entstanden, die ich an
der Universitdt Minster fiir Erstsemester im Fachbereich Wirtschaftswissenschaften
halte, und behandelt die Grundlagen der linearen Algebra und der Analysis mit der
Ausrichtung auf wirtschaftliche Anwendungen, wie sie in einer ein- bis zweisemestrigen
Veranstaltung vermittelt werden. (...)

(August 2007) Mit der zweiten Auflage des Lehrbuches wurde einige Themen aus Ka-
pitel 6 (Folgen und Reihen) zugunsten einer ausfiihrlicheren Behandlung von Gleich-
gewichtspreisen beschnitten. Damit verbunden findet sich in Kapitel 7 jetzt eine kurze
Einfithrung in die Wohlfahrtsrechnung als Anwendung der Integralrechnung. Kapitel
8 behandelt die Optimierung unter Nebenbedingungen jetzt in einer organischeren
Form: zunachst werden die notwendigen Bedingungen behandelt, so dass der Einstieg
in die Lagrange-Methode etwas einfacher fallen sollte; die komplizierteren hinreichen-
den Bedingungen wurden in einem anschlieBenden Abschnitt zusammengefasst; das
Konzept des Randwertvergleichs wurde dabei auf dkonomische Standardsituationen
abgestimmt.

Neben den etwas gestrafften Ubungsaufgaben finden Sie nun drei Ubungsklausuren,
die jeweils den Inhalt des Buches abdecken und fiir eine Klausurdauer von 120 bis 180
Minuten konzipiert sind. (...)

(Oktober 2012) In der dritten Auflage wurden groflere ,,Umbauten vorgenommen

In der linearen Algebra ist vor allem der Abschnitt iiber Vektoren recht umfassend
neugestaltet worden, die Konzepte Linearkombination, lineare Unabhéngigkeit und
Basis wurden deutlicher herausgestellt; zudem findet sich in diesem Kapitel jetzt
auch ein Abschnitt {iber Projektionen.

Das Thema Folgen und Reihen wurde um spezifische Aspekte der Finanzmathema-
tik ergénzt.

(..)

Bei der Optimierung ohne Nebenbedingungen finden Sie jetzt eine kurze Darstel-
lung numerischer Verfahren; bei der Optimierung unter Nebenbedingungen schlie3-
lich illustrieren mehr typische Beispiele die Herangehensweise beim Randwertver-
gleich.

(...) Die Aufgaben wurden iiberarbeitet, ergénzt und finden sich jetzt nach jedem
Abschnitt, hervorgehoben durch . Wenn Sie den Stoff des Buches systematisch er-
arbeiten wollen, so empfehle ich Thnen, die Aufgaben eines jeden Abschnittes zunéchst
weitgehend zu 16sen, bevor Sie den néchsten Abschnitt angehen. Einige Kapitel schlie-
Ben zusétzlich mit vertiefenden Aufgaben. Ausfithrliche Losungen sind im Web-Auftritt
zum Buch verfiigbar,(...)

(Februar 2019) Mit dem neuen Kapitel ,,Lineare Optimierung® (Simplex-Algorithmus,
Zweiphasenmethode) weist die vierte Auflage eine grofiere Erweiterung auf. Hierzu wur-
den auch die Ubungsklausuren angepasst. Im Detail gibt es auch in folgenden Teilen
inhaltliche Anderungen:
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In Kapitel 4.4 wird die Leibniz-Regel anhand von 3z3-Matrizen erklirt und nach-
folgend genutzt, um die Determinantenregeln bei Zeilenumformungen zu erldutern.

Kapitel 5.5 enthélt nun eine kurze Herleitung der Grenzwertformel fiir die stetige
Verzinsung.

In Kapitel 7.4 wurden einige Beispiele ersetzt, insbesondere das einfithrende Beispiel
zum Envelope-Theorem in Abschnitt 7.4.1.

(...) Die Ubungsaufgaben werden in einem zweispaltigen Format dargestellt. Matrizen
haben nun runde anstatt eckiger Klammern. (...)



1 Einordnung und Grundlagen

Ubersicht

Zu Beginn wollen wir einige grundlegende mathematische Begriffe und Techniken be-
sprechen, die in der Wirtschaftsmathematik vielfach verwendet werden.

1.1 Einordnung

Die Mathematik ist fiir die Wirtschaftswissenschaften eine Hilfswissenschaft, die immer
dann herangezogen wird, wenn sich im 6konomischen Kontext ein quantitatives Pro-
blem ergibt. Dabei nimmt die Mathematik in der Problemlésung eine operative Rolle
ein, wie sie in Abbildung 1.1 dargestellt wird. Man versucht zunéchst, das konkrete
Problem in ein mathematisches Modell zu iiberfithren, welches gleich einer Karikatur
die wesentlichen Aspekte des Problems erfasst. Aus dem realen Problem wird somit
ein mathematisches Problem, fiir welches die Mathematik ein Verfahren bzw. einen Al-
gorithmus zur Verfiigung stellt, oft unter Verwendung informatischer Techniken, mit
welchem zunéchst eine mathematische Aussage gewonnen wird. Diese Ausssage muss
im néchsten Schritt in das reale Problem zuriicktransportiert werden. Die gewonnene
Antwort wird dann dahingehend gepriift, ob sie fiir die Problemstellung eine zufrieden
stellende Losung ist. Manchmal stellt sich heraus, dass dies nicht der Fall ist, etwa
weil eine wichtige Anforderung im realen Problem iibersehen wurde. Dann beginnt
man von neuem mit einer konkretisierten Problemstellung, passt das mathematische
Modell an, findet eine modifizierte mathematische Aussage hierzu und tibertragt diese
wieder zuriick in die Realitdt. Diese Schritte miissen oft mehrfach iteriert werden, wie

wir im folgenden Beispiel illustrieren:
Beispiel 1.1 (Produktmengenplanung)

Fiir ein Produkt liegen Bestellungen an fiinf aufeinanderfolgenden Tagen vor:

Tag | 1 2 3 4 5
Absatz 4 12 11 11 6

[1] Problemstellung: Das Produkt kann téglich produziert und auch fiir den Ab-
satz an einem folgenden Tag gelagert werden, dabei konnen téglich jeweils hochs-
tens 10 Stiick produziert und gelagert werden. Angenommen wird, dass das Lager
am Tag 1 leer ist. Es fillt auf, dass an den Tagen 2 bis 4 mehr benétigt wird
als produziert werden kann, so dass am Tag 1 auch fiir das Lager und nicht nur
fiir die Nachfrage am Tag 1 produziert werden muss. Zu kldren ist hier, wievie-
le Einheiten tatséchlich téglich hergestellt werden miissen. Im folgenden soll die
Losungsfindung anhand des Schemas in Abbildung 1.1 beschrieben werden:

[2] Mathematisches Modell: Dazu gehoéren gehoren neben den Tagesabsitzen
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Realitat Theorie

[ 1. Problemstellung ] [2. Mathematisches Modell]

Abbild

Priifung math. Verfahren

Interpretation
4. Antwort

[3. Mathematische Aussage]

Abbildung 1.1: Operative Rolle der Wirtschaftsmathematik

noch ,Entscheidungsvariablen® py, ..., ps fiir die Tagesproduktion sowie Varia-
blen £1,..., 05, welche den Lagerbestand am Ende von Tag 1,....,5 beschreiben.
Die Lagerbestdande é&ndern sich dabei durch Auffiillen mit der Produktion und
Abgreifen der Absatzmenge. Konkret gilt:

b = pr — 4
bo = 01 + py — 12
b3 = b + p3 — 11
by = U3 + pg — 11
ls = Uy + ps — 6

[3] Mathematische Aussage: Wir versuchen nun ein méglichst einfaches Verfah-
ren: An jedem Tag wird die maximal mégliche Menge hergestellt, die mathemati-

sche Aussage hierzu ist p; = - -+ = p5 = 10; damit ergeben sich die Lagerbestéinde
l = 100 — 4 = 6
by = 6 + 10 — 12 = 4
Ly = 4 + 10 — 11 = 3
Ly = 3 + 10 — 11 = 2
g = 2 4+ 10 — 6 = 6

[4] Antwort: Die Auftragserbringung ist durch maximale Produktion moglich, die
maximale Lagerkapazitit wird nicht iiberschritten.

Die Priifung der Antwort ergibt, dass das Lager am Ende nicht leer ist, was zusétz-
liche und vermeidbare Kosten verursacht.

[1] Problemstellung: In der bisherigen Problemstellung soll das Lager am Ende
ebenfalls leer sein, um vermeidbare Kosten zu reduzieren.

[2] Mathematisches Modell: das bestehende Modell wird um eine Bedingung an /5

erweitert:
b = pr — 4
by = 01 + py — 12
b3 = ¥l + p3 — 11
by = U3 + pg — 11
bs = Uy + ps — 6
ls = 0

[3] Mathematische Aussage: Man verringert die Produktion am letzten Tag so,
dass das Lager leer ist, indem am letzten Tag 6 Einheiten weniger produziert
werden, die restlichen Produktionen bleiben erhalten: p; = ps = p3 = ps =
10, p; = 6. Daraus ergeben sich die Lagerbestiande
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6 = 10 — 4 =6
b = 6 + 10 — 12 = 4
b = 4 + 10 — 11 = 3
G o= 3 + 10 — 11 = 2
6 = 2 + 4 — 6 =0

[4] Antwort: Durch Ausschopfen der Produktionskapazitét an Tag 1,...,4 und eine
Restproduktion von vier Einheiten an Tag 5 kénnen die Absatzmengen erfiillt
werden und das Lager ist am Ende leer.

Die Priifung der Antwort fiihrt zu der Frage, ob die Lagerhaltungskosten auch an
den anderen Tagen nicht noch reduziert werden kénnen.

[1] Problemstellung: Es wird festgestellt, dass die Einlagerung einer Einheit zu 5
Geldeinheiten pro Tag erfolgt. Die bisher gefundene Losung hat dann Lagerkosten
5-6+5-445-3+5-24+5-0 = 65 Geldeinheiten. In Ergdnzung suchen wir
nun nach Tagesproduktionen, welche die gesamten Lagerkosten verringern bzw.
moglichst minimieren.

[2] Mathematisches Modell: Wir suchen nach einer Losung des bisherhigen Pro-
blems, fiir die die Gesamtkosten 5¢1 + 505 + 503 + 504 + 505 minimal werden.

[3] Mathematische Aussage: Fiir Optimierungsprobleme dieser Art steht das
Simplex-Verfahren zur Verfiigung, vgl. Kapitel 11. Dieses berechnet fiir die Ta-
gesproduktionen die folgende Losung, welche die Lagerkosten minimiert: p; =
8,p2 = p3 = py = 10, p5 = 6. Die Lagermengen sind dann

b = 8§ — 4 =4
b = 4 4+ 10 — 12 = 2
ls = 2 4+ 10 — 11 =1
by =1 4+ 10 — 11 = 0
ls = 0 4+ 6 —-— 6 =0

Der Minimalwert ist 5-4+5-24+5-1+5-04+5-0= 35.
[4] Antwort: Die minimalen Lagerkosten betragen 35.

Die vorgegebene Problemstellung ist damit beantwortet. Weitere Fragen konnten die
Sensitivitit dieser Losung betreffen, z.B. die Anderung des Optimalwertes und der
Optimallosung bei Anpassung von Bestimmungsgroflen wie den Absatzmengen oder
den Tages-Lagerkosten. Hierauf soll jetzt nicht weiter eingegangen werden.

Das im Beispiel vorgestellte Problem gehort zu einer Reihe von Themen der Wirt-
schaftswissenschaften, in denen diverse Bereiche der Mathematik Anwendung finden =
vgl. Abbildung 1.2 . Der Ubersicht kann man auch entnehmen, dass innerhalb der ma-
thematischen Themenbereiche gewisse Grundlagen essentiell sind, ndmlich die Lineare
Algebra und die Analysis, die zudem auch direkt in den Wirtschaftswissenschaften
benétigt werden und daher mit Recht am Anfang eines Wirtschaftsstudium stehen
sollten. Deshalb stellt dieses Buch genau die Methoden und Konzepte der Analysis
und linearen Algebra bereit. Ein Teil dieser Konzepte und Techniken wurde bereits
in der Schule behandelt, allerdings in erheblich einfacherer Form, und auch zahlreiche
grundlegenden Sprechweisen und Hilfsmittel werden nach meinen Erfahrungen dort
nicht mehr in der Weise verinnerlicht, dass man an der Hochschule darauf bauen kann.
Gerade in der Analysis werden etwa Techniken wie Termumformungen, das Losun-
gen von Gleichungen und Ungleichungen, aber auch die Logik von Aussagen und das
grundlegende Arbeiten mit Mengen in erheblichem Umfang eine Rolle spielen und das
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BWL/VWL ———————————————— Bereiche der Matl ik math. Grundlagen
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Abbildung 1.2: Bereiche der Wirtschaftswissenschaften, in denen mathema-
tische Verfahren zur Anwendung kommen

Verstdndnis und die Nutzung der eigentlichen Konzepte unterstiitzen. Deshalb sollen
diese grundlegenden Themen zunéchst noch einmal besprochen werden.

1.2 Mengen

Mengen fassen Objekte (oft Zahlen) zu Biindeln zusammen. Die Objekte, die in einer
Menge liegen, heifen Elemente der Menge. Mengen sind im Sachzusammenhang oft
vorgegeben und es gibt fiir die géngigen Mengen eine feste Symbolik, wie z.B. die Menge
N der natiirlichen Zahlen oder die Menge R der reellen Zahlen oder aber Intervalle [a; b].

Im Sachzusammenhang interessiert man sich oft fiir Elemente der Menge, die nicht ge-
nau bestimmt sind, sondern von denen man nur weifl oder annimmt, dass sie bestimmte
Figenschaften haben. Ist beispielsweise D der Definitionsbereich einer Gewinnfunktion,
so mochte man wissen, fiir welches Element in D) der Gewinn maximal wird. Solange
diese Elemente aber nicht bekannt sind, kann man keine konkreten Werte verwenden,
sondern verwendet fiir sie einen Platzhalter, den man Variable nennt; am héufigs-
ten wird z als Variable verwendet (z.B. fiir das Argument einer Funktion f(z)). Die
Systematik von Begriffen und Sachverhalten wird mit Variablen meist wesentlich ver-
bindlicher und auch effizienter formuliert als unter Verwendung der korrekten Werte
fiir diese Begriffe oder Sachverhalte. Deshalb werden wir immer wieder auf Variablen
zuriickgreifen, und es geht auch schon gleich los:

Liegt ein Objekt = in einer Menge A oder enthélt A das Objekt x, so schreibt man
dafiir z € A. Enthélt A das Element nicht, so schreibt man = ¢ A.

Mengen werden meist mit Grobuchstaben, ihre Elemente mit Kleinbuchstaben be-
zeichnet. Einige ausgezeichnete Mengen erhalten besondere meist doppelt-gestrichene
Symbole wie die Menge N der natiirlichen Zahlen oder aber die Losungsmenge L einer
oder mehrerer bestimmter Gleichungen.

Beispiele fiir Mengen in der Okonomie sind Definitions- und Wertebereiche 6konomisch motivierter
Funktionen oder Bereiche, in denen Funktionen bestimmte Eigenschaften haben, z.B. die Gewinn-

zone oder die Phasen eines Ertragsgesetzes. Mengen haben oft die Form von Intervallen reeller
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Zahlen, worauf wir spater noch eingehen. In der Wahrscheinlichkeitsrechnung biindeln Mengen

bestimmte Ergebnisse von Zufallsexperimenten, diese Mengen nennt man dann Ereignisse.

Die Darstellung einer Menge erfolgt oft durch Aufzéhlen der Elemente oder Beschrei-
bung der Eigenschaften der Elemente in der Menge innerhalb des Klammerpaars {, }.
Beispiel 1.2
A =1{0,2,4,6,8,10}.
Ny := {0,1,2,3,...}, die Menge der natiirlichen Zahlen inklusive Null, ein
typisches Beispiel, dass die Aufzdhlung aller Elemente oft nicht moglich ist,
sondern durch Angabe ,typischer® Elemente zusammen mit ... die Systema-
tik erklart wird. Lasst man 0 weg, so bezeichnet man diese Menge mit N, d.h.
N=1{1,2,3,...}.
B = {10,0,8,2,4,6} stimmt mit A {iberein, weil - anders als bei Tupeln - die
Reihenfolge der Aufzdhlung der Elemente bei Mengen keine Rolle spielt. Die
Elemente einer Menge konnen auch wiederholt aufgezdhlt werden.

C =10,2,4,...}, die Menge aller geraden natiirlichen Zahlen inklusive Null.

Die Menge, die iiberhaupt kein Element enthélt, wird folgerichtig als { } notiert, sie
heifit leere Menge. Eine andere Notation dafiir ist ().

Die obigen Beispiele zdhlen die Elemente der Mengen auf. Vorteilhafter ist es, die in
der Menge liegende Systematik durch die Verwendung von Variablen und Bedingungen,
welche diese Variablen erfiillen miissen, in einer der folgenden Formen zu beschreiben:

M = {,Variable“ € ,Wertebereich®: , Bedingung(en) fir die Variable“}.
oder M = {,, Term mit Variable“: ,Variable“ € ,Wertebereich*}.
oder M = {,,Term mit Variable“: , Bedingungen fir die Variable“}.

Dabei ist ,, Wertebereich® meist ein Zahlenbereich wie Ny. In der Wahrscheinlichkeits-
rechnung ist ,, Wertebereich“ oft die Grundgesamtheit des Zufallsexperimentes. Die be-
schreibende Darstellung rechts oder links von ,;:“ benotigt meist Variablen, Terme und
Gleichungen oder Ungleichungen, auf die wir spiter genauer eingehen.
Beispiel 1.3
C={0,2,4,...} = {n € Ny : n=2m fiir ein m € No} = {2m : m € Ny}. Dafiir
schreibt man auch C' = 2Nj (alle Elemente aus Ny werden mit 2 multipliziert).

D={neNy:esgibtmeNymitn=2m+1} ={2-0+1,2-1+1,...} =
{1,3,5,...} ist die Menge aller ungeraden natiirlichen Zahlen. Hier kénnte man
auch schreiben D = 2Ny + 1 oder D = C' + 1 mit der obigen Menge C.

E={xeNy:2>4,z <18} ={4,5,6,...,16,17,18}. Durch Komma getrennte
Bedingungen miissen gleichzeitig gelten.

Statt des Kommas in der Bedingung kann auch auch das logische ,und* oder das
Symbol A verwendet werden, zB. F ={x € Ny: 2z > 6 Az < 8} = {6,7,8}.

G ={xeNy,z>15Az <20} = {15,16,17, 18, 19, 20}.
H={reNy:ax<6oderz>9}=1{0,1,2,3,4,56,9,10,11... }. Das logische
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yoder® wird mit dem Symbol V geschrieben, d.h. H ={x e Ng: 2 <6V a > 9}

Mengen stehen oft in einer Teilmengenbeziehung zueinander, die auch Inklusion ge-
nannt wird. Die Teilmengenbeziehung A C B bedeutet, dass die Elemente einer Menge
A sdmtlich auch in B liegen. Eine strikte Inklusion wird als A C B oder A C B
geschrieben, d.h. dann enthélt B Elemente, die nicht in A liegen.

Beispiel 1.4

Fiir die oben genannten Mengen haben wir folgende Inklusionen:

A={0,2,4,6,8,10}cC={0,2,4,6,8,10,12,14,16,...}. Na-
tirlich gilt hier auch A C C, dies unterschlagt aber die Information, dass es
Elemente in C gibt (z.B. 12), die nicht in A liegen. Dass die Teilmengenbezie-
hung A C B gilt, priift man, indem man nachweist, dass jedes Element von A
auch in B vorliegt. Hier ist das durch visuelle Markierung illustriert. Ergénzend
mit den Aussagen 12 € B und 12 ¢ A ergibt sich die strikte Inklusion A C B.

A={0,2,4,6,8,10} c No ={0,1,2,3,4,5 6,7,8,9, 10,...}.
Dies gilt nicht nur fiir A, sondern fiir jede der Mengen B,C, D, E, F,G, H.

F={6,7,8}CE={4,56,7,8,9,...,16,17,18}

Fiir jede Menge M gilt {} C M. Ist M # {}, so ist die Inklusion strikt, d.h. es
gilt {} € M, denn es gibt ein Element in M und dieses ist sicher nicht in {}.

Eine banale, aber praktisch sehr wichtige Eigenschaft ist, dass zwei Mengen My, Mo
genau dann gleich sind, wenn beide Inklusionen M; C M5 und My C M, gelten.

Die prominentesten Mengen, die in der Wirtschaftsmathematik (aber nicht nur dort!)
verwendet werden sind neben den bereits genannten natiirlichen Zahlen N bzw. Ny
Die Menge Z der ganzen Zahlen, Z = {0,-1,1,—-2,2,-3,3,...}.
Die Menge Q der rationalen Zahlen, Q = {% :p € Z A q € N} Jede rationale
Zahl kann als nichtabbrechende periodische Dezimalzahl geschrieben werden, z.B.
1 =0,142857 oder 2 =1,09.
Die Menge R der reellen Zahlen. Diese entsteht, wenn man die rationalen Zah-
len Q, also die nichtabbrechenden periodischen Dezimalzahlen um die nichtabbre-

chenden nichtperiodischen Dezimalzahlen erweitert, zu denen z.B. Loésungen von
quadratischen Gleichungen wie 22 = 2 oder die Kreiskonstante m gehoren.

Die Menge C der komplexen Zahlen.

Bekanntlich hat die Gleichung 22 = —1 keine reelle Losung. Nimmt man an, dass die-

se Gleichung doch eine Losung hat, die mit ¢ abgekiirzt wird (in der Physik verwendet

man statt dessen j, weil i oder I als Symbol fir die Stromstdrke genutzt wird), so gilt

also i2 = —1. Es ist klar, dass 4 keine reelle Zahl ist, aber man kann mit ihr rechnen
wie mit reellen Zahlen, wenn die Gleichung i> = —1 ausgenutzt wird. Eine komplexe Zahl
hat dann die Form a 4+ b - ¢, wobei a,b € R. Man kann komplexe Zahlen addieren, z.B.
(243i)+((—1)+2i) = (24(—1))+(3+2)i = 145¢ und multiplizieren, z.B. (2+3:)((—1)+2i) =
2. (=1)+3-2-24+(2-24+(=1)-3)i=2-(-1)—3-2-+(2-2+(=1)-3)i = —8 + 1 - i, sogar
Divisionen und Kehrwerte sind moglich.

Zwischen den genannten Mengen besteht folgende Inklusionsbeziehung: N C Ny C

Z C Q Cc R c C. In der Wirtschaftsmathematik sind vor allem die reellen Zahlen

von Bedeutung, weil die Werte 6konomischer Grofien sich mit ihnen darstellen lassen.

Besondere Teilmengen der rellen Zahlen sind (mit a,b € R)
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[1] abgeschlossene Intervalle [4] uneigentliche abgeschlossene Intervalle
[a;0] :={z €eR:z>aAz <b} [a;00[:={x € R: x> a},
[2] offene Intervalle | —o0,b] = {z €R: x < b},

la;bi={z € R: 2 >a ANz <b},
[3] halboffene Intervalle

[a;0={x €eR:z>aAnz <D},

la;b) :={x €eR:2z>aAx <b},

[5] uneigentliche offene Intervalle
la;oo[:={z e R: x> a},
| —oojbi={x e R:z < b}.

Fiir die Grofle von Mengen gibt es mehrere unterscheidende Sprechweisen:

Eine Menge heifit endlich, wenn sie nur endlich viele Elemente enthélt. Die Kar-
dinalitat einer endlichen Menge M ist die Anzahl ihrer Elemente, sie wird mit
#M oder |M| bezeichnet.

Eine Menge heifit abz&hlbar, wenn es eine Zuordnung der natiirlichen Zahlen Ny =
zu den Elementen gibt, so dass jedes Element wenigstens eine Zahl erhélt und zwei
verschiedene Elemente stets verschiedene Zahlen haben. Insofern sind auch endliche
Mengen abzéahlbar.

FEine Menge heifit iiberabzihlbar, wenn sie weder endlich noch abzdhlbar ist.
Beispiel 1.5
[1] Die in den obigen Beispielen genannten Mengen A, B, E, F, GG sind endlich mit
H#A=#B =#G =6, #E = 15 und #F = 3. Die Mengen C, D, H sowie N, Ny,
Z, Q, R und C sind nicht endlich.

[2] Die Menge Ny selber ist abzéhlbar, jedes Element ist seine eigene Ordnungszahl.
Auch die Menge C' der geraden natiirlichen Zahlen (s.o.) kann tiber die Darstel-
lung 2n auf die Ordnungszahlen 0, 1,2, ... zuriickgefithrt werden und ist deshalb
abzahlbar. Gleiches gilt fiir die Menge D der ungeraden natiirlichen Zahlen. Auch
die rationalen Zahlen Q sind abzéahlbar.

Eine mogliche Abzihlung ist Q = {0, 1, i%, i%, i%, i%, i%, i%, i%, ig, i%, ... }. Dabei
werden Briiche i% mit einer festen Summe p + g gemeinsam systematisch aufgezahlt.

=

Beispiele {iberabzéhlbarer Mengen sind R, C und alle Intervalle, deren linke In-
tervallgrenze kleiner als die rechte Intervallgrenze ist.

Beispielsweise ist das Intervall ]0; 1] iiberabzédhlbar. Wire es das nicht, so kénnte man seine
Elemente abzdhlen als {z1,x2,x3,24,...}. Jedes x; lasst sich als Dezimalzahl mit unend-
lich vielen Ziffern darstellen. Hieraus konstruiert man eine weitere Dezimalzahl z, deren
i-te Ziffer 1 ist wenn die i-te Ziffer von x; ungleich 1 ist, ansonsten sei diese Ziffer 2. Das
bedeutet aber, dass die i-te Ziffer von z und die i-te Ziffer von x; verschieden sind, so dass
auch z und x; nicht tibereinstimmen. Mit z hat man dann eine weitere Zahl im Intervall
]0; 1] gefunden, die mit keinem der z; iibereinstimmt und deshalb nicht in der aufgezidhlten
Menge {z1,z2, ...} enthalten ist. Deshalb kann ]0; 1[ nicht abzdhlbar sein. Dieser indirekte
Beweis geht auf den Mathematiker GEORG CANTOR zuriick.

1.2.1 Operationen mit Mengen

Aus Mengen lassen sich neue Mengen ,konstruieren* mit den Mengen-Operationen
Vereinigung, Schnitt und Komplement. Dies kann auch mit Hilfe so genannter
Venn-Diagramme illustriert werden = vgl. Abbildung 1.3
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dD] [CD) D] D

AV B ANB A\B  B°=Q\B

Abbildung 1.3: Venn-Diagramme fiir Vereinigung, Schnitt und Komple-
ment

Die Vereinigung A U B zweier Mengen A,B besteht aus allen Elementen, die in A
oder in B sind, als Formel AUB = {z : 2 € AV z € B}. Das Symbol V wird auch
Disjunktion genannt und verbindet zwei logische Ausdriicke (s.u.) mit ,oder*

Der Schnitt A N B zweier Mengen A, B enthélt alle Elemente, die sowohl in A als
auch in B sind, als Formel ANB = {x:x € AAz € B}. Das Symbol A wird auch
Konjunktion genannt und verbindet zwei logische Ausdriicke mit ,,und*.

Das relative Komplement A\ B zweier Mengen A, B enthélt alle Elemente, die in
A, aber nicht in B sind, als Formel A\ B = {z : z € ANz ¢ B}. Mit Bezug auf
eine Obermenge ) von A schreibt man auch A€ oder A fiir das Komplement Q\ A.
Mit dieser Notation gilt fiir das relative Komplement A\ B = AN B°.

Beispiel 1.6
Mit den Mengen A, B,C, D, E, F,G,Ny aus den obigen Beispielen gilt

EUG = {4,5,...,17,18}U{15,16,17,18,19,20} = {4,5,--- ,15,16,17,18, 19, 20}
CUD={0,2,4,...}U{1,3,5,...} ={0,1,2,3,4,5,...} =N,
DNF={0,24,...}n{4,5,6,...,16,17,18} = {4,6,8,...,16,18}
F\G=1{4,5,6,7,8,9,...,16,17,18} \ {6,7,8} = {4,5,9,10,11,...,16,17,18}

Verbindet man die Mengenoperationen miteinander, sind folgende Regeln zu beachten
(hierfiir seien A, B, C' beliebige Teilmengen einer Menge 2 so dass z.B. A° = Q\ A):

Kommutativgesetze  nAUB=BUA " AnB=BnNA

Assoziativgesetze ~~ AU(BUC)=(AUB)UC AN(BNC)=(ANnB)NC
Distributivgesetze =~ AN(BUC)=(ANB)U(ANC) AU(BNC)=(AUB)N(AUQC)
De-Morgan-Gesetze | (AU B)® = A°N B¢ ' (ANB)° = A°UB°

Die Herleitung des ersten Distributivgesetzes und des ersten De-Morgan-Gesetzes mit
Venn-Diagrammen ist in Abbildung 1.4 dargestellt.

1.2.2 Aussagen und Aussageformen

In der Mathematik spielen logische Ausdriicke eine Rolle, denen ein bestimmter Wahr-
heitswert zugewiesen werden kann, manchmal unter zusétzlichen Annahmen. Die mog-
lichen Wahrheitswerte sind ,,wahr“ bzw. ,falsch®. Besitzt ein logischer Ausdruck un-
mittelbar einen dieser Wahrheitswerte, so nennt man ihn Aussage.

Beispiel 1.7

Der Ausdruck ,,3 = 7 —4“ist eine wahre Aussage, ,,3 = 7-2% ist eine falsche Aussage.

Im Unterschied zum Begriff Aussage versteht man unter einer Aussageform einen lo-
gischen Ausdruck, der noch Variablen beinhaltet, so dass der Ausdruck erst durch Be-
legung aller Variablen mit konkreten Werten zu einer Aussage wird. Fiir die Variablen
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@) &) | @) [0

A BUC AN(BUC) AUB (AU B)
@ [0
0

ANB ANncC (ANB)UANC) A

A¢n B¢

Abbildung 1.4: Venn-Diagramme fiir AN(BUC) = (ANB)U(ANC) (links)
und (AU B)° = A° N B¢ (rechts)

miissen dabei konkrete Definitionsbereiche gegeben sein, in den meisten Anwendungen
sind dies R oder eine Teilmenge von R. Abhéngig von der Belegung der Variablen kon-
nen also prinzipiell Aussagen mit den Wahrheitswerten ,wahr* und ,falsch“entstehen.
Je nachdem, was moglich ist, nennt man eine Aussageform

allgemeingiiltig, wenn sie fiir jede Belegung aller in ihr auftretenden Variablen
aus ihren Definitionsbereichen wahr ist,

erfiillbar, wenn es Belegungen aller Variablen gibtt, so dass sie wahr ist,
widerlegbar, wenn es Belegungen (,,Gegenbeispiele“), fiir die sie falsch ist,

unerfiillbar, wenn sie fiir jede Belegung zu einer falschen Aussage wird. Statt
unerfillbar sagt man dann auch unlésbar.
Beispiel 1.8
[1] Die Gleichung = + 6 = 2(z + 3) — x ist allgemeingiiltig in R, d.h. mit R als
Definitionsbereich fiir . Denn die rechte Seite der Gleichung vereinfacht sich zu
2(x+3)—x=2x+6—x=ux+ 6, was die linke Seite ist.

[2] Die Gleichung 3 = 7 — z ist erfiillbar, denn mit der Belegung x = 4 stimmt die
rechte Seite 7 —x = 7 — 4 = 3 mit der linken Seite {iberein, die Gleichung wird
also damit zu einer wahren Aussage.

[3] Die Gleichung 3 + z = 7 — y ist erfiillbar, denn sie wird z.B. mit z = 4,y = 0
zu einer wahren Aussage. Tatséchlich wird die Gleichung mit beliebigem z und
y = 4 — x zu einer wahren Aussage. Ersetzt man also nur y durch 4 — z, so wird
die entstehende Aussageform 3 + 2 =7 — (4 — x) allgemeingiiltig.

[4] Die Gleichung 3 = 7 — z ist auch widerlegbar, denn z.B. mit der Belegung x = 0
stimmt die rechte Seite 7 — x = 7 — 0 = 4 nicht mit der linken Seite iiberein.

[5] Die Gleichung 3 = 4 + 2 ist unerfiillbar in R. Sie ist allerdings erfiillbar in C,
der Menge der komplexen Zahlen mit x = +1.

Sie haben gesehen, wie Aussageformen zu wahren Aussagen werden, wenn Variablen
bestimmte Werte annehmen. Wird eine Aussageform durch das beliebige Belegen ei-
ner Variablen z zu einer allgemeingiiltigen Aussageform, so schreibt man dies durch
Voranstellen des sogenannten Allquantors Va. Wird eine Aussageform zu einer all-
gemeingiiltigen Aussageform fiir wenigstens eine Belegung einer Variable x, so kann
man dies durch Voranstellen des Existenzquantors Jx darstellen. Wird dadurch die
einzige Variable in der Aussageform gebunden, so entsteht jeweils eine Aussage.
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Beispiel 1.9
[1] Die Aussageform 3 = 7 — z ist erfiillbar in z € R, d.h. 3z € R: 3 =7 — z ist eine
wahre Aussage.

[2] Die Aussageform = + 6 = 2(z + 3) — z ist allgemeingiiltig in € R, d.h. Vz € R :
x+6=2(x+3)— .

[3] Es konnen auch mehrere Variablen durch verschiedene Quantoren gebunden wer-
den, wobei die Aussageformen ,,von innen nach auflen“gepriift werden: Betrachtet
man die Aussageform 3+ 2z =7 —y, so ist Iy : 3+ x = 7 — y erfiillbar fir jedes
r€R, dh. Ve eR:3dy e R:34+x=7-—y ist eine wahre Aussage.

Die Doppelpunkte hinter den Quantoren werden zuweilen weggelassen, ebenso der Definitions-
bereich, fiir den die Aussageform erfiillbar bzw. allgemeingiiltig sein soll, wenn dieser aus dem

Zusammenhang hervorgeht, z.B. als Menge der rellen Zahlen.

Logische Ausdriicke wie Aussageformen und Aussagen werden mit logischen Operatio-
nen verbunden. Dabei kommen die Konjunktion, d.h. die ,und“-Verkniipfung A, die
Disjunktion, d.h. die ,oder“-Verkniipfung V und die Negation — zur Anwendung.
Beispiel 1.10
Es sei x eine Variable mit Definitionsbereich R.

[1] Die Aussageform x > 0 Az < 1 beschreibt das Intervall [0;1]. Man kann auch
sagen, dass die Aussageformen z > 0Axz < 1 und z € [0;1] fur jede Belegung von
x den gleichen Wahrheitswert haben.

[2] Die Aussageform —z > 0 hat fiir jede Belegung von x den gleichen Wahrheitswert
wie x < 0.

Logische Ausdriicke kénnen mit logischen Operationen zu neuen Ausdriicken zusam-
mengesetzt werden, wie schon im letzten Beispiel gesehen. Dabei gibt es Rechenregeln,
mit denen diese Ausdriicke zusammengefasst werden kénnen. Hierzu seien a, b, ¢ logi-
sche Ausdriicke
Kommutativgesetze \
Assoziativgesetze  aV b V c =(aVb)V al(bAc)=(anb)Ac
|
| -

an(bAc) -
Distributivgesetze a /\ b Ve)=(aAb)V (a Ac) | a \/ b Ac)=(aVb)A(aVe)
De-Morgan-Gesetze = —(a \/ b) = —a A b =(a /\ b) = —aV —b

Sie sehen an diesen Regeln auch, dass die Negation vorrangig aufgelost wird. Kommen
Thnen diese Regeln bekannt vor? Das liegt daran, dass sie in analoger Weise bereits
fir Mengen formuliert wurden. Betrachtet man nidmlich Mengen A,B und zugehorige
logische Ausdriicke z € A und = € B, so gilt

[1] # € AV z € B beschreibt genau die Elemente der Menge AU B, d.h. hat dieselben
Wahrheitswerte wie z € AN B,

[2] x € ANz € B beschreibt genau die Elemente der Menge A N B, d.h. hat dieselben
Wahrheitswerte wie z € AN B,

[3] —(x € A) beschreibt genau die Elemente der Menge A€, d.h. hat dieselben Wahr-
heitswerte wie x € A°.

In mathematischen Ausdrucksweisen finden Sie auch oft die Aquivalenz < und die
die Implikation =-. Mit den bisherigen Bezeichnungen kann man auch diese Begriffe
formal festlegen:
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Ein logischer Ausdruck a impliziert impliziert einen weiteren logischen Ausdruck

b,

geschrieben a = b, wenn der logische Ausdruck —a V b allgemeingiiltig ist.

Zwei logische Ausdriicke a, b sind Aquivalent, geschrieben a < b, wenn a = b und
b = a allgemeingiiltig sind.

Um eine Implikation a = b auf Allgemeingiiltigkeit zu priifen, nimmt man an, dass der
logische Ausdruck a wahr bzw. allgemeingiiltig ist und rechnet nach, dass dann auch
b wahr bzw. allgemeingiiltig ist. Fiir eine Aquivalenz a < b muss man entsprechend
priifen, dass a = b und b = a wahr bzw. allgemeingiiltig sind.

Beispiel 1.11

Es sei z eine reelle Variable

[1]

Der logische Ausdruck Vz : z < 0 = x < 1 stimmt tiberein mit dem logischen
Ausdruck Vz : =(z < 0) Va < 1. Nach den Regeln fiir die Negation stimmt dieser
Ausdruck fiir jede Belegung von = mit z > 0V x < 1 iiberein. Dieser ist aber
offensichtlich allgemeingiiltig, jedes # € R liegt oberhalb von Null oder unterhalb
von Eins (oder beides).

Sie werden aus Anwendungssicht mit Recht den Einwand erheben, dass die Uber-
fithrung in den Ausdruck —(z < 0)Vz < 1 die Argumentation recht sperrig macht.
Mit dem eingangs Gesagten wiirde man wie folgt schlieflen: Wenn = < 0 ist, so
folgt auch < 0 < 1, d.h. indem man den Anfang und das Ende der Unglei-
chungskette in Beziehung setzt, = < 1.

Der logische Ausdruck Vo € R : 2 > 0 & —x < 0 stimmt tberein mit dem
logischen Ausdruck Vo € R(x > 0 = —z > 0)A(—x < 0 = = > 0). Wir
untersuchen die Erfiillbarkeit der beiden geklammerten Ausdriicke getrennt:

(x >0= —2<0)ist (-(x > 0)V—x <0) Dabei stimmt aber =(xz > 0) mit
x < 0iiberein und —z < 0 mit > 0. Deshalb stimmt (z > 0 = —2 < 0) mit
x < 0V x> 0 tberein. Diese Aussageform ist aber offenbar allgemeingiiltig,
denn eine relle Zahl ist entweder < 0 oder > 0.

Eine etwas handlichere Begriindung lautet: Wenn = > 0 ist und man diese
Ungleichung mit —1 multipliziert, so dreht sich das Ungleichungszeichen um,
d.h. es gilt —z < 0.

Entsprechend ist auch (—z < 0 = z > 0) allgemeingiiltig.

Zwei durch A verkniipfte allgemeingiiltige Aussageformen sind aber ebenfalls all-
gemeingiltig. Deshalb ist die obige Aussageform allgemeingiiltig und damit sind
die beiden Aussageformen aquivalent.

Ubungen zu Abschnitt 1.2

1. Geben Sie fiir jede der Inklusionen in mit Venn-Diagrammen.

NCNyCZcC QcCR C C ein Beispiel

3. Bestimmen Sie

dafiir an, dass sie strikt ist.

2. Erldutern Sie die Regeln AU (BNC) =

a) Nn|—3;3,

(AUB)N(AUC)und (ANB)¢ = A°UB¢ b) ]—2;7[u([3;oo[m]—oo;8]>,
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¢) (] —o0;5] U]T;00])¢, geform s studiert BWL#?
d) [3;9] \ [0;5]. b) Was wiirde gelten, wenn die Aussage-
4. Es sei S die Menge der BWL- form unerfillbar ware?

Studierenden im Horsaal, P die Menge der c)

- h 3 Bestimmen Sie p, so dass die folgende
Priifungsordnungen, geméafl derer Studie-

Aussageform wahr wird:

rende, welche den Kurs belegen, einge- Vz ,z studiert BWL im ersten Fachse-
schrieben sind. mester* = | x studiert nach Priifungs-
a) Welche Eigenschaft(en) hat die Aussa- ordnung p*

1.3 Terme und Gleichungen

Reelle Terme und Gleichungen und deren Umformungen gehoren zu den wichtigsten
elementaren Hilfsmitteln der Analysis und linearen Algebra. Da sich Gleichungen aus
Termen aufbauen, besprechen wir hier erst Terme und deren Umformungen.

1.3.1 Terme und Termumformungen

Ein (reeller) Term ist ein Ausdruck, der fiir eine reelle Zahl steht und aus Zahlen,
Variablen sowie mathematischen Operationen auf diesen Zahlen und Variablen zusam-
mengesetzt ist, wobei

die auftretenden Variablen mit Werten aus R oder einer Teilmenge von R belegt
werden konnen,

zwischen den Operationen gewisse Vorrangregeln gelten, z.B. Punktrechnung vor
Strichrechnung®,  Exponentiation vor Punktrechung” usw.

fiir den Fall, dass Vorrangregeln bewusst aufgehoben werden sollen, Klammerpaare
eingesetzt werden

Terme konnen auch konkrete Zahlen sein oder nur aus Zahlen und Rechenoperationen
gebildet eine bestimmte Zahl ergeben. Fiir jede in einem Term eingesetzte Variable
muss es einen Definitionsbereich geben, beispielsweise, indem man die Variablenwerte
ausschliefit, fiir welche die Terme undefiniert sind (z.B. weil man sonst durch Null teilen
wiirde).

Eine Termumformung ist die Uberfiihrung eines Terms ¢; in einen Term t5, so dass
der logische Ausdruck, der aus den beiden Termen und der zwischen ihnen ausgefithrten
Umformung gebildet wird, eine wahre Aussage bzw. allgemeingiiltige Aussageform ist:
Meist handelt es sich bei Termumforumungen um

Gleichungsumformungen t; = to,

Ungleichungsumformungen t; < t5 bzw. t; < to bzw. t; > ts bzw. t; > t5. Man
spricht dann auch von Abschitzungen.

Die wichtigsten Gleichungsumformungen (mit Termen ¢4, t9, t3, t4) aufgrund der Grund-
rechenarten +, —, -, / sind die folgenden:

[tgl] Kommutativitidt (Vertauschung):
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bei Addition von Termen t1 + t3 = t9 + ¢
bei Multiplikation von Termen tq - to = to - 1
[tg2] Assoziativitdt (Klammersetzung):
bei Addition von Termen: (t1 + t2) + t3 = t1 + (t2 + t3)
bei Multiplikation von Termen (t; - t2) - t3 = t1 - (t2 - t3)
[tg3] Distributivitét: ¢1 - (to + t3) = t1 - ta + t1 - t3. Dreht man die Gleichung um
und schreibt ¢y - to 4+ t1 - t3 = t1 - (t2 + t3), so bezeichnet man diesen Vorgang als
Faktorisierung.

[tgd] Briiche gleichnamig machen: a4+ t3 = M wenn ty # 0,14 # 0. Auch die
umgekehrte Gleichung kommt VOI‘ be1 gebrochen rationalen Termen spricht man
dann auch von Partialbruchzerlegung.

[tgh] Neutrale Elemente Null und Eins:
Addition: 0 +¢1 = ¢; und ¢; + (—tl) =t1—1t1 =0
Multiplikation: 1-¢; = ¢; und fiir ¢; # 0 ist % =1
Daraus resultieren die folgenden Termerweiterungen:
Addititiv: t1 = t1 + to — t9. Weil to — t5 = 0, wird diese Vorgehensweise auch
als ,fette Null“ bezeichnet.

Multiplikativ: Erweitern/Kiirzen von Briichen {L = 132 Hier muss man bei
den Definitionsbereichen Vorsicht walten lassen, “da dies nur fiir t3 # 0 richtig
ist.

[tg6] Umgang mit dem Minuszeichen bei Klammern: ¢ +ty = t; — (—t3) und t; —to =
t1 + (—t2)

Die wichtigsten Abschitzungen von Termen sind

[tul] Additiv: ist t9 > 0 so ist t1 < t9 + t3. Fur to > 0 ist t1 < ¢1 + 9.

[tu2] Multiplikativ: Sind ¢; > 0,t2 > 1, so ist t; < t1t2. Sind ¢ > 0,t3 > 1, so ist
t1 < tita.

Die genannten Termumformungen umfassen nur den Umgang mit den Grundrechen-

arten Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division. Weitere Termumformungen

(,Rechenregeln®), insbesondere Abschitzungen werden wir noch besprechen, wenn die

verschiedenen Funktionstypen behandelt werden. Termumformungen sollen in den da-

zu beitragen, dass ein vorhandener Term

vereinfacht wird, wobei das durchaus abhéngig vom Sachzusammenhang auf ver-
schiedene Arten erfolgen kann,

so dargestellt wird, dass man ein bestimmtes Verhalten ablesen kann (z.B. wann
der Term Null oder ein anderer vorgegebener Wert wird).

1.3.2 Gleichungen und Ungleichungen

Eine Gleichung ist eine Aussage oder eine Aussageform t; = to mit Termen tq,ts.
Treten Variablen in einer Gleichung auf, so erhélt die Gleichung aller Variablen durch
Belegung mit konkreten Werten einen logischen Wert. Ist dieser Wert stets ,,wahr®,
so ist die Gleichung allgemeingiiltig, man spricht auch von einer Tautologie. Ist die
Gleichung als Aussageform erfiillbar, so heifit sie 16sbar. Die Menge aller Belegungen
der Variablen, die zu einer wahren Aussage fithren, nennt man die Losungsmenge
einer Gleichung. Ist sie unerfiillbar, so heifit sie auch unlosbar.
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Beispiel 1.12
[1] Die Gleichung 3 = 7 — x ist erfiillbar in z € R mit z = 4.

[2] Die Gleichung x + 6 = 2(z + 3) — « ist eine Tautologie.
[3] Die Gleichung z? 4+ 1 = 0 ist (in R) unlésbar.

Gleichungen, die man durch Gleichungsumformungen zwischen zwei Termen erhélt,
sind Tautologien. Haben zwei Gleichungen t; = ¢ und t3 = ¢4 dieselbe Losungsmenge,
so sind sie dquivalent und man schreibt ¢; = ty < t3 = #4 (in Ubereinstimmung mit
der obigen Definition von Aquivalenz). Gilt fiir jede Losung d der Gleichung t; = o,
dass sie auch Losung der Gleichung t3 = t4 ist, so sagt man, dass die Gleichung t; = t,
die Gleichung t3 = t4 impliziert und schreibt t; =ty = t3 = t4.

Beachten Sie: Wenn Sie Gleichungsumformungen an einem Term ¢; durchfiihren und dabei eine
Gleichungkette t; = to = t3 = --- erhalten, so diirfen Sie hierfiir nicht ¢; < t2 < t3... und
auch nicht ¢; = to = t3...schreiben. Wenn Sie unbedingt mit Aquivalenzen arbeiten wollen, so
miissten in diesem Fall Sie t; = ¢2 < to = t3... schreiben. Man schreibt also nicht 2+ (3 + z) =
(243)+xz=5+uxz,sondern 2+ (3+z)=(2+4+3)+z=5+=x

Die Hauptaufgabe im Zusammenhang mit Gleichungen besteht darin, die Losungsmen-
ge zu finden. Hat die Gleichung nur eine Variable, etwa x, so besteht die Vorgehensweise
darin, Aquivalenzumformungen durchzufiihren, bis die Variable alleine auf einer (meist
der linken) Seite steht. Man sagt auch, die Variable wird freigestellt. Der Wert auf
der rechten Seite stellt dann die Losung fiir « dar. Gibt es mehrere Variablen in der
Gleichung, so versucht man oft, nach einer der Variablen freizustellen und verwendet
die gewonnene Gleichung, um eine Abhéngigkeit zwischen der Variablen auf der linken
und der bzw. denen auf der rechten Seite zu erkldren. Diese wird dann als Funkti-
on interpretiert. Oft entstehen beim Auflésen Fallunterscheidungen, die zu mehreren
Losungszweigen und dann auch mehreren Losungen fithren (z.B. bei quadratischen
Gleichungen). Es treten - beispielsweise in der Analysis mehrerer Variablen oder in
der linearen Algebra - auch Situationen ein, in denen die Losungsmenge durch mehre-
re Gleichungen in mehreren Variablen beschrieben wird. Aquivalenzumformungen zur
Bestimmung der Losungsmenge beziehen sich dann oft auf jeweils eine der Gleichungen,
wobei die anderen Gleichungen als Voraussetzungen verwendet werden kénnen.

Folgende Aquivalenzumformungen werden beim Losen von Gleichungen oft verwendet,

dabei seien tq,to, t3 Terme:

[g1] Vertauschung: t; =ty < to =1

[g2] Addition: t1 =ty & t1 +t3 =ty + 13

[g3] Multiplikation: Ist ¢35 # 0, so gilt t1 = to < t1-t3 = to - t3. Wenn man t3 # 0 nicht
voraussetzen kann, so gilt nur t; = to = t; - t3 = to9 - t3. Hierdurch kann sich die
Losungsmenge vergrofiern, etwa wenn der Term t3 durch eine Belegung der darin
vorkommenden Variable z zu Null wird und die Tautologie ¢; - 0 = t5 - 0 entsteht.

[g4] Einsetzen durch Transitivitdt: Ist to = t3, so gilt ¢; = to < to = t3. Dies entspricht
der Gleichungskette von Termumformungen t; = to = t3.

Finden Sie den Aufwand, der hier betrieben wird, um das Umformen von Gleichungen
zu beschreiben, zu hoch? Sich die einzelnen Schritte genau zu vergegenwéartigen und die
zuléssigen Umformungen zu kennen, verhindert immer wieder beobachtete Fehler beim
Losen von Gleichungen. Nach einiger Zeit gehen Thnen die obigen Konzepte ,,in Fleisch
und Blut® {iber, die Fehlerquote sinkt deutlich und Sie kénnen sogar parametrische
Gleichungen behandeln.
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Beispiel 1.13

Wir 16sen die Gleichung 3 = x — 5 mit den genannten Umformungen. Natiirlich sieht
man durch Ausprobieren hier schnell, dass x = 8 die einzige Losung ist. Bei kom-
plizierteren Gleichungen ist das aber nicht mehr so einfach. Lést man die Gleichung
nur mit den genannten Umformungen unter Verwendung von Termumformungen, so
gilt

g2l

3:x—5[g]m—5:3[g](m—5)—0—5=3+5 +(-5+5)=3+5&x=38

Eine Ungleichung ist eine Aussage(-form) vom Typ t1 < to, t1 < ta, t1 > to oder
t1 > to mit Termen tq,ts. Auch hier kénnen Variablen in den Termen vorkommen, so
dass man wie bei Gleichungen die Eigenschaften der Losbarkeit und Unlosbarkeit sowie
das Konzept einer Losungsmenge erkliren kann; folgende Aquivalenzumformungen gibt
es (dabei seien wieder ¢y, to Terme):

[ul] Vertauschung:
t1 <ty & to >t und ty > to &ty < ty,
t <ty ity >t und ty > ta & ta < ty.
[u2] Addition:
t1Sty & b+ 1320 + 13
tl§t2 <t +t3it2 + t3
[u3] Multiplikation mit t3 > 0
t1 St & titgStaty
t1 Sty & titg Stots
[u4] Multiplikation mit ¢35 < 0
ty Sty & titg Ztaty

t1 ;tg & thts thtg

Beispiel 1.14
Wir 16sen die Ungleichung 3 <  — 5 mit den genannten Umformungen.

[u2]

1 tg2
PP DR S R S S S L o BA

Ubungen zu Abschnitt 1.3

5. Versuchen Sie, die folgenden Terme zu 6. Welche Terme sind gleich?
vereinfachen, wenn fiir z,y die angegebe- a) 22 + 14z — 4,
nen Zahlen eingesetzt werden. Warum ist
dies im zweiten Fall nicht moglich? b)
c) (x+ 7) — 53,

d) (z—2)z+2x—4

Y fire=-2,y=4 7. Vereinfachen Sie die Terme so weit wie

a) +z firc = -8,y=14

b) =

1‘+2



