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Dieses Buch erklärt, wie Kinder mathematische 
Fähigkeiten entwickeln und welche Einflüsse dabei 
von Anfang an für Unterschiede sorgen: von den 
Vorläuferfertigkeiten bei Kindergartenkindern über 
die Grundschule bis hin zur Oberstufe. 

Darüber hinaus erfahren Studierende, Dozent*innen 
und Praktiker*innen, welche Aussagekraft diagnos-
tische Verfahren im Hinblick auf mathematische 
Kompetenzen haben. Es werden Merkmale schwa-
cher Rechner*innen aufgezeigt und verschiedene 
Fördermaßnahmen zur Vorbeugung und Therapie 
bei Rechenschwäche/Dyskalkulie vorgestellt. Daraus 
ergeben sich wichtige Tipps und Ratschläge für die 
Unterrichtspraxis.

Für die dritte Auflage wurde der Text umfassend 
aktualisiert und um die neuesten Forschungs- 
ergebnisse ergänzt.
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Vorwort zur Reihe

StandardWissen Lehramt – Studienbücher für die Praxis

Wie das gesamte Bildungswesen wird sich auch die künftige Lehr-
amtsausbildung an Kompetenzen und Standards orientieren. 
Damit rückt die Frage in den Vordergrund, was Lehrkräfte wissen 
und können müssen, um ihre berufliche Praxis erfolgreich zu 
bewältigen. Das Spektrum reicht von fachlichen Fähigkeiten über 
Diagnosekompetenzen bis hin zu pädagogisch-psychologischem 
Wissen, um Lehren als Unterstützung zur Selbsthilfe und Lernen 
als eigenaktiven Prozess fassen zu können.

Kompetenzen werden nicht in einem Zug erworben; Lehrer-
bildung umfasst nicht nur das Studium an einer Hochschule, 
sondern ebenso das Referendariat und die Berufsphase. Die Rei-
he StandardWissen Lehramt bei UTB bietet daher Lehramtsstu-
dierenden, Referendaren, Lehrern in der Berufseinstiegsphase 
und Fortbildungsteilnehmern jenes wissenschaftlich abgesicher-
te Know-How, das sie im Rahmen einer neu orientierten Ausbil-
dung wie auch später in der Schule benötigen. Fachdidaktische 
und pädagogisch-psychologische Themen werden gleicherma-
ßen in dieser Buchreihe vertreten sein – einer Basisbibliothek für 
alle Lehramtsstudierenden, Referendarinnen und Referendare, 
Lehrerinnen und Lehrer.
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Vorwort zur 3. Auf lage

Ein knappes Jahrzehnt nach der Veröffentlichung der Erstauflage 
dieses Buches kann konstatiert werden, dass sich im Bereich der 
mathematischen Kompetenzentwicklung seither enorm viel getan 
hat. Diese Einschätzung betrifft alle in unserem Buch abgehan-
delten Teilbereiche. Konnte man noch zu Beginn dieses Jahrtau-
sends den Eindruck gewinnen, dass die Forschungslage und der 
Erkenntnisgewinn im Bereich der mathematischen Kompetenz-
entwicklung und der Dyskalkulie im Vergleich mit der Forschungs-
situation im Bereich des Schriftspracherwerbs und der Dyslexie/ 
Legasthenie eher überschaubar schien, so hat sich das Bild mitt-
lerweile deutlich verändert. Es lassen sich nicht nur interessante 
Weiterentwicklungen im Bereich der theoretischen Modellbildung 
verfolgen, sondern auch zahlreiche (vielfach längsschnittlich an-
gelegte) empirische Arbeiten zu Aspekten vorschulischer und 
schulischer mathematischer Kompetenz und deren Relevanz für 
die weitere mathematische Leistungsentwicklung identifizieren. 
Ein ähnlich positiver Trend lässt sich für die Forschungsbefunde 
zur atypischen Entwicklung der Zahlenverarbeitung und der Re-
chenleistung nachweisen, also für Arbeiten zur Rechenschwäche/ 
Dyskalkulie. In diesem Kontext hat sich die Anzahl einschlägiger 
diagnostischer Testverfahren zur Erfassung mathematischer 
Kompetenzen im Vorschul- und Schulalter deutlich erhöht. Dabei 
wurde praktisch wichtigen Aspekten wie etwa den Gütekriterien 
von Tests immer größere Aufmerksamkeit geschenkt. Demgegen-
über ist die Zahl verfügbarer, empirisch evaluierter und langfristig 
wirksamer Trainings- und Interventionsansätze immer noch sehr 
begrenzt. Eine vor wenigen Jahren publizierte und im Buch skiz-
zierte (S3-) Leitlinie zur Diagnostik und Behandlung von Rechen-
störungen gibt Praktikern und Wissenschaftlern wertvolle Hinwei-
se zur Qualität verfügbarer Tests und Interventionsverfahren.

In der Neuauflage unseres Buchs haben wir versucht, die enor-
men Fortschritte der letzten Jahre in den Text zu integrieren, was 
zu Erweiterungen der meisten Kapitel führte. Im Grundsatz ist die 
Zielsetzung des Buches aber unverändert geblieben. Es geht uns 
darum, die wesentlichen theoretischen Hintergründe für den ma-
thematischen Kompetenzerwerb herauszuarbeiten und den typi-
schen Entwicklungsverlauf in Vorschule und Schule möglichst 
präzise darzustellen. Die Präsentation bewährter und aktueller 
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Vorwort zur 3. Auflage

diagnostischer Testverfahren zur Erfassung von Rechenleistun-
gen soll nicht zuletzt dem Zweck dienen, Schulpsychologen wie 
auch Lehrkräften Hilfestellung für die Auswahl geeigneter Tests 
zu geben. Die meisten der beschriebenen Verfahren eignen sich 
dabei nicht nur für die Feststellung von Leistungen und Leistungs-
entwicklungen in Schulklassen, sondern können auch Hinweise 
auf das Vorliegen einer Rechenstörung/ Dyskalkulie im Einzelfall 
geben. Die Übersicht über verfügbare Trainings- bzw. Interventi-
onsverfahren belegt, dass die in der Erstauflage noch erahnten 
positiven Entwicklungen nun tatsächlich beobachtbar sind.

Das Buch eignet sich aus unserer Sicht besonders für Studie-
rende in Lehramtsstudien-gängen, aber auch für Studierende der 
Psychologie und (Sonder-)Pädagogik, für Lehrkräfte und (Schul-)
Psycholog*innen. Es richtet sich aber auch an Lern- und Dyskal-
kulie-Therapeut*innen, Erzieher*innen und interessierte Eltern. 
Die Darstellung ist so angelegt, dass sie einer ersten Orientie-
rung dienen soll, darüber hinaus aber auch eine vertiefte Aus- 
einandersetzung mit unterschiedlichen Inhaltsbereichen dieser 
Thematik ermöglicht. Wir wünschen viel Freude bei der Lektüre 
und optimalen Lerngewinn!

Frau Nadine Albert und Frau Katrin Tenge-Borkowski vom 
Brill-Verlag sei für die kompetente fachliche Begleitung bei der 
Neuauflage dieses Buchs sehr herzlich gedankt. 

Würzburg und Ludwigsburg, im April 2021

Wolfgang Schneider, Petra Küspert und Kristin Krajewski
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Vorwort

Im vorliegenden Buch wird der Versuch unternommen, die Lite-
ratur zur Entwicklung mathematischer Kompetenzen im Kindes- 
und Jugendalter kritisch zu sichten und die wesentlichen Erkennt-
nisse zusammenzustellen. Am Anfang steht die Diskussion 
neuerer Modelle des Erwerbs mathematischer Kompetenzen, die 
gezielt im Vorschulalter ansetzen. Sie sollen ein Verständnis der 
zentralen Erkenntnisfortschritte junger Kinder in diesem Bereich 
vermitteln und die Abfolge unterschiedlicher Stufen des Erkennt-
nisprozesses erläutern. Aus diesen theoretischen Modellen las-
sen sich relevante Vorläufermerkmale mathematischer Kompe-
tenz ableiten, die in der Folge genauer beschrieben werden und 
entweder spezifisch für diesen Inhaltsbereich sind oder aber 
zusätzlich die Leistungen in anderen schulischen Bereichen vor-
hersagen können. Diese Vorläufermerkmale sind insbesondere 
für die Beschreibung und Erklärung individueller Unterschiede in 
den mathematischen Kompetenzen zu Beginn der Schulzeit be-
deutsam. Im Folgekapitel wird der typische Entwicklungsverlauf 
mathematischer Kompetenzen während der Grundschulzeit und 
der Sekundarstufe erörtert, wobei insbesondere auf die Befunde 
einschlägiger Längsschnittstudien eingegangen wird.

Da sich diese Kompetenzen objektiv erfassen lassen, präsen-
tieren wir in der Folge bewährte diagnostische Testverfahren zur 
Erfassung der Rechenleistung, die nicht nur von Schulpsychologen, 
sondern auch von Lehrkräften problemlos eingesetzt werden kön-
nen. Sie eignen sich in der Regel auch für die Diagnose von Dys-
kalkulie, also einer spezifischen Störung in der Entwicklung ma-
thematischer Kompetenzen. Die Problematik schwacher Rechner 
wird dann im fünften und vorletzten Kapitel detaillierter diskutiert, 
wobei unterschiedliche Verursachungsmöglichkeiten vorgestellt 
werden und dem Eindruck entgegengearbeitet wird, dass es sich 
um ein homogenes Störungsbild handelt. Angesichts unter-
schiedlicher Problemschwerpunkte scheint es nicht trivial, Inter-
ventionsmethoden zu entwickeln und einzusetzen, die insgesamt 
hilfreich sind und nachhaltig wirken. Die derzeit verfügbaren Mög-
lichkeiten in diesem Bereich werden im letzten Kapitel des Buches 
genauer beschrieben. Wenn auch die Lage im Interventionsbe-
reich nach wie vor nicht optimal scheint, hat es in jüngerer Zeit 
doch einige vielversprechende Entwicklungen gegeben. 
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Als Leserschaft sind hauptsächlich Studierende in Lehramts-
studiengängen angesprochen. Das Buch kann aber auch für Stu-
dierende der Psychologie und Pädagogik interessant sein, weiter-
hin für Lehrkräfte, Schulpsychologen sowie für pädagogische wie 
auch psychologische Fachkräfte, die sich im Bereich der Dyskal-
kulie und ihrer Behandlung engagieren. Wir haben daher ver-
sucht, eine Brücke zwischen theoretischer Grundlegung und 
Anwendungsmöglichkeiten in der (späteren) Berufspraxis zu 
schlagen. Einerseits sollen grundlegende theoretische Konzepte 
vorgestellt, andererseits auch handlungsleitendes Wissen über 
aktuelle diagnostische Möglichkeiten wie auch Präventions- und 
Interventionsprogramme vermittelt werden. Die Darstellung 
kann einer ersten Orientierung dienen, ist aber auch so angelegt, 
dass eine vertiefte Auseinandersetzung mit den unterschiedli-
chen Inhalts- und Anwendungsbereichen möglich wird.

Wir hoffen, mit dieser Konzeption zu einer erfolgreichen und 
interessanten Arbeit mit dem Text beizutragen und wünschen 
dabei viel Freude und Lerngewinn. 

Bei Herrn Dr. Diethard Sawicki und Frau Nadine Albert möch-
ten wir uns für die konstruktive Unterstützung von Verlagsseite 
bedanken, weiterhin bei Michaela Pirkner für die Bearbeitung und 
das sorgfältige Korrekturlesen des Manuskripts. 

Würzburg und Gießen, im Dezember 2012   

Wolfgang Schneider, Petra Küspert und Kristin Krajewski
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1.1 � Erste Schritte auf dem Weg zum Verständnis 
der Zahlen und der Zahlenstruktur

Kinder beschäftigen sich bereits lange vor der Einschulung mit 
Mengen und Zahlen, sodass der Schuleintritt bei Weitem nicht 
als „Stunde null“ für den Aufbau mathematischer Kompetenz zu 
verstehen ist. Im alltäglichen Spiel vergleichen Kleinkinder Men-
gen, stellen beispielsweise fest, wer „mehr“ oder „weniger“ Gum-
mibärchen hat, sie sagen die Zahlwortreihe auf (anfangs fehler-
haft und unvollständig, später hoch automatisiert), und sie führen 
Aus- und Abzählhandlungen durch, die im Verlauf des Kleinkind-
alters zunehmend sicherer und zuverlässiger werden.

Wenn auch die Ausführungen in diesem Kapitel auf die vor-
schulische Entwicklung von mathematischen Kompetenzen fo-
kussieren, gibt es Belege dafür, dass auch Tiere zwischen groben 
Mengen differenzieren können. Der Umstand, dass der  Umgang 
mit Mengen nicht an die Beherrschung der Sprache gebunden 
ist, dokumentiert sich schon darin, dass selbst Tiere nach ent-
sprechendem Training in diesem Bereich beachtliche Leistungen 
erbringen können. So zeigten sich etwa in der Studie von Jordan 
und Brannon (2003) Rhesusaffen dazu in der Lage, nach vorher-
gehender Einübung der Mengen-Anzahl-Korrespondenz bei Kärt-
chen mit zwei resp. acht Elementen die passende Zuordnung zu 
treffen. Dies funktionierte auch dann, wenn sich die Mengenkar-
ten im Test hinsichtlich Größe, Farbe und räumlicher Anordnung 
der Elemente von den Trainingskarten unterschieden. Offensicht-
lich gelang es den Affen, die Zuordnung einzig auf der Basis der 
Anzahl der dargebotenen Objekte zu treffen und von anderen 
Merkmalen wie räumlicher Ausdehnung oder Dichte zu abstra-
hieren. Allerdings bedürfen Primaten eines intensiven Trainings, 
um solche Abstraktionsleistungen zu erbringen, und ihre Fähig-
keit beschränkt sich auf die Unterscheidung geringer Mengen.

 Diese Restriktion unterscheidet sie beträchtlich von Kindern. 
Es scheint bemerkenswert, dass schon Säuglinge lange vor Ein-
setzen der Sprache ein basales Verständnis für Mengeneigen-
schaften zeigen (vgl. Wynn, 1996; Xu & Spelke, 2000). Es hat 
dabei den Anschein, dass bestimmte Aspekte der numerischen 
Kognition von Geburt an in ihren Grundzügen angelegt sind. So 
scheinen beim Menschen sogenannte „Kernsysteme“ (vgl. Spel-
ke & Kinzler, 2007) im Hinblick auf das Verständnis von „Num-
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erositäten“ (Anzahl der in einem Set befindlichen Elemente) als 
genetisch determinierte Basiskompetenzen von Beginn an zu 
bestehen und in einem bedeutsamen Ausmaß die Grundlage für 
späteres Zahlenverständnis und Zahlenverarbeitung und deren 
Anwendung im arithmetischen Kontext zu bilden. In den klassi-
schen Studien von Wynn wurden Säuglinge im Alter von vier bis 
sechs Monaten im Rahmen eines „Habituations-Dishabitua-
tions-Paradigmas“ daraufhin untersucht, über welche Kompeten-
zen sie schon im numerischen Bereich verfügen. Dieses Paradig-
ma sieht vor, dass den Säuglingen zunächst ein Stimulus 
(beispielsweise: zwei Objekte) wiederholt solange präsentiert 
wird, bis eine Gewöhnung stattgefunden hat und sich die Be-
trachtungszeit der Objekte deutlich verkürzt. Wenn nun eine 
neue Anzahl (z.B. drei Objekte) präsentiert wird und sich die 
Blickdauer daraufhin deutlich erhöht, wird daraus geschlossen, 
dass die Kinder diesen Mengenunterschied wahrgenommen ha-
ben. Wie die Studie von Xu und Spelke (2000) zeigen konnte, ist 
die Wahrnehmung von Numerositäten nicht auf einen kleinen 
Zahlenraum von bis zu vier Elementen beschränkt. Säuglinge 
können vielmehr die Veränderung von Numerositäten auch bei 
größeren Sets bemerken, solange die Relation zwischen den Ob-
jekten mindestens 2:1 beträgt, nicht aber dann, wenn sie kleiner 
ausfällt. So fanden sich Dishabituationseffekte (längere Blickzei-
ten) als Hinweis auf ein Entdecken der Unterschiede etwa dann, 
wenn im Anschluss an 16 Elemente nun 32 Elemente präsentiert 
wurden, nicht aber dann, wenn die neue Anzahl 12 Elemente 
betrug.

Nach wie vor wird in diesem Zusammenhang allerdings kon-
trovers diskutiert, auf welcher Informationsbasis die Kinder ihre 
Unterscheidungen überhaupt treffen. Da eine größere Anzahl 
von Objekten in der Regel auch mit Unterschieden in kontinuier-
lichen Merkmalen wie Fläche und Volumen assoziiert ist, könnte 
die vorgenommene Differenzierung entweder auf der Unterschei-
dung unterschiedlich vieler diskreter Elemente oder aber unter
schiedlich großer Mengen bzw. Oberflächen basieren (vgl. aus-
führlicher Krajewski, 2003). In der Tat scheinen Säuglinge die 
Unterschiede zwischen Mengen eher an der räumlichen Ausdeh-
nung der Objekte festzumachen, nicht jedoch an den unterschied-
lichen Anzahlen, also diskreten Merkmalen. So nehmen sie etwa 
Mengen genau dann nicht als verschieden voneinander wahr, 
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wenn diese sich zwar in der Anzahl (z.B. eine Puppe vs. zwei 
Puppen), nicht aber in Umfang und Fläche unterscheiden (eine 
große Puppe wird also nicht als „weniger“ wahrgenommen als 
zwei kleine Puppen; vgl. Feigenson, Carey & Spelke, 2002; Clear-
field & Mix, 1999; Simon, Hespos & Rochat, 1995). Insgesamt 
scheint die Befundlage zu dieser Frage eher inkonsistent und 
noch nicht abschließend geklärt, sodass weitere Untersuchungen 
mit verbesserten experimentellen Ansätzen erforderlich sind. 

1.2 � Klassische Modelle zum frühen Umgang mit 
Mengen und Zahlen

Auch wenn schon Säuglinge über erstaunliche Kompetenzen bei 
der Verarbeitung von Numerositäten verfügen, beginnen Kinder 
in der Regel erst ab dem Alter von zwei bis drei Jahren die Fertig-
keit des Zählens zu erwerben. Das Mathematiklernen beginnt 
demnach schon im frühen Kindesalter, also deutlich vor Schul- 
eintritt, und wird durch informelle Erfahrungen im Elternhaus 
und im Kindergarten stimuliert. Wie von Krajewski, Grüßing und 
Peter-Koop (2009) hervorgehoben wurde, lassen sich im Wesent-
lichen zwei frühe Modellvorstellungen zum Erwerb des Zahlbe-
griffs unterscheiden, die in ihren Grundannahmen differieren 
und im Folgenden genauer beschrieben werden. 

1.2.1  Das „logical-foundations“-Modell nach Piaget 

Wesentliche Erkenntnisse zur frühen mathematischen Kompe-
tenzentwicklung verdanken wir den klassischen Arbeiten Jean 
Piagets, der davon ausging, dass sich der Zahlbegriff auf der 
Basis logisch formaler Operationen entwickelt (vgl. etwa Piaget 
& Szeminska, 1975). Als zentrale logische Operationen werden 
das Verständnis für den Erhalt und die Invarianz von Quantitäten, 
kardinale und ordinale Eins-zu-eins-Zuordnungen sowie additive 
und multiplikative Kompositionen angenommen. 

Über Klassifikationen von Objekten erwirbt das Kind den kar-
dinalen Aspekt von Zahlen, also das Wissen darüber, dass eine 
Zahl die Anzahl der Elemente einer Menge angibt. Über Rei-
hungsaufgaben (Seriationen) erwirbt das Kind den ordinalen 
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Aspekt von Zahlen (eine Zahl gibt den Rangplatz in einer geord-
neten Menge an). Beide Aspekte entwickeln sich Piaget zufolge 
etwa zur gleichen Zeit und führen zum Verständnis des Zahlbe-
griffs. Das Verständnis für Zahlen und dafür, wie das Hinzu- und 
Wegnehmen von Elementen diese verändern, spiegelt sich nach 
Piaget im Verständnis der Zahlinvarianz wider (s. etwa Piaget & 
Szeminska, 1975). Mit „Zahlinvarianz“ meinte Piaget die Ein-
sicht, dass sich die Anzahl der Elemente einer Menge nicht än-
dert, wenn man deren räumliche Ausdehnung ändert. Er sah das 
Erkennen und bewusste Verstehen der inneren Gesetze von Zah-
len in dieser Fähigkeit begründet. Das Verständnis der Zahl be-
gann für ihn demnach mit der Erhaltung des numerischen Gan-
zen („Zahlerhalt“). Zwei Leistungen schienen hierfür und 
demnach für den Erwerb des Zahlbegriffs bedeutsam, nämlich 
Kompetenzen zur Klasseninklusion und zur Seriation. „Klas-
seninklusion“ meint das Zuordnen einer Teilklasse in eine Ge-
samtklasse und damit Ordnen im Sinne ineinander verschachtel-
ter Teil-Ganzes-Mengen. Piaget glaubte, dass diese Fähigkeit 
unmittelbar zum Verständnis des Kardinalaspekts einer Zahl führt, 
da das Verständnis dafür, dass „einige“ ein Teil ist von „alle“ und 
dass eine kleine Menge eingeschachtelt ist in eine größere analog 
sei dem Verständnis, dass die Klasse, die nur ein Element enthält 
(und damit die Zahl 1), enthalten ist in der Klasse, die zwei Ele-
mente enthält (und damit die Zahl 2), welche wiederum enthalten 
ist in der Klasse, die drei Elemente enthält (Zahl 3) usw. Unter 
„Seriation“ verstand Piaget die Fähigkeit, Elemente nach zuneh-
mender oder abnehmender Größe zu ordnen. Nach seiner An-
sicht erhalten die Elemente einer Menge durch eine solche Auf-
reihung ihre asymmetrische Relation zueinander: Das erste 
Element (und damit die Zahl 1) ist kleiner als das zweite Element 
(und damit die Zahl 2), welches aber wiederum kleiner ist als das 
dritte Element (und damit die Zahl 3) usw. Hierin sah Piaget den 
Ordinalitätsaspekt einer Zahl begründet.

Die Entwicklung des Zahlkonzepts beim Kind vollzieht sich 
nach seiner Auffassung nun als Verschmelzung von Klasseninklu-
sion (Verständnis für Teil-Ganzes-Beziehungen) und Seriation 
(Verständnis für Ungleichheitsbeziehungen), weil so das Kind die 
Zahl als Vereinigung ihrer kardinalen Funktion (Mengenbegriff ) 
und ihrer ordinalen Funktion (Ordnungsbegriff ) erwirbt. Nur mit 
diesem Verständnis sind Piaget zufolge Kinder (in der Regel erst 
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im Alter von sechs bis sieben Jahren) dazu in der Lage, die na-
türlichen Zahlen zu erfassen und mathematische Operationen 
wie die Addition zu verstehen. Zählübungen haben im Ansatz von 
Piaget keinen operativen Wert und damit auch keinen förderli-
chen Effekt auf die Entwicklung des Zahlbegriffs. Aus dem Um-
stand, dass ein Kind schon zählen kann, lässt sich seiner Mei-
nung nach nicht folgern, dass es auch schon hinreichend Wissen 
über die Funktion von Zahlen besitzt. 

Wenn auch der Forschungsansatz von Piaget sicherlich als 
bahnbrechend angesehen werden kann und viel sinnvolle For-
schung angeregt hat, hat sich ab den 70er-Jahren auch deutliche 
Kritik am Modell und den Befunden artikuliert. So ließ sich etwa 
die Annahme, dass sich das Verständnis von Kardinal- und Ordi-
nalzahl in etwa gleichzeitig entwickelt, empirisch nicht bestätigen 
(vgl. etwa Brainerd, 1979). Es gibt mittlerweile viele Belege dafür, 
dass sich das Verständnis der Ordinalzahl vor dem der Kardinal-
zahl entwickelt, und dass auch Trainingsprogramme zur Ordinal-
zahl einen größeren Zuwachs an arithmetischen Kompetenzen 
produzieren als Trainings, die im Wesentlichen nur auf die Kar-
dinalzahl fokussieren (vgl. Krajewski et al., 2009).

Mehrere Forscher gingen nun aufgrund neuerer Befunde auch 
davon aus, dass die Fähigkeit zur Zahlinvarianz von Mengen nicht 
der geeignete Fokus ist, um den Erwerb der Zahl zu erklären, und 
schrieben im Unterschied zu Piaget vor allem dem Zählen große 
Bedeutung zu. Es ließ sich weiterhin zeigen, dass entgegen den 
Grundannahmen Piagets Kinder einen operativen Zahlbegriff 
schon vor dem Erwerb der konkret-operationalen Stufe (sechs bis 
sieben Jahre), also deutlich vor Schulbeginn, erwerben.

1.2.2   �Das Skill-Integration-Modell der Zahlbegriffs- 
entwicklung 

Im Zusammenhang mit der Kritik an Piagets Theorie zur Entwick-
lung des Zahlbegriffs wurden vor allem im angloamerikanischen 
Raum alternative Modellvorstellungen generiert, die nach Cle-
ments (1984) unter dem Begriff des „Skill-Integration“-Modells 
zusammengefasst werden können. In diesem Ansatz wird davon 
ausgegangen, dass Kinder schon frühzeitig über Grundkompe-
tenzen und basale Einsichten im Hinblick auf Zahlen verfügen 
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und sich die Entwicklung des Zahlbegriffs als Integration unter-
schiedlicher Fähigkeiten und Fertigkeiten beschreiben lässt. Mitt-
lerweile klassische Arbeiten von Gelman und Gallistel (1978), 
Fuson (1988) und Resnick (1983, 1989) haben diese Modellent-
wicklung stark geprägt. Vertretern dieses Ansatzes zufolge be-
ginnt die Kompetenz des Zählens mit dem Erwerb der Zahlwör-
ter. Wie später noch verdeutlicht werden wird, ist hier allerdings 
einschränkend anzumerken, dass aus einer auswendig gelernten 
Zahlwortreihenfolge noch nicht eindeutig hervorgeht, ob das 
Kind schon ein wahres Zahlverständnis erworben hat.

Zählprinzipien nach Gelman und Gallistel

Gelman und Gallistel (1978; vgl. auch Gelman, 2009) beschrei-
ben genauer, was mit der Kompetenz des Zählenkönnens ge-
meint ist und welche Fähigkeiten für diese Kompetenz beim Kind 
entwickelt sein müssen. Sie unterscheiden drei Prinzipien, die 
festlegen, wie richtig gezählt wird, und zwei weitere Prinzipien, 
die bestimmen, unter welchen Voraussetzungen die ersten drei 
angewendet werden können. 

Prinzip der Eins-zu-eins-Zuordnung. Um richtig zu zählen, ist 
es nach Auffassung von Gelman und Gallistel wichtig, eine Eins-
zu-eins-Zuordnung zwischen den Zahlwörtern und den zu zäh-
lenden Objekten herstellen zu können. Diese paarweise Zuord-
nung stellt nach Stern (1996) die Handlungsbasis für das 
Vergleichen dar und liegt der Zuordnung von Zahlwörtern zu 
Mengen zugrunde.

Prinzip der stabilen Abfolge. Zum Zweiten muss ein Kind be-
greifen, dass beim Zählen jede Zahl nur einmal und stets in 
derselben Position der Zahlenfolge vorkommt. So ist ein Kind, 
das eine Anzahl von vier Bällen immer wieder mit den Zahlwör-
tern „eins, zwei, vier, zehn“ belegt, zwar noch nicht mit der ge-
nauen Abfolge der Zahlwörter, aber bereits mit dem Prinzip der 
stabilen Abfolge vertraut.

Kardinalitätsprinzip. Drittens ist es bedeutsam zu erkennen, 
dass die letzte Zahl beim Auszählen einer Menge deren Anzahl oder 
Kardinalität angibt. Es ist nicht leicht zu erschließen, ob dieses 
Prinzip von den Kindern wirklich beherrscht wird. Auch wenn bei-
spielsweise die beiden zuerst genannten Prinzipien verfügbar sind 
und das Kind die oben erwähnten vier Bälle korrekt abzählt, hat es 
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möglicherweise noch nicht erfasst, dass eine Menge von insgesamt 
vier Bällen vor ihm liegt. Das Kardinalitätsprinzip scheint etwa 
dann noch nicht verstanden zu sein, wenn auf die Frage, wie viele 
Bälle es denn nun sind, wieder von vorne gezählt wird.

Die genannten Prinzipien werden dann korrekt angewendet, 
wenn zum einen von der Qualität der zu zählenden Objekte ab-
strahiert wird (z.B. Bälle gezählt werden, die sich in ihrer Größe 
und Farbe voneinander unterscheiden), zum anderen dann, wenn 
erkannt worden ist, dass man mit dem Auszählen einer Gruppe 
von Objekten an jeder beliebigen Stelle (z.B. links, rechts, Mitte) 
beginnen kann, weil sich die Gesamtzahl der Objekte nicht ver-
ändert, solange man jedes Objekt nur einmal zählt.

Gelman und Gallistel beziehen sich bei ihrer Betrachtung des 
Zählens auf die Fähigkeit des Aus- bzw. Abzählens von Elementen. 
Wie schon erwähnt ist das Zählen jedoch nicht zwangsläufig 
immer schon bewusst mit dahinterstehenden Mengen (Anzah-
len) verknüpft (Krajewski, 2005). Kleine Kinder erlernen die Folge 
der Zahlwörter zunächst oft wie das Nachsprechen eines Kinder-
reimes, der noch keinen Bezug zu(m Auszählen von) Elementen 
aufweist. Daher ist ein weiterer entwicklungspsychologischer 
Ansatz zur Entwicklung des Zählens interessant, in dem Karen 
Fuson (1988) die Entwicklung des Zahlwortgebrauchs beschreibt. 

Entwicklung des Zahlwortgebrauchs nach Fuson

Grundlegend für den Erwerb der Zahlreihenfolge (1, 2, 3, ...) ist 
nach Ansicht der Autorin, dass ein Kind zunächst zwischen Zahl-
wort und Nichtzahlwort unterscheidet und ausschließlich Zahl-
wörter benutzt, wenn es zum Zählen aufgefordert wird. Weiterhin 
ist es notwendig, dass die  Struktur der Zahlwörter erkannt wird. 
Durch deren Irregularität ist dies im Zahlenraum bis 20 schwer 
möglich (es heißt z.B. „elf“ statt „einszehn“, „zwölf“ statt „zwei-
zehn“, „zwanzig“ statt „zweizig“), weshalb Kinder die Zahlen bis 
20 zunächst ohne tieferes Verständnis auswendig lernen müs-
sen. Erst wenn das Kind die Zahlen in der richtigen Folge aufsa-
gen kann, ist es schließlich fähig, ein tieferes Verständnis im 
Umgang mit den Zählzahlen zu erlangen. Diese Weiterentwick-
lung vollzieht sich nach Fuson auf fünf Ebenen. Um dem zähl-
vorwissenden Leser einen besseren Eindruck zu vermitteln, dass 
Schwierigkeiten in den einzelnen Phasen auftreten können, sind 
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zur Veranschaulichung den Zahl-Ketten (kommentarlos) analoge 
Buchstaben-Beispiele nachgestellt (vgl. Krajewski, 2003).

1) Undif ferenziertes Wortganzes: 
„einszweidreivierfünfsechssiebenachtneunzehn“
„abcdefghijklmnopqrstuvwxyz“
Das Kind durchläuft die gesamte automatisierte Zählprozedur 
von Anfang bis Ende und nimmt die Zahlen nicht als getrennt 
voneinander wahr; die Zahlkette kann nur vollständig wiederge-
geben werden. Eine Eins-zu-eins-Zuordnung von Zahlwort zu 
Objekt ist nicht möglich. Dies ist eine sehr kurze Phase, die man 
schon bei Kindern im Alter von etwa zwei Jahren vorfinden kann, 
die aber nicht immer zu beobachten ist.

2) Unzerbrechliche Kette: 
„eins-zwei-drei-vier-fünf-sechs-sieben-acht-neun-zehn“
„a-b-c-d-e-f-g-h-i-j-k-l-m-n-o-p-q-r-s-t-u-v-w-x-y-z“
Das Kind zählt immer noch von Anfang bis Ende. Es nimmt die 
Zahlen aber nun als separate Wörter wahr, die jedoch immer noch 
als unzertrennliches Ganzes aneinanderhängen, weshalb das 
Zählen jedes Mal mit „eins“ begonnen werden muss. Durch ein
deutiges Zuordnen von Zahlwort und Objekt wird korrektes Ab-
zählen möglich. Das Ende des Zählvorganges bzw. der Kette wird 
als Kardinalwert („10 Objekte“) bewusst. 

3) Aufgebrochene Kette: 
„sieben - acht - neun - zehn“  →  „zehn - neun - acht - sieben“
„k - l - m - n - o - p - q - r - s - t“  →  „t - s - r - q - p - o - n - m - l - k“
Etwa im Alter von vier Jahren kann das Kind irgendwo in der 
Reihe mit dem Zählen beginnen. Der Kardinalwert dieser Start-
zahl wird als Teilmenge bewusst (d.h. wenn man bei der Sieben 
zu zählen beginnt, schließt das schon sieben Objekte ein). Die 
Zahlwörter werden einzeln wahrgenommen, was das Kind bei-
spielsweise befähigt, Zahlen genau vor, genau nach oder zwi-
schen anderen Zahlen anzugeben. Später kann auch rückwärts 
gezählt werden.

4) Numerische Kette: 
5+3  →  „fünf  ... sechs-sieben-acht“
e+c  →  „e ... - f-g-h“
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Nun zeigt sich nach Fuson ein erstes numerisches Verständnis, 
da die Zahl als einzelne Einheit im numerischen Sinn gesehen 
wird. (Dies wird besonders darin deutlich, dass ab dieser Stufe 
die Analogie mit der Buchstabenfolge vom „praktischen“ Sinn 
her fehlschlägt: „e+c“ macht keinerlei Sinn, wenn man sich die 
Buchstaben nicht – wie dies die LeserInnen sicherlich automa-
tisch tun – als Repräsentanten von Zahlen vorstellt.) Jede Teilket-
te („eins-zwei-drei“) kann als numerische Situation wahrgenom-
men werden, welche gezählt und mit anderen verglichen werden 
kann. Durch Abzählen an den Fingern wird Rechnen möglich. 
Diese Form des Rechnens geschieht durch Hoch- und Herunter-
zählen, was noch kein wahres Verständnis der Rechenoperatio-
nen impliziert. 

5) Vorwärts-Rückwärts-Kette: 
8 – 5 = 3  →  3 + 5 = 8    sowie   3 + 5 = 7 + 1 = 6 + 2 = 4 + 4
h – e = c  →  c + e = h    sowie     c + e = g + a = f + b = d + d
Auf der letzten Ebene, die wohl kaum vor Schuleintritt zu erwar-
ten ist, wird dem Kind schließlich nach Ansicht von Fuson die 
Umkehrbarkeit von Addition und Subtraktion bewusst. Es kann 
genauso leicht rückwärts wie vorwärts zählen und mit dem nu-
merischen Teil-Ganzes-Schema operieren (Zerlegen von Zahlen 
in verschiedene Komponenten). Zählen wird als eine, aber nicht 
einzige Strategie des Rechnens erkannt. Fuson spricht hier von 
wahrem numerischen Zählen.

Diese fünf Ebenen unterscheiden sich qualitativ voneinander – 
eine neue Ebene spiegelt zunehmende Kompetenzen beim Um-
gang mit der Zahlreihenfolge wider. Da sich dieser Entwicklungs-
prozess für größere Zahlen noch lange fortsetzt, nachdem ein 
Kind die ersten Zahlwörter richtig aufgesagt hat, ist es möglich, 
dass es sich für verschiedene Teile der Zahlwortreihe gleichzeitig 
in verschiedenen Entwicklungsphasen (also auf verschiedenen 
Ebenen) befindet. 

Kopplung von Zählprozedur und protoquantitativen  
Schemata nach Resnick

Lauren Resnick (1989) stellt heraus, dass es besonders wichtig 
ist, die Fähigkeit zum Zählen auch in engem Zusammenhang mit 
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dem Mengenverständnis zu betrachten. Sie sieht die Kopplung 
der Zählprozedur mit dem Verständnis für Mengen und Mengen-
beziehungen als bedeutsamste Notwendigkeit für den Erwerb 
mathematischer Kompetenzen. Grundlage des mathematischen 
Verständnisses ist nach ihrer Theorie die Kopplung der exakten 
Zähl-Zahlen an die bereits verfügbaren quantitativen Begriffe des 
Kindes wie „viel“ und „wenig“, „größer (als)“ und „kleiner (als)“, 
welche nur unpräzise Beschreibungen von Mengen wiedergeben. 

Aus der Sicht von Landerl, Vogel und Kaufmann (2017)kommt 
dem  Erwerb des verbalen Zählens bei der frühen Entwicklung 
mathematischer Kompetenzen eine zentrale Rolle zu. Einmal 
stellt die Zuordnung von Zahlwörtern zu den korrespondieren-
den Numerositäten (Mengen) eine erste symbolische Repräsen-
tation von Mengen dar. Die zweite gängige symbolische Reprä-
sentationsform von Mengen, nämlich arabische Ziffern, wird 
von der Mehrzahl von Kindern erst später im schulischen Kon-
text erworben. Zum anderen dient das Zählen als Voraussetzung 
für die Herausbildung von Rechenoperationen wie Addition und 
Subtraktion und damit als Voraussetzung für die arithmetische 
Kompetenz. 

1.3 � Neuere Entwicklungsmodelle des Erwerbs 
früher mathematischer Kompetenzen

Bereits seit mehr als 50 Jahren beschäftigt sich die kognitionspsy-
chologische Forschung mit der Zahlenverarbeitung und der arith-
metischen Kompetenz Erwachsener, und es wurde deutlich, dass 
sich Rechenfertigkeiten aus einer ganzen Reihe von – teils vonei-
nander unabhängigen – Teilkompetenzen speisen (für einen Über-
blick siehe Landerl et al., 2017). Dabei zeigen Studien, in denen 
bildgebende Verfahren eingesetzt werden, dass durchaus von Un-
terschieden in den zentralen Aktivierungsmustern bei Erwachse-
nen und Kindern auszugehen ist (z.B. Ansari & Dithal, 2006). In 
neuerer Zeit hat sich demnach die Auffassung verfestigt, dass 
Ergebnisse aus der Forschung mit Erwachsenen keinesfalls unge-
prüft auf Kinder übertragen und als Basis für die Ableitung von 
Entwicklungsmodellen genutzt werden dürfen. Es besteht von da-
her die Notwendigkeit, eigene Modelle für die frühe Entwicklung 
mathematischer Kompetenzen zu formulieren.

Erwerb des verbalen 
Zählens
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Im (elementar-)pädagogischen Alltag zeigt sich eine kritisch 
zu betrachtende Tendenz, die dahin geht, basale Kompetenzen 
(etwa Figur-Grund-Unterscheidung, Raum-Lage-Wahrnehmung, 
Links-Rechts-Unterscheidung oder visuo-motorische Koordinati-
on etc.) ohne ausreichende Datenbasis zu spezifischen Vorläu-
ferfertigkeiten mathematischer Kompetenz zu erheben (vgl. Milz, 
1997), und damit deren vorschulische Förderung als primäre 
Maßnahme zur Prävention von Rechenschwäche zu empfehlen. 
Selbstverständlich ist davon auszugehen, dass diese unspezifi-
schen Variablen den vorschulischen Aufbau spezifischer mathe-
matischer Vorkenntnisse beeinflussen. Entsprechende Förder-
empfehlungen sollten jedoch erst dann ausgesprochen werden, 
wenn in Längsschnittuntersuchungen ein kausaler Wirkzusam-
menhang eindeutig belegt werden konnte. In Analogie zur klas-
sischen Legasthenieforschung lässt sich durchaus erwarten, dass 
die Bedeutung solcher unspezifischer Vorläuferfertigkeiten für 
den Aufbau spezifischer mathematischer Kompetenzen deutlich 
relativiert werden muss.

Erst in jüngerer Zeit ist es gelungen, unter Berücksichtigung 
von Einzelkonzepten verschiedener Forschergruppen und an-
hand der oben beschriebenen Erkenntnisse von Piaget und Sze-
minska (1975), Gelman und Gallistel (1978) sowie Fuson (1988) 
und Resnick (1989) erste fundierte und empirisch belastbare 
Entwicklungsmodelle zu entwickeln. Das erste in dieser Hinsicht 
bedeutsame Modell wurde von Krajewski (2003, 2005, 2007) 
generiert und wird in der Folge genauer dargestellt. Seine Rele-
vanz verdankt dieses Modell nicht zuletzt der Tatsache, dass es 
mit längsschnittlichen Befunden zur mathematischen Kompe-
tenzentwicklung von Vorschulkindern gut kompatibel ist (vgl. 
etwa Krajewski & Schneider, 2006, 2009a und 2009b). Es dien-
te auch als Grundlage für die Erstellung von vier Testverfahren 
zur  Erfassung mathematischer Basiskompetenzen, die den 
gesamten Altersbereich vom Kindergartenalter bis zum Ende 
der Schulzeit abdecken (MBK-0; Krajewski, 2018; MBK-1; Enne-
moser, Krajewski & Sinner, 2017; MBK 2-4; Krajewski & Enne-
moser, in Vorb.; MBK 4-13+; Ennemoser & Krajewski, in Druck) 
sowie eines in seiner Wirksamkeit vielfach empirisch bestätig-
ten Trainings mathematischer Kompetenzen im Vor- und Grund-
schulalter (Mengen, zählen, Zahlen; Krajewski, Nieding & 
Schneider, 2007).

Vorläuferfertigkeiten 
mathematischer 

Kompetenz

Erfassung mathe-
matischer Basis-

kompetenzen
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1.3.1 � Das Entwicklungsmodell der Zahl-Größen- 
Verknüpfung (ZGV-Modell) nach Krajewski 

Krajewski entwickelte ein Modell (2003, 2005, 2007), das den 
gesamten Entwicklungsbereich ab der Geburt bis ins Grundschul-
alter umspannt und von ihr jüngst auch ins Sekundarstufenalter 
übertragen wurde. Im Verlauf der hier betrachteten Zeitspanne 
durchlaufen Kinder verschiedene Phasen oder „Meilensteine“, die 
durch eine zunehmend tiefere Verknüpfung von Zahlwörtern und 
Ziffern mit Mengen bzw. Größen gekennzeichnet sind (s. Abb. 1, 
Krajewski, 2007, 2013). Der in ihren Arbeiten ursprünglich verwen-
dete Begriff des „Mengen- und Zahlenwissens“ bzw. „mengen- 
und zahlenbezogenen Vorwissens“ (Krajewski, 2003, 2005) wurde 

Abbildung 1 | Entwicklungsmodell der Zahl-Größen-Verknüpfung nach Krajewski 

(2013) 
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von der Autorin später unter der Bezeichnung „Mengen-Zahlen-
Kompetenzen“ (2007) erweitert und neu strukturiert und nun-
mehr mit dem Begriff „Zahl-Größen-Kompetenzen“ (2013) belegt. 
Hierbei impliziert der Begriff der „Größe“ im Vergleich zum vor-
mals verwendeten Mengenbegriff eine inhaltliche Erweiterung 
und umfasst nun nicht mehr nur Größen wie Fläche und Volumen 
(vgl. „Mengen“), sondern schließt weitere Größen wie etwa Ge-
wicht oder Zeit mit ein. Da Abzählbarkeit von Elementen unter 
dem von Krajewski streng gefassten Mengen- und Größenbegriff 
keine Rolle spielt (es ist hier von „numerisch unbestimmten“ 
Mengen und Größen die Rede; vgl. Krajewski 2003, 2005), impli-
ziert dieser auch nicht, dass bei Urteilen und Operationen, die 
sich auf Mengen, Zeit und Gewicht beziehen, zwangsläufig ein 
Zahlbezug hergestellt wird. Vielmehr können nach ihrem Ver-
ständnis Urteile und Operationen mit diesen Größen auch ohne 
die Verwendung von Zahlwörtern vollzogen werden. So kann etwa 
eingeschätzt werden, welche von zwei betrachteten Größen 
„mehr“ oder „weniger“, „leichter“ oder „schwerer“, „länger“ oder 
„kürzer“, „tiefer“ oder „höher“ etc. ist, ohne dass für eines dieser 
Urteile ein Bezug zu Zahlen zwangsläufig erforderlich wäre (vgl. 
Krajewski & Ennemoser, 2013). Im Folgenden sollen die drei Kom-
petenzebenen des Modells beschrieben werden.

Kompetenzebene 1: Zahlwörter und Ziffern  
ohne Mengenbezug/Größenbezug 

Wie die Abbildung erkennen lässt, bezieht sich die erste Phase 
auf zwei unterschiedliche Basisfertigkeiten, nämlich einerseits 
die Wahrnehmung von Mengen- bzw. Größenunterschieden und 
andererseits das Aufsagen von Zahlwörtern, die zu diesem frü-
hen Zeitpunkt noch keinerlei Beziehungen zueinander aufweisen. 

Unpräzise Mengen- bzw. Größenunterscheidung. Erste Fähigkei-
ten lassen sich im Umgang mit Mengen ausmachen, die natür-
lich noch pränumerisch, also ohne jeglichen Bezug zu Zahlen 
wahrgenommen werden. Wie schon erwähnt sind Säuglinge be-
reits kurz nach der Geburt dazu in der Lage, grobe Unterschiede 
zwischen Mengen zu erkennen, die auf Unterschieden in Ausdeh-
nung, Fläche und Volumen der Mengen gründen.

Aufsagen von Zahlwörtern/Erwerb der exakten Zahlwortfolge. 
Mit dem Einsetzen verbalsprachlicher Äußerungen verwenden 

Mengen- bzw. 
Größenwahr- 

nehmung

Zahlwortfolge
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Kleinkinder etwa ab dem zweiten Lebensjahr auch zunehmend 
Zahlwörter. Sie sprechen durch Erwachsene vorgegebene Reihun-
gen nach und sagen nach einiger Übung auch selbstständig Zah-
lenreihen auf. Dieses Aufsagen der Zahlwortreihe geschieht an-
fangs gegebenenfalls noch fehler- und lückenhaft („eins, zwei, drei, 
fünf, sieben, sechs …“), später zunehmend exakt und bis zum 
Grundschulalter natürlich auch immer weiter (z.B. vier-fünf-sechs-
sieben; zweitausendvierhundertsieben-zweitausendvierhundert- 
acht-zweitausendvierhundertneun). Dabei bringen die Kinder die 
benutzten Zahlwörter in dieser frühen Entwicklungsphase noch 
nicht mit Mengen und Größen in Verbindung, selbst wenn sie die 
Zahlwörter gegebenenfalls bereits in ihre arabische Ziffernschreib-
weise übersetzen können (4-5-6-7; 2407-2408-2409). Sie sagen die 
Zahlwörter lediglich als auswendig gelernte Wörter auf und können 
hier zunehmend auch Zahlwörter benennen, die in der Zahlwort-
folge vor oder nach einer anderen Zahl kommen (Vorgänger/Nach-
folger) oder die Folge auch rückwärts aufsagen. Diese Leistung ist 
vergleichbar mit dem Aufsagen des Alphabets (und dem Benennen 
von Buchstaben, die in der Folge vor oder nach einem anderen 
Buchstaben kommen), das ebenfalls als phonetisch geordnete Fol-
ge verinnerlicht ist. Es bleibt festzuhalten, dass Kinder schon sehr 
früh über eine Mengen- bzw. Größenwahrnehmung verfügen und 
basale Fertigkeiten hinsichtlich der  Zahlwortfolge aufbauen, dabei 
jedoch noch keinerlei Zahl-Größen-Bezüge verstehen können oder 
gar selbst herstellen. Eine erste Annäherung beider Bereiche kenn-
zeichnet nach Krajewski das Erreichen der Kompetenzebene 2.

Kompetenzebene 2: Verknüpfung von Zahlwörtern und 
Ziffern mit Mengen/Größen (Größenrepräsentation  
von Zahlen) 

Als wichtigster Meilenstein wird im Modell die Verknüpfung von 
Zahlwörtern (und ggf. Ziffern) mit Mengen bzw. Größenreprä-
sentationen gesehen. Hierbei lassen sich auf dieser Ebene ganz 
entscheidende Zugewinne verzeichnen, die sich als entstehende 
und sich schließlich verfestigende „Mengen-/Größenbewusstheit 
von Zahlen“ bzw. Größenrepräsentationen von Zahlen beschrei-
ben lassen. Diese Entwicklung beginnt ab etwa drei Jahren und 
läuft nach Krajewski in zwei Phasen ab. In der ersten Phase bildet 
sich das sogenannte „unpräzise Anzahlkonzept“ bzw. die unprä-

unpräzises  
Anzahlkonzept
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