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PRÓLOGO 

En esta segunda edición de Análisis Matemático 2 continua- 
mos mejorando el marco teórico del  Cálculo Integral, adicionamos al-
gunos aspectos prácticos interesantes y revisamos completamente las 
claves de respuestas.  

El primer capítulo presenta la  Antiderivación de funciones 
y la  Integración Indefinida como operaciones inversas de  la Derivación 
de funciones. 

 El segundo capítulo estudia el importante concepto de la 
Integral Definida de una función sobre un intervalo cerrado, en forma 
independiente de la Integral Indefinida. Se la presenta no como opera-
ción inversa de la Derivada sino como un Límite de ciertas sumas 
denominadas Sumas de Riemann, y que hará posible el cálculo de áreas 
de regiones planas encerradas por bordes no convencionales. 

 El tercer capítulo estudia los Teoremas Fundamentales del 
Cálculo Integral que relacionan entre sí los conceptos de la Antiderivada, 
la Integral Indefinida y la Integral Definida. 

El Capítulo 4 presenta el Teorema del Cambio de Variable 
en una Integral Definida, el cual permite calcular una Integral Definida 
complicada eligiendo un cambio de variable que la convierta en una más 
simple. 

Las Integrales Impropias se estudian en el Capítulo 5 como 
extensión de las Integrales Definidas a intervalos abiertos acotados y no 
acotados. 

En el Capítulo 6 se presentan las funciones más importantes 
del Análisis Matemático, a saber, la función LOGARITMO NATURAL y la 
función EXPONENCIAL. Se estudian sus propiedades así como sus aplica-
ciones. 

Las funciones HIPERBÓLICAS y sus propiedades se estudian 
en el Capítulo 7 como ampliación del capítulo anterior pues ellas se defi-
nen en términos de la función Exponencial. 

En el Capítulo 8 se ilustran diversas técnicas de Integración 
Indefinida y se presentan dos funciones integrales especiales: la función 
GAMMA y la función BETA. 



El muy importante  SISTEMA DE COORDENADAS POLARES es 
tratado en el Capítulo 9 en forma detallada y completa. 

En los Capítulos 10  y 11  se presentan métodos para calcu-
lar Áreas de regiones planas, Volúmenes de Revolución, Longitudes de 
arcos de curvas  y  Áreas de Superficies de Revolución. 

El Capítulo 12 trata de las técnicas de Integración Trape-
zoidal y la Regla parabólica de Simpson, que permiten hallar un valor 
aproximado numérico de una Integral Definida de una función con el 
grado de precisión que uno quiera. Son extensiones ingeniosas de la téc-
nica de aproximación por sumas, de áreas de rectángulos, de Riemann. 

Este capítulo también presenta los POLINOMIOS DE APRO-
XIMACIÓN DE TAYLOR que permiten aproximar elegantemente el valor de 
la Integral Definida de una función mediante la Integral Definida de un 
Polinomio, controlando el error de aproximación. 

Cada capítulo contiene una Serie de Ejercicios propuestos 
cuya Clave de Respuestas se encuentra al final de la respectiva serie. 

De nuevo, expreso mi máximo agradecimiento a mi entra-
ñable esposa Ana María Vargas Loayza, Lic. en Educación (UNMSM), 
por su especial esmero y cariño dedicados a la revisión académica de la 
presentación de los temas tratados, de los ejemplos resueltos y de las 
Claves de Respuestas. Además, ella tiene a su cargo el tipeo, la elabora-
ción de los gráficos y la diagramación de todo el libro. 

Para esta minuciosa revisión hemos utilizado ampliamente 
el programa matemático Geogebra Clásico 5 (www.geogebra.org). Y por 
supuesto, y desde hace años en mis aulas presenciales, siempre contamos 
con el apoyo impecable de nuestra calculadora Casio-fx 570 (o 991) Plus 
2nd. edition. A través de su uso he comprendido mejor las matemáticas. 

En la mesita de estudio de nuestros atrevidos lectores no 
debería faltar cualquiera de estas calculadoras. O también puedes elegir 
el modelo donde el código Plus 2nd. edition es reemplazado por el código 
EX (o LAX) CLASSWIZ. Cuídense de las imitaciones de estos modelos, tie-
nen el precio menos de la mitad de los originales, no tienen todas las 
funciones y su teclado es precario. Chequear en internet la forma de de-
tectar estas imitaciones.  

Marz0  2024   Jesús Armando Venero Baldeón. 

http://www.geogebra.org/
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LA ANTIDERIVADA Y  
LA INTEGRAL INDEFINIDA  

 
 
 
 

 
1. 
     
 

1.1   TEOREMA DEL VALOR MEDIO.-   Si  F ( )x  es una función continua en [ a , b ]    
                  y diferenciable en a , b  ,  entonces existe un número  c a , bÎ ,    
                  por lo menos uno,  tal que    
 
 
 
1.2   TEOREMA DE LA FUNCIÓN CONSTANTE    

                  Si F ( )x  es una función continua en  [ a , b ]   y  diferenciable en a , b         

                  entonces  existe una constante  real   C   tal que     0F ( )¢ =x   
      

                  sobre  a , b  , es decir, tal que   F ( ) Cºx  ,  para todo [ a , b ]x Î . 
 
EJEMPLO 1 .-   Sobre el intervalo 0[ , b ]  ,  0 2b π/< <  , se verifica que,  si 
 

       2 1 2 1 2F ( ) ( Sen ) (Sec C os T an ) ( Sen ) C os= + + - - + +x x x x x x x  
 

                       entonces          0F ( )¢ =x    para 0[ , b ]Îx  ,      

                       y por lo tanto    F ( ) Cx º     (CONSTANTE)    para  0[ , b ]Îx . 
 

 

 Para hallar el valor de esta constante  C  ,  es suficiente evaluar  oF ( )x   para un  

 punto ox  cualquiera de 0[ , b ] .  En particular,  para  0o =x   : 
 

0 2 1 0 1 2 0 1 2 0 1 2C F ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )= = + + - - + + =   
       

 de donde    2F ( )x º  ,   para todo  0[ , b ]x Î  ,  0 2b π/< <  . 

  F ( b ) F ( a ) F ( ) ( b a )c¢- = × -  

TEOREMAS REFERENTES A DERIVADAS 
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Este resultado también se puede verificar muy fácilmente simplificando la regla de 
correspondencia de  F ( )x   mediante identidades trigonométricas. 

 
1.3 TEOREMA .   Sean F ( )x  y  G ( )x   funciones continuas sobre [ a , b ]  y  diferen- 

                             ciables sobre a , b  .   Si    G ( ) F ( )x x¢ ¢=   ,    para x Î  
   

                            [ a , b ]  ,  entonces existe una constante real  C   tal que 
 

                   G ( ) F ( ) C= +x x   ,    [ a , b ]Îx  . 
 
EJERCICIO 2.-   Si  G ( )x   es una función tal que  23G ( )¢ =x x ,  x Î   ,  halle 
                         la regla de correspondencia de  G ( )x   tal que  1 6G ( ) =   . 

 

SOLUCIÓN.-   Sabemos que si   3F ( ) =x x     entonces  23F ( )x x¢ =  .   Así ,   

                      23G ( ) F ( )x x x¢ ¢= =   , x Î  ,    Þ     G ( ) F ( ) Cx x= +   

                       por el  TEOREMA  1.3 ,    Þ     3G ( ) Cx x= +  ,   x Î   . 
 

Evaluamos  G ( )x   para  1=x  ,   hallando así el valor de  C : 

                  31 1 6G ( ) C= + =   (dato)     Þ      5C =    

       \       3 5G ( )x x= +  ,   para todo   x Î    . 
 
 
2.    
 
2.1   DEFINICIÓN.-   Una función  F ( )x   se llama una  ANTIDERIVADA de otra función          
                               f ( )x   continua sobre un intervalo  I  si  

                                                F ( ) f ( )¢ =x x    ,    para IÎx  . 
 

           Por ejemplo,  la función  3F ( )x x=   es una antiderivada de la función 
23f ( )x x=  ,  x Î   ,    pues   23F ( ) f ( )x x x¢ = =  ,  Î x .  

 

       Sin embargo,  la función   3 5G ( )x x= +     es también otra  antiderivada  de  

       23f ( )x x=  , Î x   ,   pues 

                                     3 25 3G ( ) D ( ) f ( )xx x x x¢ = + = =   ,  Î x  . 
 
   En general,  si  F ( )x   es una antiderivada de  f ( )x  ,  es decir , si 
 

        F ( ) f ( )x x¢ =     entonces   F ( ) Cx +    también es una antiderivada de f ( )x    

LA ANTIDERIVADA GENERAL DE UNA FUNCIÓN 
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        para cualquier constante  C ,  pues su derivada coincide con la función f ( )x : 
 

  F ( ) C F ( ) f ( )[ ]x x x¢+ = =¢   . 
 
2.2   DEFINICIÓN.-     Si  F ( )x   es una antiderivada de  f ( )x   sobre un intervalo  I ,   
                                  es decir,  si   F ( ) f ( )¢ =x x   sobre I ,  entonces  a la función  

 

      G ( ) F ( ) C= +x x    se le conoce como  LA ANTIDERIVADA GENERAL de f ( )x .  
 

Así por ejemplo, la función 23f ( )x x=   tiene su antiderivada general 
3G ( ) Cx x= +  ,      pues    23G ( ) f ( )x x x¢ = =  . 

 

3.   
 

3.1   DEFINICIÓN .-     Si  F( )x   es una antiderivada de f ( )x   sobre un intervalo  I ,  
         es decir,  si   F ( ) f ( )x x¢ =   , entonces a su  ANTIDERIVADA  
 

         GENERAL   G ( ) F ( ) Cx x= +    se le denota por  

 
               ,    Ix Î  

 
                                     [  pues G ( ) F ( ) f ( )x x x¢ ¢= =   ]       
 

                                   y se le llama  LA INTEGRAL INDEFINIDA  de f ( )x . 
 
 NOTA  1 .-   De esta definición se sigue que  G ( ) F ( ) f ( )x x x¢ ¢= = ,   es decir,  

                      f ( ) f ( )
d

x dx x
dx

=ò . 

 
EJEMPLOS 1.- 
 

a)    2 33 Cx dx x= +ò      ,        pues    3 23( )x x¢ =  . 

b)    Cos Sen Cx dx x= +ò ,        pues   ( Sen ) C osx x¢ =  . 

c)    
2

1

1

= +

-
ò arcsen Cdx x

x

 ,     1 1,x Î -  

                              pues         
2

1

1

¢ =

-

( arcsen )x

x

 ,    1 1,x Î -  . 

 

 G ( ) f ( ) F ( ) Cx x dx x= = +ò  

LA INTEGRAL INDEFINIDA 



- 4 -                                   Análisis Matemático 2                                    Cap. 1 
                          

d)    
2

21
= - +

+
ò arc tan C

x
dx x x

x
  ,    pues 

 
                                    
e)    1( Sen ) C os C+ = - +ò x dx x x  
 

                             pues          1 1( C os ) ( Sen ) Senx x x x¢- = - - = +  . 
 

f) 2Sec T an Cu du u= +ò    ,        pues   2( Tan ) = Secu u¢   . 
 
3.2 DEFINICIÓN.-    En una integral indefinida  f ( )x dxò   a la función  f ( )x  se le 

llama  FUNCIÓN INTEGRANDO ,  y a la variable  x  se le denomina 
 

                                 VARIABLE DE INTEGRACIÓN. 
 

 
3.3 NOTACIONES USUALES      
     

      En términos de diferenciales sabemos que  F ( ) F ( )¢=d x x dx   ,  y por 

           lo tanto,  si  F ( )x   es una antiderivada de f ( )x   entonces 

                                  f ( ) F ( ) C= +ò x dx x    ,         pues   F ( x ) f ( x )¢ =    .  

 
       Y se puede expresar como  
 
 
 
 
 
En esta última forma se recupera la función F ( )x , salvo una constante, por lo cual se 
dice que la integración es la operación inversa de la diferenciación,  y también porque 
 

              f ( ) F ( ) C F ( ) f ( )[ ]d d
x dx x x x

dx dx
¢= + = =ò  . 

 
EJEMPLO 2 .-     Por simple inspección vemos que,  para   1=/ -n  :  
 

                                  pues    
1

1

+
=

+
¢

n
n

n
( )x

x  

 
                          que pudo haberse expresado como 

   a)    F ( ) F ( ) C¢ = +ò x dx x  
 

   b)    F( ) F ( ) C= +ò d x x  

1

1

n
n C

n

x
x dx

+
= +

+ò  

2

2 2
1

1 1
1- = - =

+ +
arc tan( )d x

x x
dx x x
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1 1

1 1

n n
n C

n n
( )x x

x dx d
+ +

= = +
+ +

ò ò                . . .     (I) 

 
EJEMPLOS 3  .-   Con las notaciones de  [3.3]  tenemos que,  por simple inspección: 

a)  
4 4

3 2 22 1
44

( ) ( ) C
x x

x x dx d x x x x- + = - + = - + +ò ò  

b)  2
2

2
C os ( )

( Sen C os ) ( Sen )
x

x x dx d x- = - -ò ò  

     2
2

C os ( )
Sen C

x
x= - - +  . 

 
 NOTA 2 .-     Con la notación de integral indefinida,  el Teorema 1 3[ . ]  : 
 

"  Sean  F ( )x   y  G ( )x   dos funciones continuas sobre [ a , b ]   y diferenciables 
sobre  a , b  .  Existe una constante  C  tal que 

                      G ( ) F ( )¢ ¢=x x     Þ     G ( ) F ( ) Cx x= +   ,    [ a , b ]x Î   " 
 
       es equivalente a aplicar la  integración indefinida  a la igualdad 
 
                      G ( ) F ( )x x¢ ¢=            ,    a , bx Î  

    Þ      G ( ) F ( )¢ ¢=ò òx dx x dx  
 

               G ( ) F ( )d x d x=ò ò  

         1 2G ( ) C F ( ) Cx x+ = +    

    Þ             G ( ) F ( ) Cx x= +        ,   [ a , b ]x Î   
 
       absorbiendo las dos constantes  1C   y  2C   en una sola  2 1C C C= -   . 

 
3.4 RESUMEN .- De aquí en adelante, para integraciones indefinidas emplearemos 

cualquiera de los siguientes resultados equivalentes: 
 
 a) G ( ) F ( )x dx x dx¢ ¢=ò ò      Þ        G ( ) F ( ) Cx x= +  . 
 

 b) G ( ) F ( )d x d x=ò ò         Þ        G ( ) F ( ) Cx x= +  . 
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PROBLEMA 4 .-   Si  2F ( ) C osx x x¢ = - , x Î   ,  donde  F  es una función con- 
                          tinua sobre un intervalo  I .   Halle esta función tal que 1F ( )π = . 
 

SOLUCIÓN.-              2F ( ) C osx x x¢ = -  

            Þ    2F ( ) ( C os )x dx x x dx¢ = -ò ò  

     
3

3
F ( ) Sen( )x

d x d x= -ò ò  

            
3

3
F ( ) Sen C

x
x x= - +             . . .  ( )*  

Como        3 3 01 F (π) (π / ) C= = - +     Þ      3 3C (π / )= -1  ,  

         \     En ( )*  :         
3 3

3 3
π

F ( ) Sen
x

x x= - + -1   . 

 
PROBLEMA 5 .-    Halle las integrales 
                             a)   2Sen x dxò      ,    b)  2C os x dxò  . 
 

SOLUCIÓN.-    Utilizaremos las identidades: 

                       
2

2
2

2

Sen

C os

x

x

-

-

1

1
 

 Þ         2 2

2

C os
Sen

x
x

-
=

1   ,        2 2

2

C os
C os

x
x

+
=

1     

a)    2 21 11 2
2 2 2

Sen
Sen ( C os ) ( )

x
x dx x dx d x= - = -ò ò ò  

                21 1

2 2 2

Sen
C Sen Cos C[ ] [ ]x

x x x x= - + = - +   

b)   2 21 11 2
2 2 2

Sen
C os ( C os ) ( )

x
x dx x dx d x= + = +ò ò ò  

                21 1

2 2 2

Sen
C Sen Cos C[ ] [ ]x

x x x x= + + = + +   

 

PROBLEMA 6 .-    Halle     C sc x dxò 4  . 

SOLUCIÓN.-   2 2C sc C sc ( C ot )x dx x x dx= × +ò ò4 1  

2 22C os C os Senx x x= - =



Cap. 1                           Antiderivada e Integral Indefinida                          - 7 - 
 

                     2 2 2C sc C ot C scx dx x x dx= +ò ò  

       2( C ot ) C ot ( C ot )d x x d x= - + -ò ò  
 

   
3

3
C ot

C ot ( )
x

x d= - + - =ò   
3

3
Cot

Cot C
x

x- - +  . 

 
 
4.  
  

                                     Dados  a ,  b  y  C   constantes reales ,    
 

(1) C f ( ) C f ( )=ò òx dx x dx   ,        C   constante real . 

(2) f ( ) g ( ) f ( ) g ( )[ ]x x dx x dx x dx± = ±ò ò ò . 

(3)   f ( ) g ( ) f ( ) g ( )a b a b[ ]x x dx x dx x dx+ = +ò ò ò . 
 

(4)   Si   f ( ) F ( ) Cu du u= +ò   ,      entonces 

      f g ( ) g ( ) F g ( ) C[ ] [ ]x x dx x¢ = +ò  
 
    PRUEBA DE (4) :    Como   F ( ) f ( )u u¢ =       

 f [ g ( ) ] g ( ) F [ g ( ) ] g ( )¢ ¢ ¢=ò òx x dx x x dx  

                      F [ g ( ) ] g ( )¢ ¢= ò x x dx     F [ g ( ) ] Cx= +   . 

 
(5)  TEOREMA .-    Asumiendo que 

         1)   f ( )u   es continua sobre un intervalo  J . 

         2)   g ( ) ( )u x u x= =  es una función con derivada continua y con una 

                      función inversa   1g ( )x u-=   sobre un intervalo  E . 
 

         3)   0¢ =/( )u x     para todo   Ex Î  . 
 

         4)   Rang ( ) (E ) { ( ) / E } Ju u u x x= = Î Ì . 

               Entonces,   para  (E )u uÎ  : 

 
 
 
 Este es el  TEOREMA  DEL CAMBIO  DE  VARIABLE  EN  UNA  INTEGRAL  INDEFINIDA . 

    f ( ) ( ) f ( )[ ]u x u x dx u du¢ =ò ò       ,   g ( )u x=  

PROPIEDADES BÁSICAS DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 
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       Su aplicación siempre sigue los siguientes pasos: 

  Se desea calcular la integral indefinida      h ( )x dxò   

  En la expresión  h ( )x dx   se buscará una función inversible  ( )=u u x   ,  para la  
     cual  ( )¢=d u u x d x ,   ( )=x x u  ,  de modo que aparezca una expresión como                      

                        h ( ) f ( ) ( ) f ( )[ ]x dx u x u x d x u d u¢= =    
 
 

  Y se aplicará el Teorema 5[ ]  :     
              h ( ) f ( ) ( )[ ]x dx u x u x dx¢=ò ò  

                                   f ( )= ò u du    ,     ( )=u u x   . 
 
 NOTA 3.-  En los pasos anteriores se trató de llegar a la integral 
 

                 f ( )ò u du       ,     g ( )u x=      

                          la cual debería ser fácil de evaluar en términos de la nueva variable u . 
                          Ya evaluada, en el resultado se reemplaza  g ( )u x=  ,  para regresar 

a la variable original  x . 
 
EJEMPLO 1.-    

 
2

4 2 2 2
2

1 1 1

( )

( )

x dx d x du

x x u
= =

+ + +
ò ò ò  ,      haciendo  2u x=  

                                                      2= + = +arc tan C arc tan C( )u x  

Este resultado se valida fácilmente pues :      2
4

2

1
=

+
D arc tan ( )x

x
x

x
   . 

 

PROBLEMA 2.-    Halle    93 21( )x x dx+ò  . 

SOLUCIÓN .-    Reconocemos que la derivada de 3x   es  23 x  ,  y más aún, que la de- 

            rivada de   31 x+    es  23 x  ;    luego, 

 9 93 2 3 211 1 3
3

( ) ( )x x dx x x dx+ = +ò ò  

    93 31 1 1
3

( ) ( )x d x= + +ò  

     91

3
u du= ò   ,      31u x= +   , 
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10310 11

3 10 30
C C

( )( ) xu +
= + = +  . 

 
4.1    TEOREMA.-    Si  ( )u u x=   es una función diferenciable entonces 

      
1

1
( )

( ) ( ) C

n
n

[ ]
[ ]

n
¢ = +

+
×

+ò
u x

u x u x dx    ,    1=/ -n  . 

 
4.2    TEOREMA.-    Si  f ( )x   es una función diferenciable: 

            
1

1
f ( )

f ( ) f ( ) C
n [ ]

[ ]
n

n

x
x x dx¢ = +

+

+ò    ,    1=/ -n   . 

 
EJEMPLOS 3 .- 
 

a)  5 5Sen C os f ( ) f ( )[ ]x x dx x x dx¢=ò ò   ,        f ( ) Senx x=  

              
6 6

6 6

[ f ( ) ] Sen
C C

x x
= + = + . 

b)  
2 2

2 2 2

1 2 2 21 1

2 22 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )+ + + +
= =

+ + + + + +
ò ò òx dx d x x d x x

x x x x x x

 

 

               1

2

du

u
= ò           ,      2 2 2u x x= + +                                         

                                         1

2

1 2 11 2 1
2 1 2 1

C
( / )/

( / )
u

u du= = +
- +-

- +
×ò  

 

               2 2 2C Cu x x= + = + + +    . 
 

           En estos problemas el éxito depende de la habilidad para determinar la par-
te del integrando que se va a sustituir por el símbolo  ( )u u x=   de tal modo que 
la integral se transforme en otra más sencilla en términos de la nueva variable u . 
 

 

       Esta habilidad se obtiene con la práctica al resolver varios casos particulares. 
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5.  
 

5.1   INTEGRACIÓN POR SUSTITUCIÓN  (TEOREMA DEL CAMBIO DE VARIABLE) 
 

             Si   ( )u u x=     es diferenciable en un intervalo I : 

  f ( ) ( ) f ( )[ ] xu x u x d u du=¢×ò ò   

 
Para aplicar esta fórmula, se debe expresar el integrando en la forma del miembro iz-
quierdo reconociendo cierta expresión  ( )u u x=  ,  con el fin de transformarla en la 
integral indefinida de la derecha, de tal modo que esta última sea fácil de resolver. 
 

EJEMPLO 1 .- 

 5 6 5 612 6 2
6

Sen ( ) Sen ( )x x dx x x dx+ = +ò ò  

     6 61 2 2
6

Sen ( ) ( )x d x= + +ò  

     1

6
Sen u du= ò      ,            6 2u x= +  

     
6 2

6 6

C os C os ( )
C C

u x +
= - + = - +    

 

                                                   que se puede comprobar directamente por derivación. 
EJEMPLOS 2 .- 
 

I)     
2

22Sec
Sec ( )

x
dx x d x

x
=ò ò  

           22 Sec u du= ò   ,           u x=  
 

           2 Tan Cu= +       2 T an Cx= + . 
 

II)  
2 2 2 2 2

1 1

1 2 1

( /a )

aa a ( / ) ( /a )

d xdx dx

x x x
= =

+ + +
ò ò ò  

       
2

1

1a
=

+
ò du

u
    ,        

a
=

x
u   .              Por lo tanto,  

          

                
2 2

1 0= +
+

ò arc tan ( ) C , a >
a aa

dx x

x
   . 

MÉTODOS DE INTEGRACIÓN 



Cap. 1                           Antiderivada e Integral Indefinida                          - 11 - 
 
 
5.2   INTEGRACIÓN POR PARTES  
 
             Es una técnica que se utiliza para integrar productos de dos funciones. 
          Dadas dos funciones ( )u u x=  , ( )v v x=   diferenciables,  

   ( )
d dv du

u v u v
dx dx dx

= +  

 
          Þ        ( )d u v u dv v du= +   .      Integrando ambos miembros : 
 

       ( )u v d u v u dv v du= = +ò ò ò            ( )*  
 
                     
 
 
                 En  ( )*   no hay razón para considerar explícitamente la constante  C  en 

                ( )u v d u v= ò  , pues la integral v duò    originará su propia constante. 
 
 La fórmula ( )**  es llamada  FÓRMULA DE INTEGRACIÓN POR PARTES  ,  y permite    
       hallar la integral  
 

                          ( ) ( )u x v x dx¢ò       calculando la integral    ( ) ( )v x u x dx¢ò   
 

       en su lugar y usando esta fórmula ( )**  . Se aplica en aquellos casos en donde la  
       segunda integral es más fácil de calcular que la primera, claro está. 
 
RECOMENDACIÓN .-   En la práctica se siguen los siguientes pasos: 
 

 Dada la integral       f ( ) g ( )x x dx¢ò  

 Elegir       f ( )u x=          Þ     f ( )du x dx¢=          (diferenciando)                

                      g ( )dv x dx¢=    Þ     g ( ) g ( )¢= =òv x dx x        (integrando) 
 
 La fórmula de la integración por partes indica que 
 

               f ( ) g ( )x x dx u dv u v v du¢ = = -ò ò ò  
 

        f ( ) g ( ) g ( ) f ( )x x x x dx¢= - ò   
 
     La integral que aparece en el segundo miembro debería ser más simple de calcular  
     que la del primer miembro para que este método sea realmente útil. 

  u d v u v v d u= -ò ò  ( )**
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EJEMPLO 3 .-    Evalúe   C osx x dxò   .               
 
SOLUCIÓN.-    Elegimos        u x=                 Þ      du dx=  
                 Cosdv x dx=      Þ        Senv x=      ,     entonces 
 

Cos Sen Sen= = - = -ò ò ò òx x dx u dv uv v du x x x dx  

      Sen Cos Cx x x= + + . 
 

EJEMPLO 4 .-    Para evaluar  ò arcsen x dx  : 
 
SOLUCIÓN.-   = arcsenu x     ,   dv dx=   ,    luego,  diferenciando e integrando  

        
21

dx
du

x

=

-

  ,     v x=    ,    y vía  INTEGRACIÓN POR PARTES : 

= = -ò ò òarcsen x dx u dv u v v du  

               
21

= -

-
òarcsen

x dx
x x

x

                  ( )*  

Evaluamos  
2 2

2 2 2

11 1

2 21 1 1

( ) ( )x dx d x d x

x x x

-
= = -

- - -
ò ò ò  

      1

2

du

u
= - ò   ,      21u x= -  

      21C Cu x= - + = - - + . 
Reemplazando en ( )* : 

                                         21= + - +ò arcsen arcsen Cx dx x x x . 
 

EJEMPLO 5 .-    Evalúe la integral      
3

21

x
dx

x-
ò   . 

SOLUCIÓN.-   Como  3 2x x x=  ,    elegimos 

    2=u x       ,   
21

=

-

x
dv dx

x

    ,    y diferenciando e integrando : 

 

  2du x dx=  ,     2

2
1

1
= = = - -

-
ò ò x dx

v dv x

x

      Þ  
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3
22 1

21
( )

x dx
uv v du uv x x dx

x
= - = - - -

-
ò ò ò  

              2 21 1( )uv x d x= - - -ò   uv w dw= - ò  

              22 2 3 21
3

/ Cx x w= - - - +     ,   21w x= -  , 

              2 3 22 2 21 1
3

/( ) Cx x x= - - - - + . 

                          1 2 21 2
3

C( )x x= - - + +  

EJEMPLO 6 .-    Evalúe    2 21I arcsenx x dx= -ò . 
 

SOLUCIÓN.-   Sea    21arcsenu x= -  ,    2dv x dx=      Þ   3 3/ ,v x=    

         
2 2 21 111

( ) ( )

( ) | |
x x dx

du dx
xx x x

- -
= × = ×

- - - -

1         ( )*                  

                  ( pues     2 | |x x= ) 

Así,   
2

0
1

,
dx

du si x
x

= - >
-

       
2

0
1

.
dx

du si x
x

= + <
-

 

a)   Si  0 ,x >   utilizaremos el resultado del Ejemplo 5[ ] , 

 
31

213
I G ( ) C

x dx
uv x

x
= + = +

-
ò   ,    donde 

 G ( )x =
1 13 2 2 21 1 2
3 9

arcsen C ,( )x x x x- - - + +     0 .x ³  

b)   Si  0 ,x <          

      
31

213
I H ( ) C

x dx
uv x

x
= - = +

-
ò   ,   donde 

 H ( )x =
1 13 2 2 21 1 2
3 9

arcsen C ,( )x x x x- + - + +     0 .x £  

NOTA.-   En el Capítulo 3[ ]   veremos cuán importante es no descuidar la presencia del   
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valor absoluto | |x   en la relación ( ) .*   Por ejemplo, si vas a calcular esta integral so-
bre el intervalo cerrado  4 10 7 10/ , /[ ]- , debes emplear cada una de estas 
antiderivadas G ( )x   y  H ( )x , adecuadamente, sobre sus dominios correspondientes: 
 

     
00 4

0 7 0 0 72 21
0 4 ,

, ,
I arcsen H ( ) G ( )

,
[ ] [ ]| |x x dx x x

-
= - = +

-ò  

                4 70 0
10 10

H ( ) H ( ) G ( ) G ( )[ ] [ ]= -- + -  

               2 20 195 232 34 0 106 638 92
9 9

( ) ( , ) ( , ) ( )[ ] [ ]= - -- + -  

            0 142 57318,= . 
 
       Otro excelente método que puedes aplicar en esta integral definida sobre el in-   

             tervalo cerrado  4 10 7 10/ , /[ ]-  es utilizar la  identidad trigonométrica :   

                         21 1 1| |arc sen arc cos ( ) , [ , ] .x x x- = Î -  
 
EJERCICIO 6a .-    Halle las integrales:  

   I)  2 arc cos ( )x x dxò ,        II)  2 arc cos ( )x x dx-ò . 

Rpta.    I)    1 13 2 2 21 1 2
3 9

arcsen C( )x x x x- - - + +  

           II)    1 13 2 2 21 1 2
3 9

arcsen C .( )x x x x- + - + +  

 
EJEMPLO 7 .-    Evalúe la integral   2 3I Senx x d x= ò  . 
 
SOLUCIÓN.-    Requerimos dos integraciones por partes sucesivas, 

a)  Eligiendo        2u x=         ;   3Sendv x d x=  

             Þ      2du x d x=    ,     3
3

Cos ( )x
v = -  

       
2 3 2 3

3 3
Cos

I Cos
x x

x x dx= - + ò  

b)  Debido a la última integral  ahora hacemos la elección 
            u x=        ;     3Cosdv x d x=  

      Þ     du d x=     ;        3
3

Sen x
v =      ,      entonces 
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2 3 32 1 3

3 3 3 3
Cos Sen

I Sen[ ]x x x x
x d x= - + - ò  

           
2 3 2 23 3

3 9 27
Cos

Sen Cos C
x x

x x x= - + + + . 

 

EJEMPLO 8 .-   Calcule   I arc csc ( )/x x dx= +ò 1   ,     para  0x >  . 

 
SOLUCIÓN.    Sabemos que, para 0 :x >  

                     1arc csc ( ) arc tan/x x x+ =  

I arc tan x dx= ò   ;  hacemos  2 2,x dx d= = .t t t    

2I arc tan ( d= ò t)t t  ;   por partes,     2arc tanu dv d= =t , t t  

                Þ    2 21( ) ,/du d v= + =t t t   

22
2

I arc tan d= -
+òt
t

t t
t1

  2
2

arc tan [ ] d= - -
+òtt t

t

11
1

  

     2 arc tan arc tan C= - + +t tt t  

     2( arc tan C= + - +tt t1 )  

I =\ ( arc tan ( C .x x x+ - +)1 )  
 

PROBLEMA 9 .-    Halle   1
I arccosx dx

x
= ò     ,   para  1>x   . 

SOLUCIÓN.-  Como   arccos arc sec ( )x
x

=
1    entonces     I arc sec ( )x x dx= ò   

Apliquemos la integración por partes eligiendo: 

     arc sec ( )u x=       ,      dv x d x=        Þ      para  1>x    verifique que : 

   
2 1

d x
du

x x
=

-
   ,      

2

2
x

v =        .            Entonces 

                                  1 12
2 12 2

I arc sec
x

x x d x
x

= -
-

ò  . 

1

1x +

t
x
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   \        1 12 2 1
2 2

I arc sec Cx x x= - - +  . 

 

PROBLEMA 10 .-    Halle   
2

2 21
I

( )

x dx

x
=

+
ò   . 

SOLUCIÓN.-    2x x x= ×    .   Elegimos 

   u x=     ,   
2

2 2 2 2
1
21 1

( )

( ) ( )
= =

+ +
× d xx

dv d x
x x

   ,     2z x=  ,     Þ  

 du d x=   ,     
2 2

1 1 1

2 2 11 2 1( )( ) ( )
= = - = -

++ +
ò d z

v
zz x

 

     Þ      
2 2

1

22 1 1
I

( )

d xx

x x
= - +

+ +
ò  

    \        
2

1
22 1

= - + +
+

I arc tan C
( )

x
x

x
 . 

 

EJERCICIO 11 .-    Calcule     
2

2
I

Cos Sen( )

x
dx

x x x
=

-
ò  . 

 
SOLUCIÓN.-   Observemos el diferencial del cociente   
 

                      1

( Cos Sen )
t

x x x
=

-
   Þ    

2
Sen

( Cos Sen )
=

-

x x dx
d t

x x x
    ( )*  

En la integral  I  multipliquemos al numerador y al denominador por Sen x  en la forma: 

         
2

Sen
I

Sen ( Cos Sen )

x xx
d x u d v

x x x x
= =

-
× ×ò ò  . 

Apliquemos la integración por partes haciendo: 
 

                   
Sen

x

x
u =                          Þ    

2
(Sen Cos )

Sen

x x x d x
d u

x

-
=  

                
2

Sen

( Cos Sen )

x x dx

x x x
d v =

-
  

( )*
Þ      1

Cos Senx x x
v =

-
 

 

          2I ( Csc )d x dxu v v u u v= - = - -ò ò  
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\     I Cot C
Sen Cos Sen[ ]

x
x

x x x x
= - +

-
. 

 
6.  
 
 

EJEMPLO 1 .-    Calcule   5 21I x x d x= -ò  . 

SOLUCIÓN.-   Sea   21u x= -  :      2 21 x u- =   Þ    2 2x d x u du- =   
                                                                                Þ       = -x d x u du  

2 2 2 2 21 1I ( ) ( ) ( )x x x d x u u u du= × - × = - -ò ò  

    2 4 2 4 2 61 2 2( ) ( )u u u du u u u du= - - + = - -ò ò  

    
3

5 72 1
5 3 7

C= - - +
u

u u  
 

    5 2 3 2 7 22 2 22 1 11 1 1
5 3 7

/ / /
( ) ( ) ( ) C= - - - - - +x x x  . 

 

EJEMPLO 2 .-    Halle     
3 1

I
d x

x x

=

-
ò   . 

SOLUCIÓN.-   Sea   2 3 1u x= -     Þ      22 3=u du x d x   ;   3 1u x= -  

   
2

2 23 3

2 2

3 31 11
I

( )
= = =

+ +-
ò ò ò

u dux d x du

u u ux x

 

      32 2 1
3 3

= + = - +arc tan C arc tan Cu x  . 

 

EJEMPLO 3 .-    Halle     
421

I =
+

ò x
d x

x
 . 

SOLUCIÓN.-    
2

2 2 2 2
21 1

12 2
2

41

( )
I

( ) ( )
= =

+ +
ò òx d x d x

x x
 

                            
21

2

1
4

( )
=

+
ò d u

u
  ,      2u x=  

INTEGRACIÓN POR SUSTITUCIÓN ALGEBRAICA Y TRIGONOMÉTRICA 
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2 2

1 1

4 4
arc tan ( ) C

a aa
du u

u
= = +

+
ò  

donde   1 2 1 2a / /= =   ;  hemos utilizado el  EJEMPLO 2 – II , Sección 5 . 

      \       22 2
4

= +I arc tan C( )x  . 

 

6.1      
 

             En las integrales que contienen expresiones como  
2 2a x- ,  2 2a x+   y  2 2ax - ,  la sustitución de ciertas funciones 

trigonométricas pueden simplificar el integrando. 
 

EJEMPLO 4 .-    Halle    
2

2 2
I

a

=

-
ò x d x

x

         0( )a > . 

SOLUCIÓN    Sea   Sena=x t  ,    2 2π/ , π/t Î á- ñ .  Aquí x  tiene una inversa   

                              = arcsen ( / )at x  
 

2 2 2 2 2 2 2Sen Cos Cos Cosa a a a a a| |- = - = = =x t t t t  

pues   2 2π/ , π/t Î á- ñ   Þ   0Cos t >   .      Como      Cosa=d x t dt  
 

 
2 2

2 2( a Sen ) a Cos
I a Sen

a Cos

t t dt
t dt

t
= =ò ò  

    
2

2 1 2
1 2

2 2
Cos a

a ( Cos )
t

dt t dt
-

= = -ò ò  

    
2 22

22 2
Sena a

C Sen Cos C[ ] [ ]t
t t t t= - + = - +   ,         ( )*  

 

Como  a Senx t=   ,   2 2π/ , π/t Î á- ñ  ;   haremos un diagrama solamente para 
0 2, π/t Î á ñ  : 

 
             
 
 
 
 

Sen
a

=
x

t

2 2
Cos

a
a
-

=
x

t

SUSTITUCIONES TRIGONOMÉTRICAS 

xa

t

2 2a - x
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Según lo cual, en ( )*    

2

2 2a -
ò x d x

x

    
2 22

2
-

= - +×arcsen ( ) C
aa

a a a
[ ]

xx x  

                               
2

2 2
22

= - - +×arcsen ( ) C
a a

a
x x

x  . 

 

EJEMPLO 5 .-    Halle      
2 2 9

I
d x

x x

=

-
ò   . 

SOLUCIÓN.-    Sea   3 Secx t=   ,       

                             3 Sec Tandx t t dt=   ,   2 9 3 3Tan Tan| |x t t- = =   
 

Como ayuda, hacemos un diagrama para  0 2[ , π/t Î ñ  : 

 

2
31

3 9

Sec Tan
I

Sec Tan

t t d x

t t
= ò  

    1

9
Cos t dt= ò   

2 91 1
9 9

I Sen C C
x

t
x
-

= + = +× . 

 

EJEMPLO 6 .-   Halle    
2 2 5

I
d x

x x

=

+
ò  . 

SOLUCIÓN.-    

Sea     5 Tanx t=  ,    2 2π/ , π/t Î á- ñ    

Þ   25 Secd x t dt=  ,   2 5 5 Secx t+ =  
 

 
2

2 2
5 1

55 5

Sec Cos
I

Tan Sec Sen

t dt t dt

t t t
= =ò ò  

 

    
2 2

1 1

5 5

Sen

Sen

d t du

t u
= =ò ò  ,      Senu t=  

 

t

x

3

2 9x -

2 5x +
x

t

5


