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Vorwort

Edwin A. Abbotts ,Flachland” (1884) war in erster Linie eine
Gesellschaftskritik. Aber die ,,Romanze in vielen Dimensionen” handelt
auch von den Grenzen des Vorstellbaren, die vielleicht uniiberwindlich
scheinen, aber dennoch iiberwunden werden konnen. Paradigmatisch
wird dies am Beispiel eines Flichenwesens, genannt ,ein Quadrat”,
erldutert, das allmédhlich die Beschriankung auf das zweidimensionale
Flachland hinter sich ldsst. Die nachfolgenden beiden Essays behandeln
Fragen im Umkreis dieser Problematik: den Ubergang zu mehr als
drei Dimensionen in der Geometrie nebst den Reaktionen hierauf,
insbesondere der denkwiirdige Zollner-Skandal, sowie die zahlreichen
Uberlegungen in Literatur und Philosophie, ausgelst vor allem durch das
allgemeine Bekanntwerden der nichteuklidischen Geometrien.

Im ersten Essay ,Im Reich der unbegrenzten Moglichkeiten — Die
vierte Dimension in Mathematik, Kunst und Philosophie” von Klaus
Volkert geht es um den Schritt in die vierte und in héhere Dimensionen,
den die Mathematik in der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts, also zu
Lebzeiten Abbotts, wagte — analog dem Ubergang von ,Flachland” ins
,Raumland” bei Abbott. Ein erster grofier Erfolg der neuen Geometrie
war, dass es um 1880 herum gelang, die Anzahl der reguldren Polytope,
also der Analoga der Platonischen Korper, im vierdimensionalen Raum
zu bestimmen. Mit diesem {iberraschenden Ergebnis — es gibt deren
bis auf Ahnlichkeit namlich sechs — sicherte sich die neue Geometrie
volles Biirgerrecht, wie Gaufl das einmal genannt hatte. Der Nachweis
war erbracht, dass sie in der Lage war, genuin geometrische Resultate
zu beweisen, dass sie also mehr war als Algebra in geometrischer
Einkleidung. Neben den mathematischen und philosophischen Fragen,
die dieser Ubergang ins unanschauliche Gebiet, insbesondere auf dem
Hintergrund der Kantischen Philosophie, aufwarf, kommt die in der
Mathematikgeschichte ganz ungewohnliche Popularitdt des Konzepts der
vierten Dimension ausfiihrlich zur Sprache.

Hierzu verhalf ihm auch ein Skandal, der durch den Leipziger
Physiker Karl Friedrich Zollner um 1880 herum ausgeldst wurde. Dieser
versuchte, spiritistische Séancen mit Hilfe der vierten Dimension -
gewissermafien wissenschaftlich — zu erkldaren: Allen voran das Verknoten
oder Entknoten von geschlossenen Fiden, Seilen und dergleichen. Diese
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Moglichkeit, Knoten in einem vierdimensionalen Raum aufzultsen, war
eine verbliiffende Entdeckung der Mathematiker, allen voran Felix Klein,
in den 1870er Jahren. Im deutschsprachigen Raum setzte sofort eine breite
Diskussion ein, die bis in die Tagespresse ging und sich in allgemeinen
Nachschlagewerken niederschlug. Fiir die Mathematik stellte sich das
Problem, wie sie sich gegen solchen Missbrauch zur Wehr setzen sollte.
Die Riickkehr ins , Gedankenland”, also die Idee, Mathematik sei eine
reine Schopfung des menschlichen Geistes fern aller Wirklichkeit, wurde
zur Standardreaktion der Betroffenen. Damit bahnte sich eine Entwicklung
an, die im 20. Jahrhundert als sogenannte moderne Mathematik bekannt
werden sollte.

Erstaunlich friih tauchte in der Geschichte der hoherdimensionalen
Geometrie eine Frau auf: Alicia Boole Stott, die sich — entgegen der
gangigen Meinung tiber weibliches Raumvorstellungsvermogen -
uwa. durch ihr ausgeprdgtes geometrisches Vorstellungsvermogen
auszeichnete. Verbindungen ergeben sich hier zu ihrer bemerkenswerten
Mutter, Mary Boole Everest, und zum Philosophen der vierten Dimension,
Howard Hinton. Fiir letzteren wie fiir viele andere Autoren wurde die
vierte Dimension eine Metapher fiir ungeahnte neue Moglichkeiten des
Handelns und Denkens — fiir allgemeine Befreiung durch Aufbruch in
und Erkenntnis von hoheren Welten.

Das neue Konzept der vierten Dimension fand auch in den Kiinsten
Beachtung, neben der bildenden Kunst, insbesondere dem Kubismus,
ist hier nattirlich die Literatur zu nennen. Gerade der letztere Aspekt,
die Literatur, wird im zweiten Essay ,Mathematiker als Schriftsteller
und Dichter: Geometrie und Naturphilosophie, 1700-1900“ von
David Rowe behandelt. Hier geht es vor allem um die vielfiltigen
Auseinandersetzungen {iber den Raumbegriff und ab etwa 1870
die mogliche Relevanz der neulich aufgedeckten nichteuklidischen
Geometrien. Die Faszination der vierdimensionalen Geometrien im
Zeitalter von Abbotts Flatland erscheint aus dieser Perspektive als Teil
eines breiteren Diskurses, wobei die Akzente innerhalb der britischen
und deutschen Kulturkreise ganz verschieden gesetzt wurden. Indem
wir Riickschau auf dltere Debatten nehmen, wie z.B. diejenige zwischen
Newton (bzw. Clark) und Leibniz in Bezug auf absolute bzw. relative
Raumkonzepte, wird deutlich, dass die im ersten Essay ausfiihrlich
beschriebene Zollner-Episode sich durchaus in einen ldngerfristigen
Entwicklungsprozess einordnet, wéahrenddessen die alte Harmonie
zwischen der euklidischen Geometrie und einem implizit Newtonschen
oder Kantischen physikalischen Raumbegriff langsam zerfiel.
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In seinen 1889-1890 gehaltenen Vorlesungen iiber nichteuklidische
Geometrie beschrieb Felix Klein vier charakteristische Richtungen fiir
deren Rezeption bei Mathematikern wie auch Philosophen. Er selbst
hatte in seiner Erstlingsarbeit hierzu einen agnostischen Standpunkt
eingenommen, wie er in einem Brief vom 4. Februar 1872 an Wilhelm
Fiedler attestierte: ,[...] als ich jetzt den Aufsatz schrieb, [schien
mir] die Hauptaufgabe, die Sache moglichst klar und durchsichtig
darzustellen, vom Einzelnen zum Allgemeinen aufzusteigen und alle
nicht gerade mathematischen allgemeinen Betrachtungen {iber Rdume
von 4 Dimensionen etc. zu unterdriicken.” Er nannte spéter folgende vier
Gruppen als typisch fiir die Zeit um 1890: 1) Kantianer und Orthodoxe; 2)
Skeptiker (vor allen Gymnasiallehrer); 3) Rezeptive (insbesondere jiingere
Philosophen); 4) Enthusiasten (hier nannte er sowohl W. K. Clifford als
auch K. F. Zollner in einem Zuge, da beide Anhénger eines endlichen
Riemannschen Universums waren).

Diese Gliederung passt wohl gut fiir die Einordnung der Stimmen
innerhalb Deutschlands, aber sie iibersieht ein wichtiges Phdnomen, das
zum Verstdndnis der englischen Mathematik erforderlich ist. Dies wird
sofort klar, wenn man die Bedeutung der Universitdit Cambridge und
die Rolle von zwei Autoren, Euklid und Newton, in ihrem Lehrplan
berticksichtigt. Selbst der fithrende Cambridge Mathematiker Arthur
Cayley, ein Kenner der Theorie Lobachevskis, hielt an dieser ehrwiirdigen
Tradition fest. Fiir ihn wie auch fiir die tiberwiegende Mehrheit der
britischen Mathematiker war die nichteuklidische Geometrie eine
Kuriositdt ohne nennenswerte Bedeutung.

Es gab allerdings heftige Debatten iiber die klassische Geometrie
in England, aber diese hatten beinahe nichts mit dem hierzu parallel
laufenden Diskurs in Deutschland zu tun. Stellvertretend fiir das damalige
konservative Lager steht im zweiten Essay der Oxford Mathematiker
Charles Dodgson, den man besser unter seinem Pseudonym Lewis Carroll
kennt, also als den Autor von Alice im Wunderland und Alice im Spiegelland.
Viel weniger bekannt ist sein merkwiirdiges Buch Euclid and his Modern
Rivals, das er 1879 in Form eines Theaterstiicks erscheinen liefs und das
1885 in einer zweiten Auflage gedruckt wurde. Trotz des Titels finden wir
an keiner Stelle in Dodgsons Buch die leiseste Andeutung zur Existenz
von Geometrien, die das Parallelenpostulat Euklids nicht erfiillen. Obwohl
manchmal humorvoll geschrieben, merkt der Leser sehr schnell, dass dies
kein unterhaltsames Buch sein soll. Denn fiir Dodgson ging es darum,
scharfe Argumente gegen die Kritiker der Elemente zu formulieren, und
zwar in der festen Uberzeugung, dass es iiberhaupt kein geeigneteres
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Lehrbuch fiir den Geometrieunterricht gebe. Erst gegen Ende des 19.
Jahrhunderts gewann die Gegenseite in England die Oberhand, womit
eine schon lange angestrebte Reform endlich zur Modernisierung der
Mathematik in Cambridge fithren konnte.

Nattirlich gab es zuvor bereits Befiirworter der neuen Geometrien in
England, allen voran Clifford, aber viele andere Mathematiker betrachten
die Ideen von Riemann und Helmholtz nur mit Skepsis. In der Zeit,
als Abbotts Flatland erschien, nahmen einige Englinder die Debatte in
Deutschland iiber die Geometrie des Raumes zur Kenntnis, aber eher aus
der Distanz. Der Logiker Stanley Jevons meinte z.B., es handele sich dabei
um die Fortsetzung eines alten Streits zwischen Anhédngern von Kants
idealistischer Raumlehre und einer anderen Gruppe von Philosophen, die
einen empirischen Standpunkt vertraten. Als Vertreter der ersten Gruppe
galt der Schriftsteller und Mathematiker Kurd Lafiwitz, dessen Werke
lange Zeit ziemlich in Vergessenheit gerieten — mit Ausnahme seines
Science-Fiction-Romans Auf zwei Planeten. Als {iiberzeugter Kantianer
bekdmpfte er nicht nur die Ansichten von Helmholtz, sondern auch
jedwede Vorstellung eines real existierenden vierdimensionalen Raumes.
Sein Humor war ein ganz anderer als der von Lewis Carroll, zumal
Laflwitz seine Fantasiebilder gerne in Gestalt lustiger Gedichte verfasste
und manchmal bei feierlichen Anldssen vorlas. Wir werden ihn jedoch
auch von der ernsthaften Seite kennenlernen.

Man findet Stellen in den Schriften von Kurd Laflwitz, die einen
unwillkiirlich an Flatland erinnern, obwohl es zweifelhaft ist, dass er
Abbotts Buch jemals in der Hand hielt. Schon im selben Jahr, als es
erschien, schrieb er:

[...] wenn wir blof§ eine zweidimensionale Raumanschauung
hidtten, wenn wir alle Dinge nur auf eine Fliche wie in
einem Gemadlde projiciert wahrndhmen, nur als Schattenrisse
oder Querprofile, so wiirde ja unsere dreidimensionale
Welt uns nur in zwei Dimensionen erscheinen und zahllose
Vorgédnge in derselben wiirden uns unerklart bleiben. Kénnte
denn nicht unsere Welt wirklich bloff die Projektion einer
vierdimensionalen Welt sein? (LaSwitz 1883, 165)

Seine Antwort hierauf fiel klar und eindeutig aus: ,Jeder Versuch,
andere Rdaume vorzustellen, hebt die Bedingungen der Erfahrung selbst
auf und wird dadurch zum Widersinn” (ebd.). Nattirlich gibt es vielfiltige
Uberschneidungen zwischen den beiden Essays, worauf an ausgewahlten
Stellen Verweise aufmerksam machen. Wahrend im Essay von K. Volkert
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der Schwerpunkt auf dem deutschsprachigen Raum liegt, widmet
derjenige von D.E. Rowe viel Aufmerksamkeit dem englischsprachigen
Raum - vor allem in Hinblick auf die zentrale Rolle der Elemente Euklids
im britischen Schulsystem, ein auffallendes Merkmal der viktorianischen
Kultur.

Falls nicht anders angegeben, stammen die Ubersetzungen
fremdsprachlicher Texte von den Autoren der vorliegenden Essays. Die
Autoren danken Herrn Robert Wengel fiir die aufwéandige Erstellung
des Manuskripts, Frau Mirjam Rabe fiir Hinweise zum Text und
den Lektorinnen Frau Annika Denkert und Frau Nikoo Azarm des
Springer-Verlags fiir ihre Unterstiitzung.

David E. Rowe

(Mainz)

Klaus Volkert
(Wuppertal / Luxemburg)
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Im Reich der unbegrenzten Moglichkeiten — Die vierte
Dimension in Mathematik, Kunst und Philosophie
Klaus Volkert!

1. Flachenwesen und hohere Dimensionen

Abbotts Buch handelt, mathematisch gesehen, hauptsichlich von der
Frage, wie zweidimensionale Wesen Dreidimensionales wahrnehmen und
verstehen konnen. Es ist somit naheliegend, als erstes einen Blick auf die
Geschichte der Raumgeometrie zu werfen, also jenes Teils der Geometrie,
der sich mit den rdumlichen Verhiltnissen beschiftigt. Darin enthalten
sind nattirlich auch diejenigen der Ebene. In Blick auf Abbott ist zudem
die vierdimensionale Geometrie von Interesse: Was fiir Flichenwesen die
dritte Dimension, ist fiir Raumwesen die vierte — auf diese Analogie spielt
ja auch das Quadrat an, ohne bei der Kugel auf Verstdandnis zu treffen.

In der Geschichte der Geometrie war die Raumgeometrie schon
frith entwickelt, Euklids ,Elemente” (etwa 280 v. u. Z.) behandeln
sie ausfiihrlich in den Biichern XI bis XIII. Hier lag keine Grenze fiir
das mathematische Verstindnis, wohl aber eine Dimension hoher:
Erst in der zweiten Hilfte des 19. Jhs. fand die Geometrie des vier-
und mehrdimensionalen Raumes allgemeine Beachtung, diese stellte
ganz analog zu ,Flachland” das Problem, wie Mathematikerinnen
und Mathematiker, also dreidimensionale Wesen, diese Welt verstehen
konnen. Dabei meint , verstehen” mehr als ,in der vierdimensionalen
Koordinatengeometrie rechnen konnen”, eher so etwas wie ,sich
anschaulich machen” oder ,richtige geometrische Objekte konstruieren”.
Im Unterschied zu Abbott, der auf die allseits bekannte dritte Dimension
zurtickgreifen konnte (vgl. seinen Slogan ,,Nach oben, nicht nach vorne”),
war die vierte Dimension génzlich unbekannt, eine Begrifflichkeit stand
zu ihrer Beschreibung nicht zur Verfiigung, wie ja auch Abbott richtig
bemerkt. Umso wichtiger waren Analogien und Moglichkeiten der zwei-
oder dreidimensionalen Veranschaulichung.

Abbott war nicht der erste und nicht der einzige Autor, der
sich der Idee von Flichenwesen bediente. Viel Aufmerksamkeit im
deutschsprachigen Raum erregte vor allem Hermann Helmholtz mit

IDer nachfolgende Text beruht in Teilen auf dem Buch Volkert 2018. Die Schreibweisen in
den Zitaten folgen den Originalen.
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seinem Versuch, die Vorstellungswelt von Flachenwesen als Stiitze fiir
seine empiristische Auffassung von Geometrie zu verwenden. Bevor wir
uns der vierten Dimension zuwenden, folgen hier einige Hinweise zur
Geschichte dieser fiktiven Wesen.

Eine der frithesten Erwdhnungen der Flichenwesen findet sich in
André Marie Ampere’s (1775 — 1836) ,Essai sur la philosophie des
sciences” (Abhandlung tiber die Philosophie der Wissenschaften, 1834) in
einem Abschnitt, der der Geometrie gewidmet ist:

Reid hat gezeigt, dass der Mensch, wire er auf das blofie
Sehen reduziert, nur die oberflachliche Ausdehnung von zwei
Dimensionen erkennen konnte. Er wiirde als gerade Linien
dasjenige nehmen, was in Wirklichkeit Grofikreisbogen auf
einer Sphére sind, deren Mittelpunkt in seinem Auge ldge. Die
Dreiecke, die er als geradlinige betrachtet, konnten zwei rechte
oder sogar drei rechte oder stumpfe Winkel besitzen. Die
Geometrie eines derartigen Menschen wiirde sich sehr von der
unsrigen unterscheiden. So treffen sich beispielsweise zwei der
Linien, die er gerade nennt, immer in zwei Punkten. Folglich
wire fiir ihn der Begriff der Parallelitit widerspriichlich.
(Ampere 1834, S. 67)?

Bei Ampere sind die Flichenwesen in ihrer Wahrnehmungsfahigkeit
reduzierte Menschen, die auf einer Kugel leben — im Unterschied
zu Abbotts Flachenwesen, die in einer Ebene existieren. Virtuelle
Flaichenwesen treten in G. Th. Fechners (1801 - 1887), Leipziger
Naturforscher, Psychologe und Philosoph, satirischem Essay ,Der
Raum hat vier Dimensionen” (1846) auf, veroffentlicht unter seinem
Pseudonym Dr. Mises. Bei Fechner dienen die Flichenwesen dazu, per
Analogie einen Zugang zur vierten Dimension zu eroffnen.

Man denke sich ein kleines buntes Minnchen, das in der
camera obscura auf dem Papiere herumlduft; da hat man ein
Wesen, was in zwei Dimensionen existiert. Was hindert, ein

Reid a montré que si 'homme était réduit au simple sens de la vue, ne pouvant dés lors
connaitre que Iétendue superficielle a deux dimensions, et prenant pour des lignes droites
ce qui sera réellement de arcs de grand cercles tracés sur une surface sphérique dont
le centre sera dans son ceil, les triangles qu’il considérait comme rectilignes pourraient
avoir deux angles ou méme leurs trois angles droits ou obtus, et la géométrie d'un tel
homme sera toute différente de la noétre ; deux de ces lignes qu’il prendrait pour droites se
rencontrant, par exemple, toujours en deux points, en sorte que la notion de deux droites
paralléles serait contradictoire pour lui.
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solches Wesen lebendig zu denken. Haben wir doch friiher
gesehen, daf3 sich selbst ein Schattenmann lebendig denken
1463t. Dafs er es ist, wollen wir hier nicht noch einmal behaupten:
es ist genug, es einmal getan zu haben; aber denken kann man
sich’s doch. Nun, insofern alles Sehen, Horen, Dichten und
Trachten eines blof in zwei Dimensionen existierenden Wesens
auch blof8 in diesen zwei Dimensionen beschlossen wire, so
wiirde es nattirlich eben so wenig von einer dritten Dimension
wissen konnen, als wir, die wir nur in drei Dimensionen
leben, von einer vierten. Das experimentierende Schatten- oder
Farbenmannchen wiirde eben so auf seiner Flache herumlaufen
und vergebens nach der dritten Dimension suchen, eben so
vergebens Mikroskope und Fernrohre danach aufspannen, als
unser Naturforscher nach der vierten; es kann doch mit dem
Blicke sich nicht tiber die Fliche erheben, sondern nur in der
Richtung der Fldche fortblicken. Und das philosophierende
Schattenmannchen wiirde, da seine Begriffe sich unstreitig im
Zusammenhange mit seinen Anschauungen bilden wiirden,
eben so wenig iiber die Zwei als unser Philosoph {iiber die
Drei hinauskommen konnen. Beide wiirde es also unmdglich
halten, dafs eine dritte Dimension existiert, dafs sich durch
einen Punkt mehr als Zwei auf einander senkrechte Gerade
ziehen lassen. Sie wiisten absolut nicht, wo sie die dritte
anbringen sollten. Und doch existiert diese dritte Dimension.
Sie existiert fiir uns, die selbst eben in drei Dimensionen
leben. Wir sind nur Farben- oder Schattenminnchen in drei
Dimensionen statt in zweien. Da wir sehen, dafd bei der zwei
kein Aufhoren ist, aufler fiir Wesen, die selbst in der zwei
aufhoren, ist nicht abzusehen, warum in der Drei ein Aufhdren
sein sollte, aufler fiir Wesen, die eben auch selbst in der Drei
aufhoren. Soll etwa die Welt nicht iiber Drei zdhlen kénnen?
Es ist auch nicht der allergeringste Grund da, warum sie bei
Drei aufhoren sollte; und so schliefSe ich nach dem Gesetz des
hinreichenden Grundes, dafs sie wirklich nicht dabei aufhort.
Man tiberlege doch: sieht denn die dritte Dimension um ein
Haar anders aus, als die zweite und erste? Wenn aber keine
grofiere Kunst dazu gehorte, die dritte als die zweite und erste
zu schaffen, so wird auch keine grofiere Kunst dazu gehoren,
die vierte und fiinfte als die dritte und zweite zu schaffen.
Wo hort die Natur sonst auf einen Anfang fortzusetzen, aufler
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wenn ihr die Kraft gebricht. Aber die dritte Dimension ist noch
nicht kiirzer, als die beiden andern. Man sieht, wenn wir nur
erst die vierte Dimension haben, so haben wir auch sofort die
finfte, sechste, siebente, bis zur unendlichsten Dimension;
wir konnen in Dimensionen wahrhaft schwelgen, sie wie
Stecknadeln fabrizieren, ihr Sparrwerk ausbauen, soweit wir
wollen. Sonst diinkte uns eine Dimension eine absonderliche
Sache; nun werden die Dimensionen spottwohlfeil werden,
und wenn man in ganz Baiern zu jeder Hopfenstange, und in
Osterreich zu jedem Schlagbaum, und in Ruffland zu jedem
Knutenstrick eine neue Dimension verwendete: es wiirde nicht
an Stoff zu eben so viel neuen fehlen. (Fechner 1846, S. 24 — 25)

Obwohl Fechner den Schritt zur vierten Dimension motivieren
will, erklart er seinen dreidimensionalen Lesern die Verhiltnisse
des vierdimensionalen Raums nicht konkret-inhaltlich - dennoch
eine erstaunlich frithe Referenz auf den vierdimensionalen Raum.
An einer Stelle gibt es allerdings eine konkrete Anspielung auf die
hoherdimensionale Geometrie:

Wen ich in Wahrheit bedauere, sofern zu den drei Dimensionen
noch eine vierte kommen sollte, sind die Schiiler, die schon
jetzt erschrecken, wenn sie von der Ebene der Planimetrie auf
den Berg der Stereometrie steigen sollen; nun steht ihnen sogar
noch eine Geometrie von vier Dimensionen, ein Pelion auf dem
Ossa, bevor. Was werden das fiir perspektivische Zeichnungen
sein miissen, wenn es gelten wird zu beweisen, dafd das Prisma
von vier Dimensionen sich in vier Pyramiden gleichen Inhalts
zerlegen lasse. [...] Nun sie mogen immerhin ihre sphérische
Trigonometrie fiir die Sphédre von vier Dimensionen bereit
halten, denn jetzt werde ich die vierte Dimension gleich
bringen. (Fechner 1846, S. 23)

Die Flichenwesen spielen bei Fechner eine untergeordnete Rolle,
Hauptziel seiner satirischen Ausfithrungen sind die Philosophen. Der
Schatten, ein Flachenwesen, das Fechner anfiihrt, ist das zweidimensionale
Abbild eines dreidimensionalen Objekts. Er tritt schon im ersten Essay
von Fechners Sammlung ,Vier Paradoxa” unter dem Titel , Der Schatten
ist lebendig” auf:

Wir leben in drei Dimensionen; er [der Schatten; K. V.] begniigt
sich mit zweien; aber das macht ihn nur weniger schwerféllig.
(Fechner 1846, S. 4)
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An anderer Stelle heif3t es:

Mit einem Worte, ich halte den Schatten fiir einen platten
Mohren, und ich sehe nur Griinde fiir sein Leben, aber keine
gegen sein Leben. (Fechner 1846, S. 14)

Grofie Bekanntheit verschaffte, wie bereits erwihnt, Hermann
Helmholtz (1821-1894), der ,Bismarck der Wissenschaft”, den
Flachenwesen, indem er sie in einer Rede und in einem darauf
aufbauenden Aufsatz mit dem Titel ,Uber den Ursprung und die
Bedeutung der geometrischen Axiome”? auftreten lie. Es ging Helmholtz
vor allem um sein erkenntnistheoretisches Anliegen, namlich um die
These, die Axiome der Geometrie seien empirischen Ursprungs: Andere
Erfahrungen, andere Geometrien: eine Position, die ja auch Abbott teilte.

Fiir Helmholtz, den Sinnesphysiologen®, war es naheliegend, auf die
mit den empirischen Erfahrungen verbundenen sinnlichen Eindriicke
abzuheben: Er wollte nachweisen, dass zweidimensionalen Wesen mit
anderen Erfahrungen als den unsrigen eine ebene Geometrie aufbauen
wiirden, die von unserer Euklidischen abweicht. Als Kandidaten fiir
solche alternative Geometrien zieht Helmholtz die sphdrische Geometrie
heran sowie die hyperbolische’; letztere hatte er gerade erst kennengelernt
durch eine Mitteilung des italienischen Mathematikers E. Beltrami (vgl.
Helmholtz 1865, 1868 und 1869). Wiahrend es fiir Helmholtz relativ einfach
war, die Verhdltnisse auf der Oberfldche einer Kugelfldche aus der Sicht
von darin lebenden zweidimensionalen Lebewesen zu schildern, musste
er fiir den Fall der hyperbolischen Geometrie zu einem Trick greifen:
dem Spiegel, genauer gesagt, dem Konvexspiegel.® Eine geometrische
Losung des Problems liefert die Pseudosphire; Bewohner dieser Flache
wiirden nach Helmholtz eine hyperbolische Geometrie entwickeln. Zu
interessanten Spekulationen gibt die Frage Anlass, was wohl Helmholtz

3Die Geschichte dieses Textes ist verwickelt. Nach den Angaben in , Vortrage und Reden”,
Band 1 beruht er auf einem ansonsten nicht tiberlieferten Vortrag Helmholtz’, gehalten
im Dozentenverein zu Heidelberg 1870. Gedruckt wurde der Text erstmals 1870 in einer
Ubersetzung ins Englische, 1876 dann nochmals in ,,Mind”. Ob Abbott diese Ubersetzung
kannte, ist wohl unklar.

4Helmholtz verfligte durchaus tiber tiefe Kenntnisse der Mathematik, was nicht nur
seine Ausfithrungen zur Geometrie belegen sondern auch eine wichtige Arbeit zur
Wirbeltheorie (1858).

SHelmholtz verwendet diese Bezeichnung, die F. Klein 1872 einfiihrte, noch nicht. Er
spricht von der Geometrie Lobatschewskys (Bolyai bleibt aufien vor bei ihm) oder auch
von der Geometrie auf der Pseudosphdre.

6Vgl. Helmholtz 1896, 24 - 30.
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zu unseren modernen Hilfsmitteln, virtuelle Welten zu erzeugen, gesagt
hétte. Der Spiegel spielt auch in der Literatur eine wichtige Rolle, um
seltsame Verhaltnisse anschaulich zu machen.

Lebewesen auf einer Kugel miissten die sphdrische Geometrie
ausbilden: Geraden’ wiren fiir sie Groflkreise und hétten somit endliche
Lange; zudem wiirden sie sich schlieflen. Waren die Lebewesen auf einer
Eiflache unterwegs, so ergibe sich eine komplizierte Geometrie, da diese
Flache ja unterschiedliche Kriimmungen aufweist. Besonders interessant
ist aber der Fall der hyperbolischen Geometrie. Zu dieser gelangen
Flachenwesen, die ihr Leben auf einer Pseudosphare fristen.

In einer Art Fazit tauchen dann die Flachenwesen bei Helmholtz
wieder auf:

Wir als Bewohner eines Raumes von drei Dimensionen und
begabt mit Sinneswerkzeugen, um alle diese Dimensionen
wahrzunehmen, konnen uns die verschiedenen Fille, in denen
flachenhafte Wesen ihre Raumanschauung auszubilden hétten,
allerdings anschaulich vorstellen, weil wir zu diesem Ende
nur unsere eigenen Anschauungen auf ein engeres Gebiet
zu beschrinken haben.® Anschauungen, die man hat, sich
wegdenken ist leicht; aber Anschauungen, fiir die man nie ein
Analogon gehabt hat, sich sinnlich vorstellen ist sehr schwierig.
Wenn wir deshalb zum Raume von vier Dimensionen
tibergehen, so sind wir in unserem Vorstellungsvermogen
gehemmt durch den Bau unserer Organe und die damit
gewonnen Erfahrungen, welche nur zu dem Raum passen, in
dem wir leben. (Helmholtz 1896, S. 15)

Nach Helmholtz folgt aus Aufbau und Funktionsweise unserer
Sinnesorgane, dass der vierdimensionale Raum prinzipiell unanschaulich
ist; um sich ihm zu ndhern, bietet sich die analytische Geometrie als
Ausweg an, da sie ohne Anschauung auskommt.

Da unsere Mittel sinnlicher Anschauung sich nur auf einen
Raum von drei Dimensionen erstrecken, und die vierte
Dimension nicht bloss eine Abdnderung von Vorhandenem,

"Diese werden von Helmholtz als ,geradeste Linien” eingefiihrt, was Geodatische
bedeutet, d.h. kiirzeste Verbindungen. Fechner sprach von Groflkreisen, wie auch heute
noch tiblich.

8Demgegem’jber wurde auch oft die These vertreten, dass die zweidimensionale Geometrie
fiir Menschen eine reine Abstraktion sei, also keineswegs ,einfach” zu erhalten ist, wie
Helmbholtz behauptet.
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sondern etwas vollkommen neues wire, so befinden wir
uns schon wegen unserer korperlichen Organisation in der
absoluten Unmoglichkeit, uns eine Anschauungsweise einer
vierten Dimension vorzustellen. (Helmholtz 1896, S. 28 — 29)

Als Helmholtz dies schrieb, waren ihm (vermutlich) noch keine
materialen Modelle vierdimensionaler Korper bekannt; diese wurden erst
um 1880 herum popular.

Man beachte, dass auch Helmholtz’ Flichenwesen nicht in einer
euklidischen Ebene leben, also verschieden sind von denen Abbotts.

Auch H. Hinton, der , Philosoph der vierten Dimension”, auf den wir
noch zu sprechen kommen werden, hat den Flichenwesen wie in den
Anmerkungen zu Abbotts Buch ausfiihrlich geschildert, zwei Geschichten
mit den Titeln ,,A plane world” (1880) und ,, An Episode of Flatland” (1908)
gewidmet. Sowohl von ihnen als auch von der Analogie machte er — aber
auch andere Autoren - ausgiebigen Gebrauch, wie wir sehen werden.

2. Der Zauberstab der Analogie

Analogien spielen eine wichtige Rolle bei der Erkundung der vierten
Dimension, dhnlich wie beim Versuch des Quadrats, die dritte Dimension
zu verstehen. Betrachtet man beispielsweise die Anzahl der Ecken von
Strecke, Quadrat und Wiirfel, findet man die Zahlen 2, 4 und 8. Also
sollte der Hyperwiirfel doch wohl 16 Ecken haben - unterstellt wird
damit, dass es sich um eine geometrische Folge handelt. Ahnlich mit der
Anzahl der Kanten: 1, 4 und 12. Aus Intelligenztests sind solche Aufgaben
wohlbekannt, die Frage lautet ,Wie geht es weiter?”. Die Antwort hier ist
32.

Allerdings muss man sich davor hiiten, die Dimensionsanalogie
unkritisch zu verwenden, denn die Vorgabe einiger Zahlen am Anfang
legt ja noch keine ganze — heifit: unendliche - Folge fest, obwohl das
die Tests suggerieren. Dass Vorsicht angebracht ist, macht die Anzahl
der reguldren Polytope deutlich: In der Ebene existieren unendlich
viele reguldre Polygone, im Raum gibt es finf reguldre Polyeder,
vierdimensional sechs reguldre Polytope und hoherdimensional nur noch
drei — Konvexitit stets unterstellt. Ein anderes Gegenbeispiel findet sich
bei Coxeter (Coxeter 1973, 119). Der Umfang eines Kreises betragt 2r 7, die
Oberfliche einer Kugel ist 4r71. Also wiirde man per Analogie erwarten,
dass die Oberfliche einer Hypersphire 627 (oder vielleicht auch 8r°7)
betragen sollte. Das ist aber falsch, sie ist 2r72.



