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Vorwort

Optimierungen spielen in allen Lebensbereichen eine wichtige Rolle, sei es, um
Kosten, Ressourcen, Risiken, Bearbeitungszeiten, Umweltbelastungen, Energie-
verbrauch, Reise- und Transportzeiten zu minimieren oder Gewinn, Motorleis-
tung, Portfolio, Produktion, Umsatz und sportliche Leistungen zu maximieren. Die
Optimierungsprobleme in der realen Welt sind vielféltig und unterscheiden sich in
der Komplexitit. In der Literatur gibt es eine uniibersehbare Vielzahl von Optimie-
rungsmethoden, davon wiederum Varianten und Untervarianten. Dieses Buch gibt
einen Uberblick zu den wichtigsten Optimierungsmethoden, wobei die Verfahren
beispielhaft vorgestellt werden. Auf detaillierte Erlduterungen zur Theorie der in
diesem Buch beschriebenen Verfahren wird verzichtet und auf die einschligige
Literatur verwiesen.

Zu vielen Optimierungsproblemen kann das Optimum bei groeren Eingabe-
grofen nicht in akzeptabler Zeit exakt bestimmt werden. Deshalb wendet man
fiir komplexere Optimierungsprobleme sogenannte heuristische Verfahren an, die
zwar nicht notwendigerweise die beste Losung liefern, aber dafiir in vertretbarer
Zeit moglichst gute Losungen finden. Beispielsweise ist in Kommunikationsnet-
zen beim dynamischen Routen von Datenpaketen nicht entscheidend, den kiirzes-
ten Weg zum Zielknoten zu bestimmen, sondern in moglichst kurzer Zeit einen
moglichst kurzen Weg zu ermitteln. Bei vielen Optimierungsproblemen stofen
herkémmliche GroBrechner an ihre Grenzen, wie zum Beispiel bei der Nutzung
von Stromnetzen oder bei der optimalen Steuerung des Verkehrsflusses in einer
Stadt. Hierbei muss der Verkehrsfluss dynamisch gesteuert werden, Staus miissen
erkannt und Ersatzrouten bei stindig sich verdndernden Optima gefunden werden.
Dazu spielen effiziente Optimierungsalgorithmen eine wichtige Rolle.

Bei der Entwicklung von heuristischen Optimierungsverfahren werden gezielt
Losungen in der Biologie gesucht, analog wie in der Bionik, bei der zur Losung
von technischen Problemen Konstruktionen und Strukturen aus der Natur nachge-
ahmt werden. Dazu zihlen beispielsweise der Klettverschluss nach dem Vorbild
einer Klette, die Konstruktion von Flugzeugen nach dem Vorbild der Vogel, die
selbstreinigenden Oberflichen nach dem Vorbild von Lotusblittern oder die Form
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VIII Vorwort

des japanischen Shinkansen-Schnellzuges nach dem Vorbild des Eisvogelschna-
bels zur Lirmreduzierung.

Bei der Entwicklung von naturinspirierten Optimierungsverfahren stehen die
Verfahrensweisen der Natur im Vordergrund. Zu den bekanntesten Optimierungs-
methoden zihlen die evolutiondren Algorithmen, die sich am Vorbild der natiirli-
chen Evolution orientieren. Die Grundprinzipien der Evolution wie Mutation,
Rekombination und Selektion lassen sich algorithmisch in Optimierungsverfah-
ren umsetzen, die breite Anwendung in vielen Gebieten finden. Bei diesen natu-
r-analogen Optimierungsverfahren werden Ausgangslosungen so lange verdndert
und kombiniert, bis eine dieser Losungen zu den Anforderungen passt. Ebenfalls
weitverbreitet sind Optimierungsmethoden, die das Verhalten von Schwérmen imi-
tieren. Schwirme bilden eine Gruppe von vielen primitiven Lebewesen, die kom-
plexe Fahigkeiten entwickeln konnen, was man als Schwarmintelligenz bezeichnet.
Beobachtet man etwa Ameisen bei der Nahrungssuche, so kann man feststellen,
dass die Ameisen von ihrem Nest zum Futterplatz meistens den kiirzesten Weg fin-
den. Die Optimierungsmethode, die diese Optimierungsstrategie nachahmt, konnte
erfolgreich in vielen Bereichen angewendet werden, wie zum Beispiel bei der Tou-
renplanung. Es haben sich weitere schwarmbasierte Optimierungsmethoden eta-
bliert, unter anderem Verfahren, die Optimierungsstrategien von Bienen und Vogeln
imitieren. Ebenfalls lassen sich viele Probleme mithilfe von sogenannten kiinstli-
chen Immunsystemen l6sen, die Konzepte natiirlicher Immunsysteme bei der Bekéa-
mpfung von Antigenen wie Bakterien, Viren, Pilzen und Parasiten nachahmen.

Im ersten Teil werden verschiedene Optimierungsprobleme vorgestellt. Gegen-
stand des zweiten Teils sind klassische Methoden zur Lésung von Optimierungs-
problemen. Im dritten Teil werden naturanaloge Optimierungsmethoden behandelt.

Gegenstand des letzten Teils des Buches sind Optimierungen von kiinstlichen
neuronalen Netzen sowie Methoden des maschinellen Lernens zur Losung von
Optimierungsproblemen. Das kiinstliche neuronale Netz ist dem Aufbau des bio-
logischen Gehirns nachempfunden. Es besteht aus Neuronen (Knoten), die iiber
sogenannte Kanten mit anderen Neuronen verbunden sind und Informationen
modifiziert an andere Neuronen weiterleiten.

Ein neues Forschungsgebiet sind neuronale kombinatorische Optimierungs-
verfahren, abgekiirzt NCO. Dieser Begriff ist von Bello et al. 2015 eingefiihrt
worden. Die NCO-Methoden stellen einen Strategie-Wechsel dar. Bei der herkom-
mlichen Programmierung einer Heuristik erhilt der Computer Anweisungen zur
Bestimmung einer brauchbaren Losung des Optimierungsproblems. Dagegen
ermittelt der Computer mit dem NCO-Verfahren selbststindig ohne menschliche
Hilfe die Heuristik, wobei die Heuristik im Verborgenen bleibt. Dabei werden
Verfahren aus dem Bereich des maschinellen Lernens angewendet. Dazu stehen
vorprogrammierte Module aus Programmbibliotheken wie z. B. TensorFlow zur
Verfiigung. Der wesentliche Vorteil der NCO-Methoden besteht darin, dass diese
Verfahren auf praktische Optimierungsprobleme anwendbar sind, zu denen keine
guten Heuristiken existieren. Dieses Buch gibt eine Einfithrung in dieses neue
vielversprechende Forschungsgebiet der Kl-basierten, selbstlernenden Optimie-
rungsalgorithmen.



Vorwort X

Das Buch dient als Einstieg in die Optimierungsverfahren und wendet sich an
Anwender auf den Gebieten der praktischen Optimierung sowie an Studierende
der Informatik, Mathematik, Wirtschaftswissenschaften und Ingenieurwissen-
schaften.

Linnich Ralf Hollstein
September 2022
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Kapitel 1 ®)
Einfiihrung s

Es gibt eine uniibersehbare Vielzahl verschiedener Optimierungsprobleme in der
realen Welt, wie zum Beispiel Optimierungsaufgaben aus den Bereichen Logistik,
Technik, Finanzwirtschaft, Medizin, Telekommunikation oder Verkehrsplanung. Im
ersten Kapitel werden verschiedene Optimierungsprobleme aus diesen Bereichen
aufgelistet. Weiterhin werden Grundbegriffe der Optimierung eingefiihrt.

1.1 Optimierungsprobleme in der realen Welt

Im Folgenden werden stellvertretend einige Optimierungsprobleme aus unter-
schiedlichen Bereichen aufgefiihrt:

Produktionsplanung

e Minimierung des Verschnitts beim Zuschneiden von Rohren, Holzplatten oder
Stoffen und beim Stanzen von Blechen

e Minimierung des Laderaums beim Beladen von LKWs, Containern oder
Schiffen

e Optimierung der Lagerhaltung einer Firma

e Kostengiinstige Mischung aus einem Vorrat (z. B. Futtermischungen)

Tourenplanung

e Minimierung der Wegstrecke zwischen zwei Orten

e Bestimmung der kiirzesten Rundreise

e Optimierung der Routen fiir Miillabfuhr, Wartungsfahrten, Paketlieferung oder
Entleerung von Briefkisten

e Optimierung der Laufwege von Bohrautomaten

e Optimierung der Auslastung von Fahrzeugen

Stiidte- und Verkehrsplanung

e Optimale Steuerung des Verkehrsflusses
e Optimierung bei der Auslegung von Strom- und Wasserleitungen
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Optimierung bei der Standortbestimmung wie zum Beispiel von Feuerwehr-
stationen und Windriddern
Optimale Platzierung von Parkplétzen

Telekommunikation

Optimale Ausrichtung von Antennen

Optimierung der Auslegung von Telefonleitungen

Suche nach der besten Standortverteilung fiir Mobilfunkmasten

Optimale Steuerung von Datenstromen in Kommunikationsnetzwerken wéhrend
des Betriebs

Ablaufplanung

Optimierung von Arbeitsabldufen

Optimale Ausnutzung von Maschinen

Maximierung der Kapazititsauslastung

Minimierung der Terminabweichung

Optimierung bei der Erstellung von Stunden-, Bahn-, Bus- und Flugplidnen

Medizin

Maximierung der Wirkung eines Medikaments bei gleichzeitiger Minimierung
der Nebenwirkungen

Optimierung bei der medizinischen Bildverarbeitung in der Radiologie
Erstellung eines optimalen Didtplans

Technik

Optimierung der Oberfliche eines PKWs zur Reduzierung des Luftwiderstands-
beiwertes

Optimale Kalibrierung eines Motors zur Minimierung des Kraftstoffverbrauchs
und des Schadstoffausstoles bei moglichst hoher Motorleistung

Optimierung von PKW-Reifen

Minimierung der Laufwege von Schweillirobotern beim Punktschweilen von
Karosserieteilen

Optimierung von Flugzeugfliigeln

Optimierung von Brillengldsern

Finanzwirtschaft

Portfolio-Optimierung
Risikominimierung von Finanzprodukten
Optimierung von Geschiftsabldufen
Optimierung von Investitionen
Preisoptimierung

Kostenminimierung
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1.2 Grundbegriffe der Optimierung

Bei einer Optimierung geht es darum, zu einer Bewertungsfunktion f: S — R
unter allen Elementen aus einer Menge S ein Element mit der besten Bewertung zu
ermitteln. Die zu optimierende Funktion f wird Zielfunktion und im Zusammen-
hang mit evolutiondren Algorithmen (Kap. 12) auch Fitnessfunktion genannt. Der
Definitionsbereich S von f wird mit Suchraum bezeichnet, die Elemente aus dem
Suchraum nennt man Losungen.

1.2.1 Globales und lokales Optimum

Definitionen

e Eine Zielfunktion f :S — R besitzt in x* € S ein globales Maximum bzw.
globales Minimum, wenn fiir alle x € S gilt: f(x) < f(x*) bzw. f(x*) < f(x).

e Eine Zielfunktion f :S — R besitzt in x* € § ein lokales Maximum bzw.
lokales Minimum, wenn es eine (kleine) Umgebung U von x* gibt, sodass fiir
alle x € U NS gilt: f(x) <f(x*)bzw. f(x*) < f(x)(s. Abb. 1.1).

1.2.2 Umwandlung eines Maximierungsproblems in ein
Minimierungsproblem und umgekehrt

Durch Multiplikation einer Zielfunktion f(x) mit —1 kann ein Maximierungs-
problem (Minimierungsproblem) in ein Minimierungsproblem (Maximierungs-
problem) umgewandelt werden. Die Extremstellen beider Funktionen sind
identisch (s. Abb. 1.2).

f(x) globales Maximum flaches Gebiet lokaler
Maxima

lokalels Minimum
globales Minimum :
L i

a X1 X3 b x

! lokales Minimum E

1 >
>

Abb. 1.1 Globale und lokale Extremwerte der Zielfunktion f : [a, b] — R mit den Randextrem-
werten in gqund b. In dem Bereich zwischen x; und x; ist jeder Punkt eine Maximalstelle.
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Abb. 1.2 Graphisch bewirkt 3
die Multiplikation der y
Zielfunktion f(x) mit—1 eine
Spiegelung an der x-Achse. 14 fe)
Die Lage der Extremstellen
bleibt unberiihrt.
1 2 3 4 5 6 7 8 x
-1 ()

1.2.3 Notationen

Fiir die Bestimmung eines Maximums bzw. Minimums der Funktion f(x) ist
folgende Schreibweise iiblich:

f(x) > max bzw. f(x) — min.

Besitzt die Funktion f:§ — R in x* ein globales Maximum bzw. Minimum, so
schreibt man

flx) = maxf(x) bzw. fx) = min f(x)
und

x* = argmax f(x) bzw. x* = argminf(x).
xes xes

1.2.4 Supremum und Infimum

Supremum Ist die Funktion f:S — R nach oben beschrinkt, so existiert die
kleinste obere Schranke M mit f(x) < M fiir alle x € S. M heil’t Supremum von
f(x) und man schreibt

M = supf(x).

xes§
Infimum Ist die Funktion f:§ — R nach unten beschrinkt, so existiert die
groBte untere Schranke N. N heilt Infimum von f(x) und man schreibt

N =g
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Beispiel:
Gegeben sei die Funktion

N<

x wenn x € [0,2) fx)
1 wennx € [2,3] 1 -—

filos] = R fG) = {

_o|
-
N
w

x

Die Funktion f(x) besitzt im Intervall [0,3] in O ein globales Minimum und kein
Maximum. Es gilt

f0) = min f(x) = inf f(x)=0

und

sup f(x) =2.
x€[0,3]

Die Funktion f(x) nimmt im Intervall [0,3] ihr Supremum nicht an.

1.2.5 Kontinuierliche, diskrete und kombinatorische
Optimierung

Ein Optimierungsproblem mit der Zielfunktion f : § — R heif3t

e kontinuierlich, wenn der Suchraum S {iberabzidhlbar unendlich ist (z. B.
S =[a,b] C R).

o diskret, wenn S endlich oder abzihlbar unendlich ist (z. B. § = Menge Z der
ganzen Zahlen).

¢ kombinatorisch, wenn S endlich ist (z. B. § = Menge der Zahlen 1, .. ., 10).



Kapitel 2 ®)
Kontinuierliche Optimierungsprobleme s

In diesem Kapitel werden Beispiele von kontinuierlichen Optimierungsproblemen
vorgestellt. Weiterhin wird der Begriff Regression eingefiihrt. Bei der Regression
wird eine Funktion vom bestimmten Typ an eine Datenwolke von Punkten
angepasst, wobei man von linearer, quadratischer und exponentieller Regression
spricht, wenn die anzupassende Funktion linear, quadratisch bzw. exponentiell
ist. Weiterhin werden Extremwerteigenschaften von konkaven und konvexen
Funktionen beschrieben.

2.1 Graph einer Funktion

Im Folgenden sei f: S — R eine zu optimierende kontinuierliche Funktion, wobei
S eine Teilmenge von R” ist.

e Fiir eine Funktion f:S— R mit SCR heilt die Menge
{(x, fx)eR*:xes } Graph von f und stellt eine ebene Kurve dar.

e Fiir S C R? beschreibt der Graph {(x, v @) eR:(xy) €S } ein Gebirge, in
dem die Talsohlen die lokalen Minima und die Berggipfel die lokalen Maxima
darstellen. Der hochste Berg ist dann das globale Maximum und das tiefste Tal
das globale Minimum.

Beispiele

Im Folgenden sind die Funktionsgebirge von vier (Benchmark)-Funktionen dar-
gestellt, die oft fiir Performance-Tests von Optimierungsalgorithmen verwendet
werden (s. Abb. 2.1).

Rastrigin-Funktion Diese Funktion ist definiert durch

f(xy) =20+ (x* — 10cos (27rx)) + (y* — 10cos (27y)).

Sie stellt ein schweres Optimierungsproblem dar, da die Wertelandschaft sehr viele
lokale Minima und ein globales Minimum im Punkt (0,0) besitzt.

© Der/die Autor(en), exklusiv lizenziert an Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, 9
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Rastrigin-Funktion Cross-Tray-Funktion

Abb. 2.1 Die Graphen der vier Benchmark-Funktionen

Cross-Tray-Funktion Diese Funktion ist definiert durch

1
f(x,y) = —0.0001] sin (x) sin (y) exp (‘100 — —\/x2 4y
b4

)| + D%

Die vier globalen Minima dieser Funktion sind gegeben durch
(x0,¥0) = (£1.349407, F1.349407) mit f(xo, yo) = —2.0626122.
Egg-Crate-Funktion Diese Funktion ist definiert durch

fxy) = x* +y* +25(sin’ x + sin? y).

Das globale Minimum liegt in (0,0), wobei f(0,0) = 0.
Easom’s Funktion Diese Funktion ist definiert durch

f(x,y) = —cos (x) cos (y) exp (—(x — 1)* — (y — 7)?).

Sie besitzt in (7, ) ein globales Minimum mit f(w,7) = —1.

2.2 Optimierungen mit Nebenbedingungen

In vielen Anwendungen sucht man Extremstellen einer Funktion f:§ — R,
S C R", wobei die Losungen x zusitzlich die Nebenbedingung x € M erfiillen
sollen. Die Menge M N S heilit dann zuldssiger Bereich und x € M N S zuldssige
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Losung. Die Nebenbedingungen koénnen in Form von Ungleichungen g(x) >0
oder Gleichungen der Form (x) = 0 gegeben sein.

Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen
Ein Optimierungsproblem ist gegeben durch
Zielfunktion: f(x) — min(max)
Nebenbedingungen: g;(x) >0, i=1,...,m
h(x)=0, k=1,...n

xes

Ungleichungen der Form g(x) <0 konnen durch Vorzeichenwechsel in eine
Ungleichung > 0 iibergefiihrt werden.

2.3 Anwendungsbeispiele

e Optimierungsproblem aus der Wirtschaft

Zu bestimmen sind die MaBe einer zylindrischen Dose mit einem Volumeninhalt
von V, sodass die Dose mit minimalem Material hergestellt werden kann.

Die zu minimierende Oberfliache O ist gegeben durch die Summe des Flidchen-
inhalts der Mantelfliche 2 7h und des doppelten Flicheninhalts der Deckelfliche
mr?. Das Volumen der zylindrischen Dose ergibt sich aus V = mr?h.

Das Optimierungsproblem lautet demzufolge:

Zielfunktion: f(h,r) = 2nr? + 2wrh — min
arth=V
Nebenbedingungen: r>0
h>0

Die Losung des Optimierungsproblems kann mit den in Kap. 6 beschriebenen
analytischen Methoden leicht berechnet werden. Die optimale Losung lautet (vgl.
Abschn. 6.6.7)
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e Optimierungsproblem aus der Geometrie

In einem Quadrat mit einer gegebenen Seitenlinge a soll ein Quadrat so ein-
beschrieben werden, dass dessen Flacheninhalt minimal ist.

Einbeschriebenes Quadrat in einem Quadrat

Der Flicheninhalt des eingeschriebenen Quadrats ist gleich x> + y>. Man erhilt
damit folgendes Optimierungsproblem:

Zielfunktion: f(x,y) = x*> + y> — min
X+y=a

Nebenbedingungen: ¢ ~ * 20
a—y>0

x,y>0
Mittels analytischer Methoden (vgl. Kap. 6) erhilt man als optimale Losung:

a
x=y=§

e Regression

Einfiihrendes Beispiel Eine Feder wird durch Anhzngen eines Gewichts gedehnt.
Nach dem Hookschen Gesetz besteht der lineare Zusammenhang F =D -x
zwischen der Auslenkung x und der Gewichtskraft F, wobei D die Feder-
konstante ist. Das Hooksche Gesetz ist zum Beispiel auch auf die Ausdehnung
eines Gummiseils beim Bungee-Springen anwendbar, wobei die Ausdehnung
von der Gummihérte D und vom Gewicht des Bungee-Springers abhingt. Fiir die
Bestimmung der Federkonstante D einer Feder seien die fiinf Messdaten wie in
Abb. 2.2 ermittelt worden. Es ist das Ziel, die Gerade F = D - x bestmoglich an
die Messdaten anzupassen. Diese Gerade nennt man Ausgleichsgerade. Hierzu
wird die Summe der Quadrate der Fehler F; — Dx; (senkrechte Abweichung zur
Geraden) minimiert:

f0) =3 (F;~ Dx)’ > min.

Das Quadrieren ist erforderlich, da bei der einfachen Summierung die negativen
und positiven Fehler sich gegenseitig aufheben konnen. Die Verwendung von
Betrégen ist nicht sinnvoll, da das Rechnen mit Betriigen aufwendig ist.
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F
Messwerte 6 Fehler
x;incm | F;in N Messpunkt

0,5 1 4
1,8 2

. 53 3 2

’ F=D-x
R 5,9 4
9,8 5
_— 0 2 4 6 8 10 x

Abb. 2.2 Bestimmung einer Federkonstante D durch eine Ausgleichsgerade F =D -x, die
optimal an die Messdaten anzupassen ist

Arten von Regressionen
Bei der Regression wird eine Funktion g(x) vom bestimmten Typ optimal an eine
Datenwolke von Punkten (x;,y;),i=1,...,n, angepasst (s. Abb. 2.3). Je nach
Funktionstyp g(x) unterscheidet man folgende Arten von Regressionen:
Lineare Regression (g(x) = ax + b):
n
flab)y =3 i~ (ax+b)> — min
Quadratische Regression (g(x) = ax® + bx + ¢):
n 2 .
f(a,b,c) = Zi:l (vi — (ax? 4+ bx; +¢))” — min

Exponentielle Regression (g(x) = a - €.

flak) = Z:;] (y,- — ae"’"")2 — min

N WS
o
o

| 123456780910 | 12345676 910x |12345678910X

Abb. 2.3 @ Lineare Regression: Anpassung durch eine Gerade ® Quadratische Regression:
Anpassung durch eine Parabel ® Exponentielle Regression: Anpassung durch eine Exponential-
funktion



