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Vorwort

Aus dem Vorwort zur zweiten Auflage

(August 1993)

Querkraftschub und Torsion sind zwei Teilgebiete der Elastizitdtstheorie, mit denen
der Bauingenieur wihrend des Studiums und auch in der spéteren Berufspraxis meist
moglichst wenig zu tun haben will. Nachweise auf Querkraftschub oder Torsion sind
selten erforderlich, so dass sich die Routine bei der Lésung dieser Probleme nur
schwer einstellt. Hinzu kommt, dass sie von der Anschauung her schwer zu fassen
sind und einen tieferen mechanischen Hintergrund erfordern, um zu einer klaren
Lésung zu kommen.

Hier will dieses Buch einspringen und dem Ingenieur die zwei genannten Teilgebiete
von der Theorie her und iiber zahlreiche Beispiele ndher bringen. Durch die Be-
schrankung auf diese zwei Teilgebiete der Elastizitatstheorie kann die Darstellung in
der notwendigen Ausfiihrlichkeit erfolgen. Dabei wird das Hauptgewicht darauf
gelegt, von den allgemeinen voraussetzbaren Grundkenntnissen aus das Gebdude
»Schub und Torsion” in systematischen und tiberschaubaren Schritten aufzubauen
mit dem Ziel, allen tiblichen Schub- und Torsionsproblemen sicher bearbeiten zu
kénnen.

Vorwort zur dritten Auflage

Bei der Neubearbeitung des Buches wurde die Idee verfolgt, Bewéhrtes zu erhalten,
aber dem Leser durch Ergénzungen weitere hilfreiche Informationen fiir die Anwen-
dung in der Praxis zu bieten. Beispiele hierfiir sind die Themen Gabellager und Wélb-
feder. Die Umstellung der Normen auf das Teilsicherheitskonzept stellt einen weite-
ren Schwerpunkt dar.

Vollstindig neu ist das Kapitel mit alternativen Lésungswegen von Torsionsaufga-
ben. Hier wird der Versuch unternommen, dem Leser mit Hilfe von Analogien mehr
Versténdnis fiir die Torsionsaufgaben zu erméglichen und - Dank der heutigen IT-
Produkte - in der taglichen Arbeit wirtschaftlich arbeiten zu kénnen.

Das Buch richtet sich an praktisch titige Ingenieure und Studierende, sowohl an
Fachhochschulen als auch an Technischen Hochschulen und Universitdten. Es hat



VI Vorwort

zum Ziel, zu einem vertieften Verstdndnis von Schub und Torsion in geraden Stiben
beizutragen und Hilfen fiir den Alltag zu geben.

Dieses Buch beruht auf einem fritheren Vorlesungsskript ,,Schub und Torsion” der
Technischen Universitdt Darmstadt (TUD) und meinem Skriptum zur Vorlesung
Stahlbau an der Fachhochschule Konstanz. Dank der hervorragenden und verstiand-
nisvollen Zusammenarbeit mit dem Vieweg Verlag konnte das Buch meinen Vorstel-
lungen entsprechend verwirklicht werden.

Besonderen Dank schulde ich meinem Doktorvater und Kollegen Herrn Prof. Dr.-Ing.
Harald Friemann. Er stimmte meinem Wunsch, diese dritte Auflage herauszugeben,
gerne zu. Bei der Bearbeitung erhielt ich von IThm zahlreiche wertvolle Anregungen,
gleichzeitig stellte er sich als , Lektor” zur Verfligung.

Dank auch meinem Kollegen Herrn Prof. Franz A. Zahn, PhD, fiir die zahlreichen Dis-
kussionen und fiir die Durchsicht der Kapitel mit dem Werkstoff Stahlbeton.

Herrn Dipl.-Ing. Georg Geldmacher vom Institut fiir Stahlbau und Werkstoffmechanik
an der TUD bin ich dankbar fiir die intensiven Gesprache und hilfreichen Anmerkun-
gen zum Kapitel , Alternativen zur Lésung von ...”.

Fiir die tatkrdftige Unterstiitzung bei den Zeichenarbeiten danke ich Frau Angelika.
Appelt. Mein Dank fiir die unermiidliche und verstidndnisvolle Unterstiitzung gilt
meiner lieben Familie.

Angesichts der Vielzahl an Gleichungen, Beispielen etc. sind Fehler trotz aller Sorgfalt
nicht auszuschliefen. Ich bitte hierfiir um Nachsicht und bin fiir jeden Hinweis sehr
dankbar.

Konstanz, im Januar 2005 Wolfgang Francke
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1 Grundlagen

1.1 Einfiihrung

Lehrbiicher zu den Grundlagen der Statik und Festigkeitslehre gibt es in groferer
Zahl. Wenn hier dennoch eine weitere Arbeit hinzugefiigt wird, so sollte dafiir eine
kurze Begriindung gegeben werden.

In dieser Arbeit werden nur die zwei Teilgebiete der Festigkeitslehre herausgegriffen,
die mit Schubbeanspruchungen eines Stabtragwerkes gekoppelt sind:

— Querkraftschub und
— Torsion.

Erfahrungsgemés bereitet die Losung dieser Aufgaben weitaus gréfiere Schwierigkei-
ten als z.B. die Berechnung von Biegebeanspruchungen, da der theoretische Auf-
wand zur Beherrschung von Schubproblemen ungleich gréfer ist. Hinzu kommt, dass
die Lésungen oft wenig anschaulich sind, so dass man auf abstrakte und schemati-
sche Rechenverfahren angewiesen ist, in die man sich jedes Mal wieder neu hineinar-
beiten muss.

Die Beschrdnkung auf die genannten zwei Teilgebiete bietet hier die Mdglichkeit, sie
sehr viel ausfiihrlicher zu behandeln, als dies im Rahmen eines Lehrbuches zur ge-
samten Elastizitdtstheorie mdoglich ist. Eine solche Ausfiihrlichkeit ist zum wirklichen
Versténdnis der Schubprobleme unerldsslich. Dabei wird angestrebt, aus der sicheren
Kenntnis der Grundlagen heraus zu konkreten und verstidndlichen Lésungsverfahren
fiir praktische Aufgaben zu gelangen, wobei die theoretischen Ableitungen auf ein
Mindestmaf beschrdnkt werden. Besonderes Gewicht wird darauf gelegt, die Schub-
probleme auch von der Anschauung her durchschaubar zu machen, soweit dies iiber-
haupt méglich erscheint.

Die Beschrankung auf die Schubprobleme erfolgte nicht mit dem Ziel, auf diese Weise
Raum fiir die Losung komplizierter Sonderfille zu gewinnen, die {iber die iiblichen
Anforderungen der Praxis hinausgehen. Zu allen schwierigeren Problemen wird der
Leser auf die Literatur verwiesen. Diese Arbeit soll eine gutverstindliche Hilfestel-
lung zur Bewiéltigung aller normalen Schub und Torsionsaufgaben bieten.

1.2 Definition der Spannungen

Die Beanspruchung eines Volumenelementes, das Teil eines beliebig belasteten Kér-
pers ist, wird durch innere Kréfte ausgedriickt, die zwischen dem betrachteten Ele-
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ment und seinen Nachbarelementen auftreten. Denkt man sich das Element aus dem
Kérper herausgeschnitten, so kénnen diese Kréfte als Schnittkrifte in den Elementfls-
chen (Schnittflichen) sichtbar gemacht werden.

Ein solches Volumenelement mit den Kantenldngen dx, dy, dz, siehe Bild 1-1, wird als
infinitesimal klein vorausgesetzt. Die Lage jeder Schnittfliche wird durch die Rich-
tung der Fldchennormalen 7 bestimmt, die jeweils parallel zu einer der Achsen x, y, z
eines rechtsdrehenden Koordinatensystems verlduft. Aulerdem werden die jeweils
gegeniiberliegenden Fldchen des unendlich kleinen Wiirfels durch ihr Vorzeichen
unterschieden:

Ist die Pfeilrichtung von 7 identisch mit der zugehérigen Koordinatenrichtung, so
wird die betreffende Fléche als positiv bezeichnet, im anderen Fall als negativ
(DIN 1080).

Die in jeder Flache des Elementes wirkende Schnittkraft wird durch drei Komponen-
ten ausgedriickt, die — bezogen auf die jeweilige Schnittfléche — die drei Spannungs-
komponenten einer jeden Elementflache ergeben, siehe Bild 1-1:

Oij = 0
O-ij = Tij (11)
Oik = Tk

Der erste Index i gibt an, in welcher Koordinatenrichtung (x, y oder z) die Flichen-
normale verlduft. Der zweite Index i, j oder k kennzeichnet die Wirkungsrichtung der
Spannung. Die Normalspannung o, (meist nur vereinfachend als o; geschrieben) steht
rechtwinklig zur Schnittfliche und wird als Zugspannung positiv definiert. In der
Schnittfliche liegen die zwei Schubspannungen o; und o und erhalten hier die ge-
bréuchlicheren Bezeichnungen 7, und 7. Die posmven Schubspannungen in der posi-
tiven Schnittfldche eines Elementes sxehe Bild 1-1, wirken in Richtung der Koordina-
tenachsen j oder k, die der zweite Index angibt. In den negativen Schnittflichen wir-
ken die Schubspannungen den Koordinatenrichtungen entgegen.

Die Vorzeichen der Spannungen haben eine sehr unterschiedliche Bedeutung im Hin-
blick auf die Beanspruchung des Werkstoffes. Das Vorzeichen der Normalspannun-
gen o ist unabhéngig von der Definition positiver Koordinatenrichtungen. Dagegen
kann es fiir die Widerstandsfahigkeit eines Werkstoffes sehr erheblich sein, ob er auf
Druck oder Zug beansprucht wird. :

Dagegen héngt das Vorzeichen der Schubspannungen von der Definition der positi-
ven Koordinatenrichtungen ab, es ist jedoch fiir die Beanspruchung eines isotropen
Werkstoffes unerheblich. Eine Vorzeichenumkehr in den Schubbeanspruchungen
eines Elementes hat nur Einfluss darauf, in welchen allgemeinen Schnittflichen die
Hauptspannungen (maximale Druck- und Zugspannungen) auftreten ohne aber de-
ren absolute Gréfe zu verandern.
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. dx
negative

Schnittflache

positive
L—"" Schnittfliche

dz

N

Bild 1-1 Volumenelement mit den Spannungskomponenten der Schnittflache 7

1.3 Gleichgewichtsbedingungen fiir ein Volumenelement

Die nachfolgenden Kapitel bringen in einer Kurzfassung die Grundlagen der linearen
mathematischen Elastizitdtstheorie; zum vertieften Studium dieser Grundlagen, ins-
besondere im geometrisch und werkstofflich nichtlinearen Bereich, sei auf die um-
fangreiche Literatur verwiesen (z. B. Timoshenko/Goodier 1951).

Diese Grundlagen werden hier zum Teil benétigt, um die spéiteren Differentialglei-
chungen, insbesondere fiir die Torsion, herleiten zu kénnen. Dariiber hinaus sollen sie
einige grundlegende Erkenntnisse iiber Gréfle und Richtung aller Schubspannungen
in einem Volumenelement vermitteln, so dass die spdtere Ermittlung von Schubspan-
nungsdiagrammen in einem Tragerquerschnitt infolge Querkraft oder Torsinn leichter
verstandlich wird.

Die Gleichgewichtsbedingungen der mathematischen Elastizititstheorie werden am
Volumenelement formuliert. In der linearen Elastizitatstheorie wird dabei vorausge-
setzt, dass die Verzerrungen (sieche Kap. 1.4) des Elementes infolge seiner Beanspru-
chung so klein bleiben, dass sie keinen Einfluss auf die Gleichgewichtsaussagen ha-
ben, d.h., dass die Gleichgewichtsbedingungen am urspriinglichen unverformten
Volumenelement aufgestellt werden kénnen.
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Volumenkréfte im Innern des Elementes, z. B. infolge einer Beschleunigung des Kor-
pers, bleiben hier aufSer Betracht.

1.3.1 Kriftegleichgewicht

Alle in einer negativen Schnittflache des Elementes wirkenden Spannungen adndern
sich mit dem Ubergang zur zugehérigen positiven Schnittfliche um differentielle
Betréage, siehe Bild 1-2. Es ist hier ausreichend, das Kréftegleichgewicht in x-Richtung
zu formulieren. Alle in x Richtung wirkenden Spannungen wurden in Bild 1-2 durch
Einrahmungen hervorgehoben. Die Spannungen selbst heben sich heraus, in der
Gleichgewichtsaussage verbleiben nur die differentiellen Zuwéchse der drei in x Rich-
tung wirkenden Spannungen.

Schnitt- Schnitt- Schnitt-
flache flache flache
r—— —t— ——
doy -dy-dz+ dry, -dx-dy+ dry, -dx-dz=0 (1.2)
X D N
Spannungs- Spannungs- Spannungs-
zuwachs zuwachs zuwachs

Die Division durch das Produkt dx-dy-dz fithrt unmittelbar auf die partielle Diffe-

rentialgleichung fiir die Spannungszuwéchse, wobei man die {librigen zwei Gleichun-’
gen durch zyklische Vertauschung der Indizes x — y — z — x erhilt.

aO'X + aTyx + aTZX

=0 (1.3)
ox oy 0z .
0T, or,
xy 0o oy _ (1.4)
ox oy oz
or
a‘rxz ¥ yz +50'Z -0 (15)

ox oy Oz
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Bild 1-2 Spannungen und Spannungszuwéchse am Volumenelement

1.3.2 Momentengleichgewicht

Neben dem Kraftegleichgewicht muss auch das Momentengleichgewicht um alle drei
Koordinatenachsen erfiillt sein. In diese Gleichgewichtsaussagen gehen nur die in den
Schnittflichen liegenden Krifte (Schubspannungen) ein, die rechtwinklig dazu wir-
kenden Krifte (Normalspannungen) gehen durch den Koordinatenursprung und
haben daher keinen Hebelarm beziiglich der drei Achsen.

D M, =0
—[ +(ry +d )].dx-d 4z [ +(ry, +d ]-d 4z ¥ g
=|Tzy T\Fzy T2y Y5 Tyz (Tyz T)’Z) Xdzm=
In dieser Gleichung kénnen die Spannungszuwichse gegeniiber den Schubspannun-
gen selbst vernachlassigt werden, da sie um eine Gréenordnung kleiner sind. Die

drei Momentengleichungen liefern die Gleichheit der Schubspannungen mit gleichen;
aber in vertauschter Reihenfolge stehenden Indizes:

(1.6)
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Tay =Tyz
Ty =Ty (1.7)
Tyx = Txy

Beachtet man die Definition der Indizes nach Bild 1-1, so lassen sich folgende an-
schauliche Deutungen der Gleichgewichtsaussagen nach Gleichung 1.7 geben, die fiir
das Verstdndnis der spateren Herleitungen duflerst wichtig sind.

1. Die jeweils vier gleichen Schubspannungen 7,=z, verlaufen in der Ebene, die
durch die Achsen ij aufgespannt wird, und bilden einen so genannten ,Schub-
spannungsring”, siehe Bild 1-3.

4
j

! %

Bild 1-3 Schubspannungsring =1

2. In benachbarten Flachen des Elementes laufen die Schubspannungen des Ringes
entweder beide auf die gemeinsame Kante zu oder von dieser Kante fort.

3. In einem allgemein beanspruchten Element ergeben sich drei unabhéngige Schub-
spannungsringe, die jeweils rechtwinklig zueinander verlaufen, siehe Bild 1-4.
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Bild 1-4 Schubspannungsringe eines Volumenelementes

4. Aus Gleichgewichtsgriinden muss ein Schubspannungsring immer vollstindig
sein! Ist eine der vier Schubspannungen nach Bild 1-3 nicht vorhanden, z. B. auf-
grund duflerer Randbedingungen, so muss der gesamte Ring Null sein!

1.4 Werkstoffgesetz

Das Werkstoffgesetz gibt an, wie sich das Volumenelement unter den vorgegebenen
Spannungen verformt. Dabei wird zwischen solchen Verformungen, bei denen sich
die Kantenlidngen des Volumenelementes verindern, der rechte Winkel zwischen den
Schnittfléchen aber erhalten bleibt, und zwischen reinen Winkelanderungen des Ele-
mentes unterschieden. Erstere werden als Dehnungen & bezeichnet und sind positiv
im Falle einer Verléngerung, negativ im Falle einer Stauchung der Kanten definiert.
Die reine Winkeldnderung der urspriinglich rechtwinklig zueinander stehenden Ele-
mentflichen wird als Gleitung y definiert. Alle Elementverformungen werden unter
dem Oberbegriff Verzerrungen zusammengefasst.

Hier wird ein unbeschrénkt linear elastischer Werkstoff vorausgesetzt, der als Hoo-
ke’scher Werkstoff definiert ist.
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1.4.1 Lineares Spannungs-Dehnungs-Gesetz (Hooke)

Nach dem Hooke'schen Gesetz gilt folgender Zusammenhang zwischen den Dehnun-
gen € und der Normalspannung o, siehe Bild 1-5:

1
ox=6"E& g ==0,
E (1.8)
Ey =&, =—fi"& =—%-o-x
Darin sind E und u werkstoffabhingige Grofien:
E Elastizitdtsmodul
# Querdehnungszahl
Fiir Stahl gilt: E = 21 000 kN/cm?

u = 0,3 fir Stahl

0,5 &y /d/?/*/
/ : 0,5¢,dz

7

|
I /{/ Ox
|

\l“

|

|
77777

dx

0,5 ¢, dx

Bild 1-5 Dehnungen und Stauchungen eines Volumenelementes unter einachsigem Zug

Durch zyklische Vertauschung der Indizes und bei anschliefender Uberlagerung der
Beanspruchungen erhélt man die vollstandigen Hooke’'schen Gleichungen:
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~[o'y —p-(o,+0y )] (1.9)

& =E-|:o‘z —,u-(crx +0'y):|

Fiir reale Werkstoffe ist die Giiltigkeit dieses Gesetzes sehr unterschiedlich. Beim
Stahl ist der Elastizitdtsmodul E bis zum Beginn des Plastizierens nahezu konstant.
Beim Beton éndert der Elastizititsmodul E_? sich jedoch mit zunehmender Beanspru-
chung. Man kann trotzdem néherungsweise mit diesem Gesetz arbeiten, indem man
den nichtlinearen Verlauf durch einen Polygonzug ersetzt und den verdnderlichen
Elastizitdtsmodul abschnittsweise konstant setzt.

1.4.2 Gleitungen infolge Schub

Unter einem Schubspannungsring gemaf3 Bild 1-3 wird das rechtwinklige Volumen-
element in ein schiefwinkliges Parallelogramm verzerrt, die Gleitung y gibt die Grofie
dieser Winkeldnderung an, siehe Bild 1-6, und héngt tiber den Gleitmodul G von der

Schubspannung ab:
1
Yxy = -G“ “Txy
1
Yyz =G Tyz (1.10)
1
Vax = el "Tax

! Der Index c steht flir Beton (concrete)
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dy
Y -
dx
<———
Txy 7 xy
V=

Bild 1-6 Gleitungen yinfolge Schubspannung 7

Wird ein Element nur von einem Schubspannungsring 7, = 7, beansprucht, so tritt die
einzige Winkeldnderung y, zwischen den Schnittflichen auf, die durch die Flachen-
normalen i und j bestimmt sind.

Die Winkeldnderung yist eine absolute GréSe, durch die die Lage des verzerrten E-
lementes im Koordinatensystem noch nicht festgelegt ist. Im x, y-Koordinatensystem
kann der Winkel 3, allgemein durch zwei Teilwinkel y und y, ausgedriickt werden,
die von den Verschiebungen u, v abhéngen, siehe Bild 1-9.

1.4.3 Gleitmodul G fiir einen isotropen Werkstoff

Vom Mohr'schen Kreis her ist bekannt, dass ein reiner Schubspannungszustand nach
Bild 1-6 durch eine Drehung der Schnittflichen des Elementes um 45° gegen die x, y-
Achsen in einen Hauptspannungszustand mit

o1 ==07 =|ryy| (1.11)

libergeht, siehe Bild 1-7. Aus den Dehnungen der Hauptachsen 1 und 2 kann man sich
die Gleitung y, rein geometrisch ermitteln. Der Gleitmodul G kann daher keine un-
abhéngige Werkstoffgrofle sein, er ldsst sich fiir einen isotropen Werkstoff aus den
zwei Groflen E und uberechnen.

Das in Bild 1-7 schraffierte Dreieck OAB wird zum Dreieck OA’B’ verzerrt, der neue
Winkel « enthilt die gesuchte Gleitung y = 5, . Da diese als sehr klein vorausgesetzt
wird, kann man die Geometrie linearisieren
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tan(y) =y (1.12)

und mit Hilfe der Summenformel erhilt man:

1+tan(§) 1+

tan (o) = tan (45°+§] = =2 (1.13)
l—tan(l) 1-L
2 2

Auflerdem kann man den Winkel o tiber die Verlangerung ¢, der Diagonalen OA und
iber die Verkiirzung ¢, der Diagonalen OB ermitteln:

tan(a) = 1+e (1.14)
+&y
61=%
\ -
B — /
B’ -«
¥
05y
AI
1 6‘2(0

Bild 1-7 Zusammenhang zwischen Dehnungen und Gleitung eines Volumenelementes
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Setzt man die rechten Seiten beider Ausdriicke (Gln. (1.13), (1.14)) gleich und vernach-
lassigt bei der Ausmultiplikation die Produkte ¢-y als sehr kleine Groflen, so erhilt

man fiir die Gleitung:
Y=rxy =162 (1.15)
Mit den Hauptdehnungen

1 1
& =E-(0'1 ‘:“'0'2)=+E'Txy (1+p)
(1.16)

’ 1 1
& =E'(0'2 —#‘01)=‘E‘Txy (1+4)

erhalt man flir den Schubmodul:
E

1.5 Geometrische Beziehungen am Volumenelement

Als geometrische Beziehungen werden die Zusammenhéinge zwischen den Verzer-
rungen £und yund den Verschiebungen u, v, w in Richtung der Koordinatenachsen x,
Y, z bezeichnet. Die in Kap. 1.3 genannte Voraussetzung, dass die Verzerrungen als
kleine Groflen aufzufassen sind, ist auch auf die Verschiebungen zu iibertragen. Alle
Produkte oder Quadrate von Verformungsgrofien allgemein sind als vernachléssigba-
re Ausdriicke anzusehen, so dass sich alle geometrischen Beziehungen linearisieren
lassen.

dx & dx

B

Y y u
du

Bild 1-8 Zusammenhang zwischen Dehnung und Verschiebung eines Volumenelementes



1.5 Geometrische Beziehungen am Volumenelement ‘ 13

Infolge der Normlspannung g, verlingert sich ein Volumenelement um ¢-dx , siehe
Bild 1-5. Wird das ganze Element um die Strecke u in positiver x-Richtung verscho-
ben, so wirkt sich die gleichzeitig auftretende Verldngerung so aus, dass die positive
Schnittflache in Bild 1-8 insgesamt um u + du verschoben wird. Die Verldngerung ist
identisch mit dem Zuwachs der Verschiebung:

du=g, -dx (1.18)

Die Dehnung & _kann somit iiber die partielle Ableitung von der Verschiebung u aus-

gedriickt werden. Fiir die Dehnungen in Richtung der zwei anderen Koordinatenach-

sen erhdlt man die entsprechenden Ausdriicke:

_Ou

Tox

&y = gz (1.19)
y

_ow

Toz

&x

&z

dx

dy Txy

Bild 1-9 Zusammenhang zwischen Gleitung und Verschiebung eines Volumenelementes
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Die Verschiebung u (und entsprechend auch die Verschiebungen v und w) ist im All-
gemeinen eine Funktion aller drei Koordinaten:

u=u(xy,z) (1.20)

Bei einem Volumenelement dndert sich die Verschiebung u daher nicht nur in x-
Richtung, sondern auch von der negativen zur positiven Schnittflache in y-Richtung
(bzw. z-Richtung) um du. Dadurch verédndert sich der rechte Winkel des Elementes
um Gleitung p, siehe Bild 1-9. Entsprechend kann sich die Verschiebung v mit zu-
nehmendem x &ndern und eine zweite Winkelédnderung y, des Elementes hervorrufen.
Beide Winkelédnderungen zusammen ergeben die Gleitung 7, des Elementes in der
x,y-Ebene; die Gleitungen in den zwei anderen Koordinatenebenen erhélt man ent-
sprechend:

_du 0Jv

Vxy “5; E

- =g§+%‘yﬂ (1.21)
_Ow 0Ou

Vax __a"'x_ 5'2'

1.6 SchnittgréBen der technischen Elastizititstheorie fiir ein
Stabelement

Legt man einen vollstdndigen Schnitt durch einen belasteten Kérper, so erhélt man
aus den Einzelspannungen aller geschnittenen Volumenelemente die Normal- und
Schubspannungsdiagramme in der gesamten Schnittfliche. Der im Allgemeinen be-
liebige Verlauf dieser Spannungsdiagramme hingt von vielen Parametern ab (Art
und Groéfle der Einwirkung, Eigenspannungen, Werkstoffgesetz u. a.) und ist mit den
Mitteln der Elastizitats- oder Plastizitdtstheorie zu berechnen.

Fiir einen Stab als Tragelement konnen iiber den Verlauf dieser Spannungsdiagram-
me einige Annahmen getroffen werden, die den Rechenablauf wesentlich vereinfa-
chen, ohne dass die Ergebnisse nennenswert von der Wirklichkeit abweichen.

Unter den Voraussetzungen, dass

1. die Abmessungen des Stabes in Héhe und Breite relativ klein im Verhéltnis zu
seiner Lange sind, dass

2. der Querschnitt des Stabes im belasteten Zustand seine Form nicht verindert und
dass

3. ein linear elastisches Werkstoffgesetz vorherrscht,

konnen folgende Annahmen getroffen werden:
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1. Die Schubspannungen im Stab bleiben so klein, dass die damit verbundenen Glei-
tungen nach Kap. 1.4.2 vernachléssigt werden konnen. Eine Ausnahme bilden nur
die Gleitungen aus den Torsionsschubspannungen, siehe Kap. 7.

2. Ein Querschnitt durch den Stab bleibt auch im belasteten und verformten Zustand
eine ebene Schnittflache.

Unter diesen Voraussetzungen und Annahmen wird die Form aller Spannungsdia-
gramme in einem Stabquerschnitt zu einer querschnittsabhdngigen Systemgrofle,
lediglich die absolute Grofle der Spannungen wird durch die Grée der Einwirkung
und durch das statische System der Konstruktion bestimmt. Dadurch wird es mdg-
lich, jedes Spannungsdiagramm in einem Stab zu einer resultierenden Schnittgréfie
(Langskraft, Biegemoment, Torsionsmoment, Querkraft) zusammenzufassen und
Berechnungsverfahren fiir Stabtragwerke zu entwickeln, die allein auf der Ermittlung
dieser Schnittgrofien beruhen. Denn es ist jederzeit moglich, umgekehrt fiir eine er-
mittelte Schnittgrofie {iber die so genannten QuerschnittsgroBen (Fldche, Trégheits-
moment? , Widerstandsmoment, statisches Moment® u. a.) auf die zugehérigen Span-
nungsdiagramme zurlick zu schlieSen. Alle Berechnungsverfahren dieser Art zéhlen
zur Technischen Elastizitdtstheorie (Technische Biegelehre; Stabstatik).

Bei anderen Tragelementen, die z.B. von ihren Abmessungsverhiltnissen her nicht
als Stab anzusprechen sind (Beispiel: eine Scheibe als ein ebenes Flachentragwerk),
lassen sich zwar auch die Spannungsdiagramme zu Resultierenden aufintegrieren;
aber der umgekehrte Vorgang, die unmittelbare Herleitung des Spannungsdiagram-
mes aus einer berechneten SchnittgréBe, ist nicht mehr moglich. Tragwerke dieser Art
werden mit den Mitteln der Mathematischen Elastizititstheorie berechnet.

In einem Stab koénnen sechs Schnittgréfien auftreten, die nach Vorzeichen und Wit-
kungsrichtung in Bild 1-10 definiert sind. Dabei ist zu beachten, dass die Schnittkrifte
in verschiedenen Querschnittspunkten angreifen: die Langskraft N im Schwerpunkt
S, die zwei Querkréfte V im Schubmittelpunkt M, siehe Kap. 3.

2 Nach DIN 1080, Teil 1 lautet die korrekte Bezeichnung Flichenmoment 2. Grades
% Nach DIN 1080, Teil 1 lautet die korrekte Bezeichnung Flichenmoment 1. Grades
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e

V-

Bild 1-10 Definition positiver Schnittgréfien eines Stabquerschnittes

Die Schnittgréfien erhdlt man durch die Summierung der entsprechenden Spannun-
gen:

M, =My = j.(rxz Y-Txy -z)~dA

A
Myz_"o*x-z-dA
A (1.22 a)
M, = J.a'x~y-dA
A
N =jax-dA

A
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v, = jrxy A

4 (1.22 b)
Vv, = J' 7.y dA

A

Das eigentliche Ziel dieser Arbeit besteht darin, fiir die Riickrechnung der Span-
nungsdiagramme aus den Schnittgr6fien eines Stabes alle erforderlichen Kenntnisse
und Fertigkeiten zu vermitteln. Dabei wird vorausgesetzt, dass die Berechnung der
SchnittgréBien selbst bereits abgeschlossen wurde, statische Berechnungen gréfierer
Tragwerke werden hier nicht gebracht. Nur in die Theorie der Wolbkrafttorsion wer-
den auch Beispiele zur Berechnung von Schnittgréfien einbezogen, da die zugehéri-
gen Berechnungsverfahren nicht als allgemein bekannt anzusehen sind.

Eine weitere Einschridnkung dieser Arbeit bezieht sich auf die Art der Schnittgréfien:
Langskréfte und Biegemomente einschlieflich ihrer zugehdrigen Spannungsdia-
gramme werden nicht behandelt und als bekannt vorausgesetzt. Das Schwergewicht
liegt somit auf den Schnittgréfen Querkraft und Torsionsmoment.

Die zu Beginn dieses Kapitels genannten Voraussetzungen und die darauf aufbauen-
den Annahmen sind normalerweise nur fiir Stahlprofile giiltig, so dass alle nachfol-
genden Ableitungen schwerpunktmifSig auf Stahlquerschnitte ausgerichtet sind. Fiir
Stahlbetonquerschnitte, die weder diinnwandig sind noch einem linear elastischen
Werkstoffgesetz gehorchen, kénnen hier nur die in der Praxis angewandten Néhe-
rungslosungen angedeutet werden, siehe Kap. 5.2, ohne jedoch vertieft auf alle dabei
auftretenden Probleme einzugehen. Diese Probleme beruhen auf dem Werkstoff Be-
ton, der nur relativ kleine Zugbeanspruchungen aufnehmen kann. Unter einer gréfie-
ren Zugbeanspruchung reifit der Beton, so dass der urspriingliche Querschnitt fiir die
Lastabtragung nicht mehr zur Verfiigung steht. In der Praxis hilft man sich mit Mo-
dellvorstellungen, um die Abtragung der Querkrifte nachzuweisen, ohne jedoch den
genauen Verlauf der Schubspannungen zu ermitteln.

1.7 Anmerkungen zum Sicherheitskonzept

Es ist bekannt, dass bei der Bearbeitung von konkreten Aufgaben sich irgendwann die
Frage nach den Zuléssigkeiten der erarbeiteten Aussagen bzw. nach der Sicherheit
stellt. Damit verbunden ergeben sich Fragen in Richtung der DIN 1055, Teil 100 —
Sicherheitskonzept, mit seinen Forderungen an die charakteristischen Einwirkungen
(Lastfallkombinationen) und an die Beanspruchbarkeiten. Aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit, und damit auch ein Beitrag zur Verstindlichkeit, wird bei allen nachfol-
genden Aussagen auf die Indizes d bzw. k verzichtet. Ausnahmen werden nur an den



