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INTRODUCTION

Ce fascicule rassemble les notions fondamentales et les principaux résultats
de la théorie des variétés différentielles (sur le corps des nombres réels) et des
variétés analytiques (sur un corps valué complet non discret). 11 ne contient

pas de démonstrations.
Les définitions et les résultats des six premiers livres sont supposés connus.



NOTATIONS ET CONVENTIONS
{paragraphes 1 a 7)

Corps de base

Dans tout ce fascicule, la lettre K désigne, soit le corps valué R des
nombres réels, soit le corps valué C des nombres complexes, soit un corps
valué complet commutatif non discret a valeur absolue ultramétrique
(Top. Gén., ch. IX, 3*™ é&d., § 3).

Espaces vectoriels topologiques

Lorsque K est difféerent de R ou C, nous appellerons semi-norme
{resp. norme) sur un espace vectoriel F sur K une wiltra-semi-norme (resp.
une ultra-semi-norme qui est une norme) sur F (Esp. Vect. Top., ch. 1],
2°éd, §1). Si y est une semi-norme sur F, etsi xeF, on écrira parfois
Ixll, au lieu de ¥{x).

On appellera espace normable un espace vectoriel topologique sur K
dont la topologie peut étre définie par une seule norme, et espace de. Banach
un espace normable complet !. On appellera espace polynormé un espace
vectoriel topologique sur K dont la topologie peut étre définie par une
famille de semi-normes; lorsque K = R ou C, cette notion coincide avec
celle d’espace localement convexe.

Si E et F sont des espaces polynormés, on notera' %Z,(E; F) I'espace
des applications m-linéaires continues de E™ dans F, muni de la topologie
de la convergence uniforme sur les parties bornées de E™; c’est un espace
polynormé. Si de plus E est normé, et si y est une semi-norme continue
sur F, et si ue &, (E; F), on note [u||, la borne inféricure des nombres
réels a > O tels que

"u(xla RS ] xm)"y <a “ xl" "xm"

quels que soient x, ..., X, dans E.

! Cette définition différe de celle donnée dans Esp. Vect. Top, ch. I, § 1, oir I'on appelle
espace de Banach un espace normé complet.
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Multi-indices

Soit 1 unensemble. Pour a = (x;) and B = (B,) appartenanta N®, on
pose (cf. Alg., ch. 111, 3° éd., début du chapitre):

jof = zai

iel

!l = I]la,.!
x4+ B =(; + Bt
(o + B)!
(o B) = q T

Onpose o < f§ lorsque a; < f; pour tout i€ l, ce quiéquivaut a I'existence
de yeN® tel que B = a + y; cet élément y est alors unique, et se note
B —a

Si X = (x;);; est une famille d’éléments commutant deux a deux dans un
anneau A possédant un élément unité 1, on pose:

x* =[] X (en convenant que x° = 1).

iel
Ona x**% = x* x*.
Pour iel, on note ¢ I'élément de N® dont toutes les coordonnées sont
nulles, a 'exception de celle d’indice i quiestégalea 1. Ona a =3 g
pour tout élément o = (z;) de N®, iel
Restriction d’une application

Si f est une application d’un ensemble A dans un ensemble B, et si
C est une partie de A, onnote f|C larestrictionde fa C.

Les éléments oo et w

On adjoint a ’ensemnble des entiers deux éléments notés oo et w. La
relation d’ordre entre entiers est prolongée par la convention

n<w<w pour tout entier n.
On pose:
Ww+n=n+0w0=0o et wo+n=n+ow=ow, nelZ.

Lalettre r désigne soit un entier = 1, soit I’un des éléments o ou w. Lorsque
K # R, la lettre r désigne toujours ’élément w. Lorsque r = oo (resp.
r = w), on pose r — k =r pour tout entier k > 1.



Fascicule de résultats

§ 1. Fonctions différentiables

Dans ce paragraphe, la lettre E désigne un espace vectoriel topologique
normable sur K ; la lettre F désigne un espace polynormé séparé sur K.

1.1 Ordre de contact de deux fonctions en un point

1.1.1. Soient X unespace topologique et # une fonction numérique positive
définie dans un voisinage d’un point x, de X. On dit qu’une fonction f
définie dans un voisinage de x, et a valeurs dans F, est négligeable devant 0
en x, sila condition suivante est satisfaite:

Pour tout ¢ > 0 et pour toute semi-norme 7y continue sur F, il existe
un voisinage V de x, surlequel f et 6 sont définies et tel que

1), < eB(x)  pour tout xe V.

Pour que f soit négligeable devant 6, il suffit que cette condition soit
satisfaite pour une famille de semi-normes y définissant la topologie de F.
Le faite que f soit négligeable ou non devant 6 en x, ne dépend que des
germes de f etde 0 en x,. On désigne par o, (8) (ou o(f) lorsqu’il n’ya
pas d’ambiguité sur x,) I'ensemble des germes en x, de fonctions négli-
geables devant 6 en x,: c’est un sous-espace vectoriel de ’espace des germes
en x, d’applications a valeurs dans F. Si f est négligeable devant 6, on
€crira par abus de notations, feo,(#) ou encore f(x)eo(f(x)) lorsque x
tend vers x,.

Si f et g sont deux applications d’un voisinage de x, dans F, on
écrira encore f = gmod o(8) si f — g est négligeable devant 6.

Supposons que K soit égal 4 R ou C et que x, soit adhérent a
Iensemble Y des pomts de X ou 8 est définie et non nulle. La relation
feo(f) signifie alors que f(x)/0(x) tend vers O lorsque x tend vers x, en
restant dans Y, et que 6(x) = 0 entraine f(x) = 0.

1.1.2. Soient f et g deux fonctions a valeurs dans F, définies au voisinage
d’un point x, de E. Si m est un entier positif, on dit que f et g ont un
contact d’ordre 2z m en x, sil’ona:

S(x) — g(x) € o(lix — xoli™) pour x tendant vers x,
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quelle que soit la norme choisie pour définir la topologie de E. Pour cela,
il suffit que la relation précédente soit vérifiée pour une norme définissant la
topologiede E. S’ilen est ainsi, ona f(x,) = g(xo)

Si f et g prennent la méme valeur en x,, on appelle ordre de contact de
f et g en x, la borne supérieure (finie ou égale 3 + o0) des entiers m tels
que f et g aient un contact d’ordre > m en x,.
1.1.3. L’ordre de contact de f et g en x, ne dépend que des germes de ces
fonctions au point x,. On peut donc parler de I'ordre de contact de deux
germes ¢ et Y d’applications de E dans F au point x,. La relation
« ¢ et Y ontun contact d’ordre > m>» est une relation d’équivalence com-
patible avec la structure vectorielle.

1.2. Fonctions dérivables en un point

1.2.1. Soit f une fonction définie dans un voisinage du point x, de E eta
valeurs dans F. On dit que f est dérivable en x, s’il existe une fonction
affine continue v de E dans F ayant en x, un contact d’ordre > 1
avec f. Cette application v est unique; il existe une application linéaire
continue et une seule, notée Df(x,), de E dans F telle que:

x) = v(xo) + Df(xo) . (x — xo)-
Si I’'on choisit une norme sur E, ceci équivauta:
flxg + h) = f(x) + Df(x0). h mod o(|| k) pour h tendant vers 0,
ce que I’'on peut encore écrire sous la forme:

g 1fGco + k) = Jxo) = Df xo) b, _
h=0,a%0 iiA|

0

pour toute semi-norme 7y continue sur F.

L’élément Df(x,) de Z(E,F) s’appelle la dérivée de f en x,. On écrit
parfois D, f(xg) pour Df(x,).h; c’est une élément de F défini par la
relation :

D,f(xo) = lim Sfxo + th) “f(xo).

1+01%0 t

1.2.2. On dit qu’une fonction f est strictement dérivable en x, si elle est
dérivable en x, et sil’on a, pour toute norme définissant la topologie de E,
la relation:

J) — f(z) = Df(xo).(y —2)  modo(lly — z|)

pour (y, z) tendant vers (x,, x,) dans E x E. Pour cela, il suffit que cette
condition soit satisfaite pour une norme définissant la topologie de E.
Supposons de plus E et F normés; pour tout nombre ¢ > |[Df(xo)ll, il
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existe alors un voisinage V de x, tel que | f(y) — f(@)ll < c. |y — z|| pour
y,z dans V; cecientraine que f est uniformément continue dans V.

1.2.3. Le fait pour une fonction f d’étre dérivable ou strictement dérivable
en x, ne dépend que du germe de f en x, Les germes de fonctions déri-
vables en x, forment un sous-espace vectoriel ¥~ de I’espace de tous les
germes et I'application f+— Df(x,) de ¥ dans Z(E;F) est linéaire. Les
germes de fonctions_strictement dérivables en x, forment un sous-espace
vectoriel de ¥

1.2.4. Une fonction dérivable en x, est continue en .x,.

1.2.5. Lorsque E = K, Tapplication u~s u(1) est un isomorphisme de
L(E;F) sur F; silafonction f est dérivable en x,, I’élément

S(x0) = Df(x0). 1
n’est autre que la dérivée de f en x, ausens donné dans Fonct. Var. Réelle,
chap. I, § 1, n° 6, remarque 2.

1.3. Composition des fonctions dérivables

1.3.1. Supposons F normable. Soient x,€E et y,e€F, U un voisinage
de x, et V un voisinage de y,; enfin soit f une application de U dans
V, dérivable en x,, avec f(xg) = y,. Si g est une application de V
dans un espace vectoriel polynormé séparé G, dérivableen y,, I'application
g of de U dans G est dérivableen x,, etI'ona:

(1) : D(g = f)(x0) = Dg(yo) ° Df (xo)-

Si f et g sont strictement dérivables, il en est de méme de g o f.

1.3.2. Soit f une application définie au voisinage d’un point x, de E
et a valeurs dans F, dérivable en X, ; si  est une application linéaire continue
de F dans un espace polynormé séparé G, la fonction u o f est dérivable
en xoetlona:

@ D(u = f)(xo) = u o Df(x).

1.3.3. Supposons que F soit produit d’'une famille (F)),, d’espaces vec-
toriels polynormés séparés; pour tout i dans 1, soit f; une application
définie dans un voisinage U d’un point x, de E et 4 valeurs dans F et
soit f = (f)iq- Pour que f soit dérivable (resp. strictement dérivable) en
Xo, 1l faut et il suffit que tous les f; le soient;ona:

3) D, f(xo) = (D f{Xo)ia  pour tout h dans E.

1.34. Si E = K, on peut remplacer Df(x,) par f'(xy) et D,f{x,) par
Ji(xo) dans les formules (1) et (3).
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1.4. Produit de fonctions dérivables

14.1. Soient F,..., F, desespacespolynormés séparés et u une application
m-linéaire continue de F,; x --- x F, dans F. Soit U un voisinage d’un
point x, de E, etsoit f; une application de U dans F; (pour 1 < i < m).
Si les f; sont dérivables (resp. strictement dérivables) en x,, il en est de
méme de w(f,,...,f)=g et ona:

(4) Dyg(xo) = Y, u(fi(xo) - .-, Dpfj(xo) - - s fin(X0)) pour h dans E,

j=1
ce que I’on écrira plus succinctement :

(5) Dg= Z u(fl"~-)Df}a"'aj;n)

i=1

En particulier, pour m = 2, on a:

6) Du(f,.,f;) = w(Df,. f;) + u(f,, Df,).
Pour m = 1, on retrouve 1.3.2.

1.4.2. Lorsque E = K, on peut remplacer Dg par g’ et Df; par f; dans
les formules (4) a (6).

1.5. Premiéres variantes du théoréme des fonctions implicites

Supposons que E et F sont des espaces de Banach et soient x, un point de
E, U un voisinage de x, et f une application de U dans F. On suppose
de plus que f est strictement dérivable en x,.

1.5.1. Si Df(x,) est un isomorphisme de E sur F, il existe un voisinage
ouvert U, de x, contenu dans U et un voisinage ouvert V, de f(x,)
tels que f|U, soit un homéomorphisme de U, sur V,. L’application
g : Vo = U, réciproque de fU, est strictement dérivable au point f(x,)
et Pona:

Dg(f(xo)) = Df(xo) ™"

1.5.2. Si Df(x,) est une application surjective de E sur F, il existe un
voisinage ouvert U, de x, contenu dans U, tel que f|U, soit une
application ouverte.

1.5.3. Si Df(xq) est injective et d’image fermée, il existe un voisinage fermé
U, de x, contenu dans U, tel que f|U, soit un homeomorphlsme de
U, sur une partie fermée de F.
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1.6. Dérivées partielles

1.6.1. Soit f une fonction définie dans un voisinage U du point x, de E
et a valeurs dans F. Soient X un sous-espace vectoriel de E et V l'en-
semble des points x de X.tels que xo, + xe U; posons g(x) = f(xo + Xx)
pour xeV: On dit que f admet une dérivée partielle suivant X en x, st g
admet une dérivéeen 0; cette dérivéese note Dy f(x,); ¢’estune application
linéaire continue de X dans F. Si f est dérivable en x,, elle admet une
dérivée partielle suivant X en Xxq et cette dérivée partielle est la restriction
de Df(x,) 2 X.

1.6.2. Supposons que E soit produit d’une famille finie d’espaces vectoriels
normés E; (1 € i < n) identifiés canoniquement & des sous-espaces de E;
soit xo = (x$,...,xp) dans E et soit U un voisinage de x, dans E;
enfin soit f une application de U dans F. On note D, f(x,) la dérivée
au point x}, si elle existe, de Papplication z;~— f(x3,...,2;,...,X5)
définie au voisinage de xi dans E; eta valeurs dans F. C’est un élément
de L(E,;;F) que 'on appelle l1a i-éme dérivée partielle de f en x,. Si f est
dérivable en x4, les n dérivées partielles existent, et déterminent Df(x,)
par la formule:
Df(xo).h = Y D;f(xo).h;  pour h=(hy,...,h,) dansE.
i=1

1.6.3. Plus particulierement, soit E = K". Si les dérivées partielles de f en
Xo existent, on note J,f(x,) 'élément D, f(x,).1 de F. L’écriture suivante
est souvent usitée ; supposons qu’on ait choisi une notation pour les fonc-
tions coordonnées sur K", par exemple u; désigne la i-éme projection de
K" sur K. On écrit alors:

J
—8—% (xo) ou

1

oS
ou;

1iX=Xxg

au lieu de 3, f(x,).

1.6.4. Soient E = K" et F = K™; supposons que la fonction f=(f,,..., f)
a valeurs dans F soit dérivable au point x, de E. Les dérivées par-
tielles a; = 0, f{x,) existent alors (ce sont des éléments de K). La matrice
a m lignes et n colonnes formée des a; (élément de la ligne d’indice j et
de la colonne d’indice i) s’appelle la matrice jacobienne de f en x,; c’est
la matrice de I'apphlication linéaire Df(x,) de K" dans K™ par rapport
aux bases canoniques de ces espaces.

1.7. Dérivées itérées

1.7.1. Soit f une fonction définie dans un voisinage d’un point x, de E,
a valeurs dans F. Si f est dérivable au voisinage de x,, sa dérivée Df est
une application d’un voisinage de x, dans l’espace polynormé ¥(E;F)
des applications linéaires continues de E dans F. Soit p un entier >=2:
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on dit que f est p fois dérivable en x, si f est dérivable au voisinage de
X, et sisa dérivée Df est (p — 1) fois dérivable en x,. On définit alors la
dérivée p-iéme de f en x,: C’est 'application p-linéaire continue D?f(x,)
de EP dans F, définie par:

DPf(x0). (hy, ..., hy) = (D(D? " f)(xq) - hy) . (hs, ..., b).
On pose aussi D% = f et D!f = Df. Si f est p fois dérivable en x, et
si g et s sont deux entiers tels que g + s = p, avec s > 0, alors f est
q fois dérivable au voisinage de x, la fonction D (a valeurs dans
Z(E;F)) est s fois dérivable en x,, et ona:

Dq“f(xo) . (hla S ] hq+s) = (DS(DV)(XO) . (hb LS ] hs)) . (hs+ 1y =~ > hq+s)
relation que 'on écrit par abus de notation sous la forme :
D9*sf = D*DYf.

1.7.2. Soient (Ej};<;<, des sous-espaces vectoriels fermés de E, tels que
E soit somme directe topologique des E;. On définit alors, quand elle existe,
la dérivée partielle itérée D,, ...D; f d’une application f d’un voisinage de
xo€ E dans F; c’est une application multilinéaire continue de

E, x---xE;,

dans F, définie par récurrence sur ’entier m > 1 comme suit: si
D;,... D, f(x) existe dans un voisinage de x, et posséde une dérivée
partielle suivant E;, alors D, ...D, f(x,) est donnée par:

Di, ... Dy, f(x0)- By, .., hp) = (D (D, ... Dy, f)(xo). by) - (hs, ... , )

pour heE,.

Si f est m fois dérivableen x,, alors la dérivée partielle D; ... D, f(x,)
existe et est égale a la restriction de D"f(x,) au sous-espace E; x --- x E;
de E™ Par suite, D™f(x,) est compleétement déterminée par les dérivées
partielles itérées d’ordre m en x,,.

1.7.3. Supposons que E soit de dimension finie et soit (e,,...,e,) une
base de E. Posons E; = Ke; et soit f une application d’un voisinage
de x,, a valeurs dans F. Si la dérivée partielle D, ...D; f(x,) (avec
les notations de 1.7.2) existe, on pose:

0;...0, flxg) =Dy, ... D, f(xo).(e;,,.-.,€,)
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§ 2. Fonctions différentiables réelles

Dans ce paragraphe, on suppose que K = R. La lettre E désigne un
espace vectoriel normé sur R; la lettre F désigne un espace vectoriel
topologique localement convexe séparé sur R.

2.1. Fonctions dérivables en un point

2.1.1.'Soit f une fonction définie au voisinage d’un point x, de E et a
valeurs dans F. Soit u un élément de I’espace Z(E;F) des applications
linéaires continues de E dans F. Pour que f soit dérivable en x,et y
admette u pour dérivée, il faut et suffit que 'on ait

i TG0+ W) = flxo) = ulh) _

B-0,h# 0 ]

0.

2.1.2. Pour que f soit strictement dérivable en Xx,, il faut et suffit que 'on

ait
b L0t B = S0 + ) = Df(xo) . (h — B)

= (.
(hK)=+(0,0) ilh — k|

2.1.3. Soient F, et F, deux espaces localement convexes séparés et soit
u une application bilinéaire de F, x F, dans F, satisfaisant a la condi-
tion de continuité suivante :

(SC) Si ((a,.b,)) est une suite d’éléments de F, x F, convergeant vers
un élément (a,b)eF, x F,, alors la suite (w(a,,b,)) converge vers u(a,b)
dans F.

Soit f; (pour i = 1, 2) une application d’un voisinage d’un point x,
de E dans F,. Si f, et f, sont dérivables en x,, alors u(f;,f,) est
dérivable en x, et l'on a:

D(u(fy, ) (xo) . h = u(Df(xo) - b, f2(x0)) + u( f1(xo), Dfa(xo) - h)

pour tout heE.
2.2. Le théoréme des accroissements finis

2.2.1. Soient x,y dans E, et [x, y] le segment fermé joignant ces deux
points. Soit de plus f une application d’un voisinage de [x,y] dans
I’espace F, dérivable en tout point de {x, y]. Alors f(x) — f(y) appartient
4 I’enveloppe convexe fermée de I'ensemble des points Df (z) . (x — y) pour
z dans [x, y]-

2.2.2. Soient U un ouvert connexe de E, et f une application de U dans

2—pg.
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F, admettant une dérivée nulle en tout point de U; alors f est constante
dans U.

2.2.3. Soient U un ouvert convexe de E, et f une application de U
dans F, dérivable en tout point de U. Etant donnés une semi-norme
continue y sur F et un nombre réel M > 0, les conditions suivantes
sont équivalentes:

(i) Pour tout x dans U, ona ||Df(x)l, < M.

(i) Pour tout x ettout y dans U, ona | f(x)— f(yM, <M. |x -yl

2.24. Soit U un voisinage d’un point x, de E et soit f une fonction
définie dans le complémentaire de x, dans U, a valeurs dans F. Sup-
posons que f admet une dérivée Df(x) en tout point x de U, x # x,, et
que la fonction x+— Df(x) admet une limite D, quand x tend vers X,.
Alors, si dim (E) > 2, f a une limite en x, et la fonction f prolongée par
continuité 3 U tout entier est dérivable de dérivée D, en X, ; il en est de
méme si dim (E) = 1 et qu’on suppose que f a une limite en X,.

2.3. Fonctions de classe C" (r # w)

2.3.1. Soient U un ouvertde E et f une application de U dans F. On
définit la relation «f est de classe C"» (pour reN) par récurrence sur r
de la maniére suivante :

1) f estdeclasse C° si et seulement si elle est continue;

2) si r estunentier >1, lafonction f est de classe C" si et seulement
si elle est dérivable en tout point de U et si I'application dérivée Df de
U dans Z(E;F) est declasse C"~1. -

Les fonctions de classe C" sont aussi appelées fonctions r fois continfi-
ment dérivables.

On dit que f est de classe C* (ou indéfiniment dérivable) si elle est de
classe C" pour tout entier r.

Si f est de classe C” dans U, alors f est p fois dérivable pour tout
entier p < r et la fonction D?f est de classe C" 7.

2.3.2. Les applications de classe C' d’un ouvert U de E dans F forment
un sous-espace vectoriel € (U;F) de Pespace de toutes les applications
de U dans F. Ona ¢%(U;F) <« ¢ (U;F) pour s = r.

2.3.3. Pour qu’une fonction f soit de classe C! dans un ouvert U de
E, il faut et il suffit qu’elle soit strictement dérivable en tout point de U.

Si E est un produit d’espaces normés E;, une application f d’un
ouvert V de E dans F est de classe C" si et seulement si f posséde des
dérivées partielles itérées D; ...D;_f continues pour tout entier m < r.
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2.3.4. Soit G un espace normeé et soit U un ouvert de E. Soient V un
ouvert de G, ge¥(U;G) et fe€¢(V;F). Si g(U) =V, lapplication
feog de U dans F est de classe C".

Soient F, et F, deux espaces localement convexes séparés et u une
application bilinéaire de F; x F, dans F, hypocontinue par rapport a
I’ensemble des parties bornées de. F, (resp. F,) (Esp. Vect. Top., ch. 111,
§4,n°2). Soient U unouvertde E et f,e ¢ (U;F,) (pour i = 1, 2). Alors
la fonction u(f,,f,) appartient a €(U;F). Si E est de dimension finie, il
suffit de supposer que u satisfait a la condition (SC) du n° 2.1.3.

2.3.5. Si E est un produit d’espaces normés E; (1 < i< n) etsi f estune
application n-linéaire continue de E dans F, alors f est de classe C*®
etl’ona D?f =0 pour p=n + 1.

2.3.6. Supposons que E et F soient des espaces de Banach. Soit f une
fonction de classe C’ (avec r > 1) définie dans un voisinage d’un point
xo de E et a valeurs dans F. Soit y, = f(x,) et supposons que Df(x,)
soit un isomorphisme de E sur F. Alors f induit un homéomorphisme
g d’un voisinage de x, sur un voisinage de y, (1.5) et I’application réci-
proque de g est de classe C™ au voisinage de y,.

2.4. Dérivées des fonctions de classe C”

24.1. Soit f une application de classe C” d’un ouvert U de E dans F.
Pour tout x € U, et tout entier s avec s < r, ’application multilinéaire D’ (x)
est symétrique.

2.4.2. Supposons de plus E de dimension finie et soit (e,, ..., e,) une base
de E. Les dérivées partielles 0;,...0; f dépendent symétriguement des
indices iy,...,i.. Soit o« le nombre de fois que I'indice k intervient dans
la suite i;,...,i etsoit a = (ay,...,a,). On pose alors:

Ff =0u.. 8 =0,...0.f

Lorsque les coordonnées relatives 4 la base (e,,...,e, sont notées
Xy, ..., X,, O &crit aussi 0% sous la forme:
oy
ox} ... 0x3

2.5. Formule de Taylor

2.5.1. Soit r un entier >1 et soit f une application de classe C" d’un
ouvert U de E dans F. Pour xeU, heE et p < r, convenons d’écrire
D?f(xe). h* an lieu de D#f(x,).(h,..., ). Si le segment [x,x + h] est
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contenu dans U, on a la formule (« formule de Taylor »):

r—1
Sx+hm=Y #D"f(x).h” + v,(x;h)

p=0

ou le «reste» v,(x; h) est donné par:

4y 1
px:h) = I(l ’)1), DY + th). I

On a:
1
vix;h) = -r—;D'f (x).H mod o({Al") quand h tend vers 0

et

r

1
fx+h= Y ED"f(x).h" mod o(||k]}")

p=0

quand h tend vers zéro.

2.5.2.Soitde plus y une semi-norme continuesur F; sifona ||[D’f(z)|, <M
pour tout point z du segment [x, x + k], alors on a:

M
loeshl, < = 1AI
r.

2.5.3. Supposons en outre que E = R”. On a alors:

fx+h= Y Afxh* mod o(f{h]|") quand 4 tend versQ

] <r

en posant:
1
A% (x) = — % (x)

2.54. Soient f et g deux fonctions de classe C" sur un ouvert U de E,
a valeurs dans F. Pour que f et g aienten un point x de U un contact
d’ordre >, il faut et il suffit que 'on ait Dff(x) = DPg(x) pour tout entier
p avec 0 < p<r. Lorsque E est de dimension finie, cela revient a dire
que les dérivées partielles itérées d’ordre <r de f et de g (par rapport
a une base de E) sont égales au point x.

2.5.5. Soit U un ouvert de E x R* de la forme V x I, x--- xI,, ou
V estun ouvertde E et I,..., I, desintervalles ouverts de R contenant
0. Posons Uy =V et U;=V x1I, x.--xI; pour 1< ;<n Etant
donnée une fonction fe %’(U F) (avec 1<r < oo), 1l existe une suite et
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une seule de fonctions f;€ ¢ ~'(U;;F) (pour 0 <j < n) telle que:

flt, ) = fo(x) + Y tfi(xty, ..., 1)
j=1
pour xeV et t;el;. Ona:

fO(x) =f(x’03~-'70)
1
Sttty = [ 80ttt 0, O)du

pour 1 < j < n. Dans cette derniere formule, 0;f désigne la j-ieme dérivée
partielle de Ia fonction (t,,...,t,)— f(x, 1y, ..., 1,).

2.6. Criteres de dérivabilité

2.6.1. Supposons que F, outre sa topologie J, soit muni d’une topologie
moins fine g, qui fait aussi de F un espace localement convexe séparé.
Supposons en outre que J et J ' satisfassent a la condition suivante:

(S) Pour tout voisinage V de O pour la topologie 7, il existe un voisinage
W de 0 pour J tel que ’enveloppe convexe .7 '-fermée de toute partie
g -compacte de W soit contenue dans V.

Soit f une application d’un ouvert U de E dans F. Supposons que
J est de classe C" (1 < r < o) lorsque 'on munit F de la topologie
77, que D™f(x) est, pour tout x de U, et tout entiecr m < r, une applica-
tion multilinéaire continue de E™ dans F muni de la topologie J et que
I'application x+— D™f(x) est continue de U dans %, (E;F) (F étant
muni de la topologie 7). Alors f est de classe C" lorsque ’on munit
F de la topologie J et ses dérivees D™f sont les mémes pour J et
pour 7.

La condition (S) est en particulier réalisée s’il existe un systéme fonda-
mental de voisinages de 0 pour la topologie & qui sont fermés pour la
topologie 7' c’est le cas si le dual de F muni de J est identique au dual
de F muni de . La condition (S) est également réalisée si F muni
de la topologie J est quasi-complet (Esp. Vect. Top., ch. I11, § 2, n®5).

2.6.2. Soit f une application d’un ouvert U de E dans F. Si f estde
classe C" (avec 0 < r < o0), les fonctions scalaires uo f sont de classe
C" pour toute forme linéaire continue u sur F. Réciproquement si F
est quasi-complet et si les fonctions uo f sont de classe C'*! pour tout
ueF’, alors f est de classe C'.



