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Einleitung

Im Jahre 1824 veroffentlichte ein junger Norweger namens Niels
Henrik Abel eine diinne Druckschrift, worin er einen neuen Be-
weis fiir ein altes mathematisches Problem ankiindigte. Wenige
beachteten das Heft oder lasen es. Fiinf Jahre spéter starb Abel
im Alter von sechsundzwanzig Jahren, kurz bevor sein Werk wei-
te Anerkennung fand. Von anderen ausgearbeitet wurden seine
Einsichten zu einem Eckstein der modernen Mathematik. Doch
auflerhalb der Mathematik sind seine Ideen im allgemeinen un-
bekannt geblieben.

Dieses Buch erzéhlt die Geschichte von jenem Problem und
von Abels Beweis. Es enthélt nur ganz wenige Gleichungen, so
daf} die Hauptlinien der Beweisfithrung auch all denen zugénglich
sein sollten, die von Ideen fasziniert sind, aber ein Unwohlsein
mathematischen Einzelheiten gegeniiber empfinden. Argumente
und Beispiele werden in Késtchen auflerhalb des Textes ausfiihr-
licher behandelt; man darf sie guten Gewissens iiberspringen. Die
Anhé#nge gehen noch etwas tiefer und enthalten auch eine kom-
mentierte Ubersetzung von Abels Schrift. In den Anmerkungen
folgen Literaturhinweise und Anregungen fiir weitere Lektiire.

Abels Beweis betrifft das Losen algebraischer Gleichungen,
dies sind Gleichungen der Form a,z" + a,_12" ! + -+ + ajz+
ap = 0, deren ,Losungen“ oder ,,Wurzeln“ wir suchen, wobei
x die ,Variable“ oder ,Unbekannte® ist, und a,,an_1,...,ao
unverinderliche ,,Koeffizienten“ sind. Wir unterscheiden solche
Gleichungen nach n, der hochsten vorkommenden Potenz. Fiir
n = 1 spricht man von linearen Gleichungen; fiir  gibt es dann
eine Losung, namlich —%ll. Falls n = 2, so ist es eine quadra-



2 Einleitung

tische Gleichung, und in der Schule haben wir gelernt, dafi die
Losungen einer quadratischen Gleichung asx? + a1z + ag = 0

_ 2_
allgemein durch x; 2 = Zeay/of —dazag gegeben sind, gleich um

2a
welche Zahlen as, a1, ag es sich 2handelt. Die quadratische Glei-

chung ist also ,,durch Wurzeln auflosbar, wie die Mathematiker
es ausdriicken: Dies bedeutet, dafl man iiber eine Losungsformel
verfiigt, in welcher die Koeffizienten der Gleichung auftauchen,
die vier Grundrechenarten (Addition, Subtraktion, Multiplikati-
on und Division) und Wurzeln (hier eine Quadratwurzel, aber im
allgemeinen diirfen beliebige Wurzeln vorkommen, also auch drit-
te oder fiinfte Wurzeln usw.). So weit geht man meist im Gym-
nasium; vielleicht lernt man noch, dafl es Gleichungen héheren
Grades gibt: Fiir n = 3 erhélt man kubische Gleichungen wie
234222+ —1 = 0. Ebenso gibt es Gleichungen vierten Grades,
in denen z* vorkommt, Gleichungen fiinften Grades, in denen
auch 2° erscheint, und so weiter, so daf also in einer Gleichung
n-ten Grades x™ auftaucht und alle Potenzen von x bis dahin
vorkommen diirfen.

Die meisten Menschen wissen noch, dal man quadratische
Gleichungen durch irgendeine Formel auflésen kann; an die Lo-
sungsformel selbst haben sie aber nur eine verschwommene Er-
innerung. Aber wie steht es mit Gleichungen dritten oder vier-
ten Grades? Es stellt sich heraus, dafl man sie ebenfalls durch
Wurzeln auflésen kann. Thre Losungsformeln sind zwar weitaus
komplizierter als im quadratischen Fall — fiir kubische Gleichun-
gen etwa tauchen dritte Wurzeln von Quadratwurzeln auf — aber
man kann sie in Biichern finden, und noch im neunzehnten Jahr-
hundert wurden sie iiblicherweise in den Schulen gelehrt. All
dies erscheint nicht weiter wild, sogar ein wenig langweilig: Wir
wiirden erwarten, dafl man alle Gleichungen auflésen kann, gleich
wie grof3 der Grad ist, nur dafl die Losungsformeln mit grofle-
rem Grad immer komplizierter werden. Soweit scheint alles in
Ordnung.

Aber es gibt eine groBe Uberraschung: Im allgemeinen kann
man eine Gleichung fiinften Grades micht durch Wurzeln auf-
16sen. Obgleich es einige spezielle Gleichungen fiinften Grades
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gibt, deren Losungen wir durch Wurzelausdriicke hinschreiben
konnen, gibt es fiir die allgemeine Gleichung asz® +ayr* +az2® +
asx? + a1 + ag = 0 unendlich viele Werte fiir die Koeffizienten,
fiir die man die Losungen « nicht durch eine Formel hinschreiben
kann, in der nur endlich viele Quadratwurzeln, dritte Wurzeln,
fiinfte Wurzeln ... und andere algebraische Ausdriicke vorkom-
men. Es gibt also Werte fiir z, welche die Gleichung l6sen, die
wir aber durch keine noch so komplizierte endliche Formel aus-
driicken kénnen, in der nur Wurzeln und Potenzen, plus, minus,
mal und geteilt in irgendeiner Weise vorkommen, so wie es doch
fiir alle Gleichungen bis dahin méglich war. Schlimmer noch: Fiir
Gleichungen von irgendeinem Grad grofler als fiinf gilt dasselbe.
Im allgemeinen sind Gleichungen sechsten, siebten, achten ...
n-ten Grades nicht durch Wurzeln auflésbar.

Warum? Was ist mit dem bisherigen Muster der Losungs-
formeln passiert? Was ist Besonderes an der Zahl Fiinf, das die
Probleme bereitet? Warum gilt es dann auch fiir alle hoheren
Grade? Und vor allem: Was bedeutet dieser Zusammenbruch,
wenn man solch ein Wort benutzen will?

Solche Fragen haben mich seit meiner Kindheit beschéftigt.
Mathematische Symbole koénnen versteckte Wahrheiten anzei-
gen, welche eine tiefe menschliche Bedeutung haben, auch wenn
sie iiber den Menschen hinausgehen. Abels Beweis enthilt ein
wesentliches Geheimnis: Wie kann die Suche nach einer Losung
zum Unlésbaren fithren? Vielleicht konnte ich es verstehen, wenn
ich mich nur geniigend anstrengte. Ich studierte neuere Schrif-
ten, aber der Schliissel zu allem blieb mir verborgen. Spezialisten
horen manchmal auf, sich iiber ganz einfache Dinge Fragen zu
stellen, wenn sie in ihren fortgeschrittenen Studien versinken.
Sie wiirden die Art von grundlegender Einsicht, die ich suchte,
gar nicht bemerken. Um sie zu finden, mufite ich zu den Quellen
zuriickkehren und die in diesem Buch erzéhlte Reise zuriicklegen.
Die Geschichte beginnt im alten Griechenland und erreicht ihren
Hohepunkt im Norwegen und Frankreich der 1820er Jahre. Was
Abel entdeckte, ist tatsichlich erstaunlich und von sonderbarer
Schonheit.



1 Der Skandal des Irrationalen

Die Geschichte beginnt mit einem Geheimnis und mit einem
Skandal. Vor etwa 2500 Jahren stellten in Griechenland ein Phi-
losoph namens Pythagoras und seine Anhéinger den Leitsatz ,, Al-
les ist Zahl“ fiir sich auf. Diese pythagoriische Bruderschaft ent-
deckte viele wichtige mathematische Wahrheiten und erkundete,
wie diese sich in der Welt auswirken. Aber sie hiillten sich in
Dunkel, da sie sich als Hiiter der mathematischen Geheimnis-
se gegeniiber der gewohnlichen Welt betrachteten. Durch ihre
Geheimnistuerei gingen viele Einzelheiten ihrer Arbeit verloren;
auch blieb unklar, inwieweit sie auf fritheren Erkenntnissen aus
Mesopotamien und Agypten aufbauten.

Ihre wissenschaftlichen Nachfolger sahen in der pythagori-
ischen Schule den Ursprung der Mathematik. Euklids Die Ele-
mente, eine meisterhafte Zusammenstellung, die mehrere hun-
dert Jahre spéter geschrieben wurde, beinhaltet die pythagoré-
ischen Entdeckungen ebenso wie spiitere Arbeiten und gipfelt in
der Konstruktion der fiinf platonischen Korper. Dies sind die ein-
zigen regelmifBigen Vielflichner (reguldre Polyeder), also durch
Vielecke begrenzte Figuren mit lauter gleichen Seiten und Win-
keln: das regelmiflige Tetraeder (Vierflichner), der Wiirfel (He-
xaeder), die regelméfiigen Oktaeder (Achtflichner), Dodekaeder
(Zwolfflachner) und Tkosaeder (Zwanzigflichner), siehe Abb. 1.1.
Thren wichtigsten Beitrag lieferten die Pythagoréder jedoch durch
den Begriff des mathematischen Beweises, durch die Idee, aus
theoretischen Aussagen eine unwiderlegbare Beweisfithrung er-
stellen zu konnen, die keinerlei Ausnahmen zuldfit. In diesem
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2 4

Abb. 1.1 Die fiinf regelméfigen, platonischen Korper, gezeichnet
nach Leonardo da Vinci, aus Luca Pacioli, De divina proportione
(1509). (a) Tetraeder, (b) Wiirfel, (c) Oktaeder, (d) Dodekaeder, (e)
Ikosaeder.
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Punkt gingen sie iiber die Babylonier hinaus, die trotz ihrer
vielen mathematischen Errungenschaften offenbar kein Interesse
daran entwickelt hatten, mathematische Sétze zu beweisen. Es
waren tatséchlich die Pythagorder und ihre Nachfolger, welche
,,die Mathematik* in dem Sinne, wie wir ihn immer noch kennen,
erschaffen haben — ein Wort, das ,,die gelernten Dinge“ bedeutet
und sicheres, zweifelsfreies Wissen meint.

Die Mythen um die pythagoréische Bruderschaft verbergen,
wer genau ihre Entdeckungen machte, und wie. Von Pythago-
ras selbst wird erzéhlt, er habe die einfachen, ganzzahligen Pro-
portionen hinter den musikalischen Intervallen erkannt, die er
von den Ambossen einer Schmiede ténen horte: die Oktave (wel-
che einem Verhéltnis 2 : 1 entspricht), die Quinte (3 : 2), die
Quarte (4 : 3), und worin sich die Verhéltnisse der Gewichte
der Schmiedehdmmer zueinander ausdriicken. Dadurch erkannte
er, daf Musik Zahlen hérbar macht. (Hier ist eine gute Stelle,
um einen wichtigen Unterschied anzumerken: Der neuzeitliche
Bruch % bezeichnet in Teile gebrochene Einheiten, wohingegen
die alten Griechen das Verhéltnis, oder die Proportion, 3 : 2 be-
nutzten, um eine Beziehung zwischen ungebrochenen Ganzen zu
bezeichnen.) Eine andere Geschichte erzihlt, Pythagoras habe
hundert Ochsen geopfert, nachdem er den heute nach ihm be-
nannten ,,Satz des Pythagoras® entdeckt habe. Diese Geschich-
ten erzéhlen Ereignisse, denen eine solche Bedeutung zugemessen
wurde, daB sie einer mythischen Weitererzahlung bedurften.

Es gibt einen dritten pythagordischen Mythos, der von einer
unvorhergesehenen Katastrophe erzahlt. Entgegen ihrem Leit-
satz ,,Alles ist Zahl“ entdeckten die Pythagorier Grofien, die
sich grundlegend von normalen Zahlen unterscheiden. Betrach-
ten wir zum Beispiel ein Quadrat der Seitenldnge 1. Die Linge
seiner Diagonale kann dann weder als ganzzahliges Vielfaches
der Seitenléinge noch in einer ganzzahligen Proportion dazu aus-
gedriickt werden. Sie sind unvergleichbar oder inkommensurabel.
Kasten 1.1 beschreibt den einfachen Beweis dafiir, wie er von Ari-
stoteles wiedergegeben wird. Es ist ein Beispiel eines Beweises
durch Widerspruch, einer reductio ad absurdum: Man beginnt
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Kasten 1.1
Die Diagonale eines Quadrates ist inkommensurabel mit seiner Seite:

1
Die Seite des Quadrates habe die Liange 1 und die Diagonale die
Lénge s. Nehmen wir an, s liefe sich als ganzzahlige Proportion
s = m : n ausdriicken. Wir kénnen dann annehmen, dafl m und n
so klein wie moglich gewahlt sind, also keinen gemeinsamen Faktor
besitzen. Nun gilt s> = m? : n? = 2 : 1, denn nach dem Satz des Py-
thagoras ist das Quadrat iiber der Hypotenuse s gleich der Summe der
Quadrate iiber den beiden Seiten. Also ist m? gerade (als Doppeltes
einer natiirlichen Zahl) und somit auch m (da das Quadrat einer un-
geraden Zahl ungerade wire). Aber dann mufl n ungerade sein, denn
sonst konnte man m und n durch den Faktor 2 teilen und die gewahl-
te Proportion vereinfachen. Da m gerade ist, kénnen wir m = 2p fiir
eine natiirliche Zahl p schreiben. Dann gilt m? = 4p* = 2n? und da-
her n? = 2p?. Aber damit ist n? gerade und somit auch n. Da aber
eine natiirliche Zahl nicht sowohl gerade als auch ungerade sein kann,
muf die urspriingliche Annahme s = m : n falsch sein. Daher 148t sich
die Diagonale eines Quadrates nicht als ganzzahlige Proportion in der
Seitenlédnge ausdriicken.

mit der Annahme, es gidbe eine solche Proportion, und zeigt
dann, dafl diese Annahme zu einem Widerspruch fiihrt, ndmlich
hier, daf} ein und dieselbe Zahl sowohl gerade als auch ungerade
sein muf}. Daher mufl die Annahme falsch sein: Keine ganzzahlige
Proportion kann die Langenbeziehung zwischen Diagonale und
Seite eines Quadrates beschreiben. Diese ist also, nach heutigem
Sprachgebrauch, irrational.
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Der griechische Ausdruck dafiir ist schérfer. Das Wort fiir
,Proportion® ist logos, was unter anderem , Wort, Rechnung*
bedeutet und von einer Wurzel ,aufnehmen oder ,sammeln*
kommt. Die neuen Groéflen wurden alogon, also ,,unausdriick-
bar, unsagbar® genannt. Irrationale Groflenverhéltnisse ergeben
sich zwangsldufig aus der Geometrie, aber sie sind unausdriick-
bar durch gewohnliche Zahlen, und die Griechen waren sorg-
sam genug, verschiedene Worter fiir Zahlen (arithmos) und fiir
GroBen (megethos) zu benutzen. Spéter verschwamm der Unter-
schied, aber im Augenblick ist es wichtig, darauf zu bestehen.
Das Wort arithmos beschreibt die zum Z&hlen benutzten Zah-
len, beginnend mit der Zwei, denn die ,,Einheit“ oder die ,,Eins“
(die Griechen nannten es die ,Monade®) sahen sie nicht als Zahl
an. Die indisch-arabische Null kannten die Griechen nicht und
hétten sie mit Sicherheit nicht als arithmos anerkannt, und auch
heute zdhlen die Menschen iiblicherweise nicht ,,null, eins, zwei,
drei, ...“. Daher steht eine Wendung wie ,.es gibt keine Apfel“
eher fiir ,es ist nicht der Fall, daB es Apfel gibt“ als fiir ,hier
gibt es null Apfel“.

Erst im siebzehnten Jahrhundert wurde der Begriff ,,Zahl“
itber die natiirlichen Zahlen ab Zwei hinaus auch auf irratio-
nale Groflen ausgedehnt. Die alten Mathematiker dagegen be-
tonten den Unterschied zwischen den verschiedenen Arten ma-
thematischer Groflen. Das Wort arithmos geht vermutlich auf
die indo-europiische Wurzel (a)r7 zuriick, die in Wortern wie
Ritus und Rhythmus erkennbar ist. Im vedischen Indisch be-
deutete rta die kosmische Ordnung, den regelmifliigen Ablauf
der Tage und Jahreszeiten, dessen Gegenteil (anrta) fiir Un-
wahrheit und Siinde stand. Somit geht das griechische Wort fiir
»(natiirliche) Zahl“ auf eine Vorstellung von kosmischer Ord-
nung zuriick, die sich in einem besonderen Ritual spiegelt: Ge-
wisse Dinge kommen zuerst, andere an zweiter Stelle, und so
weiter. Hierbei ist die rechte Ordnung wichtig; man kann kei-
ne der emporgekommenen Grofien wie ,ein Halb“ oder gar
»die Quadratwurzel aus Zwei“ zwischen den ganzen Zahlen ge-
brauchen. Die ganzen Zahlen sind ein Muster an Integritéit
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und Ganzheit; sie sollten nicht mit teilbaren Grofien vermischt
werden.

Zunéchst nahmen die Pythagoréer an, alles wire aus natiirli-
chen Zahlen gemacht. Am Anfang flof} die grundlegende Eins in
die Zwei iiber, dann in die Drei, dann in die Vier. Den Pytha-
gordern waren diese vier Zahlen heilig, da 1 +2 4+ 3 +4 = 10
eine volle Dekade ergibt. Sie beobachteten auch, dafl den kon-
sonanten Intervallen in der Musik Proportionen zugrundeliegen,
bei denen nur Zahlen bis vier auftreten, aus der ,heilgen Te-
traktys“ (Vierheit), wie sie es nannten. Sie vermuteten, dafl die
ganze Welt aus solchen einfachen Proportionen aufgebaut war.
Die Entdeckung von Groéfien, welche sich nicht durch ganzzahlige
Verhéltnisse ausdriicken lassen, war daher zutiefst verstorend, da
sie das Projekt, die Natur allein durch Zahlen zu erkldren, be-
drohte. Diese Entdeckung war das dunkelste Geheimnis der Py-
thagoréer, ihre Enthiillung der grofite Skandal. Man kennt weder
den Namen des Entdeckers noch den Namen dessen, der es der
profanen Welt verraten hat. Manche vermuten, es handele sich
um die gleiche Person, vielleicht um Hippasos von Metapont, un-
gefahr zu Ende des fiinften Jahrhunderts v. Chr. Sicherlich war
es nicht Pythagoras selbst oder einer seiner frithen Nachfolger.
Wihrend Pythagoras seinen Satz mit einem Tieropfer feierte,
forderte das Irrationale der Legende nach ein Menschenopfer:
Der Verrdter des Geheimnisses ertrank im Meer. Jahrhunderte
spater vermutete der alexandrinische Mathematiker Pappos:

Alles, was sich auf keine Weise ausdriicken 148t, sowohl
das Unaussprechbare wie auch das Unerschaubare, ver-
birgt sich gern; wenn aber irgendeine Seele auf eine sol-
che Gestalt trifft und sie 6ffentlich und sichtbar macht,
dann wird sie in das Meer des Werdens versenkt und von
dessen unsteten Wogen umhergetrieben.

Also diejenigen, welche sich ins Irrationale versenken, ertrinken
nicht durch gottliche Rache oder durch die Hand einer empérten
Bruderschaft, sondern im dunklen Ozean namenloser Grofien.
Ironischerweise ist er eine Folgerung aus der Geometrie und gar
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dem Satz des Pythagoras selbst! Als Pythagoras klar wurde, dafl
das Quadrat iiber der Hypotenuse gleich der Summe der Qua-
drate iiber den beiden andern Seiten ist, war er sehr nahe an der
weiteren Entdeckung, dafl die Seiten nicht kommensurabel sind,
obwohl die Quadrate es sein kénnen. Tatsdchlich hdngt das Ar-
gument in Kasten 1.1 entscheidend vom Satz des Pythagoras ab,
und es legt nahe zu vermuten, dafl Pythagoras, héitte er versucht,
das Verhaltnis von Diagonale zur Seite eines Quadrates auszu-
driicken, die Unméglichkeit sofort erkannt hétte. Vermutlich hat
er dies nicht getan, aber eben seine Nachfolger.

Die Entdeckung des Irrationalen hatte weitreichende Folgen.
Davon ausgehend traf Pappos eine Unterscheidung zwischen sol-
chen ,kontinuierlichen Groflen® einerseits und den ganzen Zah-
len, welche ,stufenweise fortschreiten durch Addition von dem
kleinsten aus und unbeschrinkt weiterlaufen, wiahrend die kon-
tinuierlichen Groflen mit einem bestimmten Ganzen beginnen
und unbeschrinkt oft teilbar sind.“ Ebenso kénnen wir von ei-
ner nicht mehr vereinfachbaren Proportion wie 2 : 3 ausge-
hend geradewegs eine Reihe vergleichbarer Proportionen bauen:
2:3=4:6=6:9=.... Falls es aber keine kleinste Proportion
in einer Reihe gédbe, dann konnte das Ganze gar nicht durch eine
Proportion ausgedriickt werden. Das Zitat von Pappos legt nahe,
daf} diese Argumentation den Pythagordern die Augen geoffnet
haben konnte. Betrachten wir wieder Seite und Diagonale im
Quadrat. Der Versuch, beide als Vielfache einer gemeinsamen
Einheit auszudriicken, fithrt zu einem ,infiniten Regref* (Ka-
sten 1.2): Wie klein wir auch die Einheit wéhlen, das Argument
verlangt nach einer noch kleineren. Wieder sehen wir, daf3 solch
eine Einheit nicht existieren kann.

Die Herausforderung der griechischen Mathematik bestand
darin, zwei unvergleichbare mathematische Welten zu meistern,
ndmlich Arithmetik und Geometrie, jede fiir sich genommen ein
einsichtig geordnetes, vollkommenes Reich, jedoch in einer ge-
wissen Spannung untereinander. In Platons Dialogen ruft die-
se Herausforderung tiefgehende Antworten hervor, welche iiber
die Mathematik hinaus in das emotionale und politische Leben
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Kasten 1.2
Ein geometrischer Beweis fiir die Inkommensurabilitdt der Diagonale
eines Quadrates mit seiner Seite, durch infiniten Regref3:

E G

D C

Im Quadrat ABC'D tragt man mit einem Zirkel die Strecke DA = DF
auf der Diagonalen BD ab. In F' errichtet man das Lot EFF'. Dann ist
das Verhéltnis von BE zu BF, also von Hypotenuse zur Seite, das-
selbe wie von DB zu DA, da die Dreiecke BAD und EF B &hnlich
sind. Angenommen AB und BD wéren kommensurabel. Dann gébe es
eine Strecke I, von der sowohl AB als auch BD ganzzahlige Vielfache
wéren. Da DF = DA, ist dann also auch BF = BD — DF ein ganz-
zahliges Vielfaches von I. Nun gilt aber BF = E'F', denn diese Seiten
des Dreiecks EF B entsprechend den iibereinstimmenden Seiten des
Dreiecks BAD. Auch gilt EF = AE, denn die Dreiecke EAD und
EFD (verbindet man D und E) sind kongruent. Also ist AE = BF
ebenfalls ein Vielfaches von I, und damit auch BE = BA— AE. Daher
sind sowohl die Seite (BF') als auch die Hypotenuse (BE) Vielfache
von I, das somit auch ein gemeinsames Maf} fiir Diagonale und Seite
des Quadrates mit Seite BF' ist. Dieser Prozel kann nun wiederholt
werden: Auf EB tragt man EG = EF ab und konstruiert das Lot
GH auf BG. Das Verhiltnis von Hypotenuse zur Seite ist wieder das-
selbe, und somit haben auch die Seite des Quadrates iiber BG und
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Kasten 1.2 Fortsetzung

seine Diagonale [ als gemeinsames Maf}. Da wir diesen Vorgang belie-
big fortsetzen kénnen, werden wir irgendwann ein Quadrat erreichen,
dessen Seitenlidnge kleiner als [ ist, was unserer urspriinglichen An-
nahme widerspricht. Daher gibt es kein solches gemeinsames Maf3 1.

hineinreichen. Ein zentraler Moment ergibt sich im Dialog zwi-
schen Sokrates und Menon, einem einflufireichen Thessalier,
Freund und Verbiindetem des persischen Konigs, zu Besuch
in Athen. Menon war fiir seine amoralische Haltung bekannt,
als habgieriger und zynischer Opportunist. Merkwiirdigerwei-
se befragt er zu Ende seines Besuchs Sokrates immer wieder,
ob Tugend gelehrt werden kann oder angeboren ist. Thr Ge-
sprach dreht sich um den Unterschied zwischen Wissen und
Meinung.

Mitten in der Diskussion ruft Sokrates nach einem Sklaven-
jungen, den er dazu befragt, wie man die Fliche eines gegebe-
nen Quadrates verdoppelt. Im Gegensatz zu Menon ist der Jun-
ge naiv und offenherzig; iiberzeugt behauptet er, die Fliache des
Quadrates verdoppele sich mit doppelter Seitenlédnge. IThre Unter-
haltung ist beispielhaft fiir Sokrates’ Philosophie durch Dialog.
Im Gesprich wird dem Jungen klar, dafl ein Quadrat mit doppel-
ter Seitenléinge die vierfache Flidche enthélt, was ihn {iberrascht
und bestiirzt. Das griechische Wort fiir solch eine Situation, apo-
ria, bedeutet Sackgasse, einen inneren Widerspruch. Kurz vor
diesem Gespréch hatten Sokrates’ Fragen Widerspriiche in Men-
ons Uberzeugungen hinsichtlich der Tugend offengelegt, worauf
Menon éargerlich wurde und Sokrates als einen héfllichen Zit-
terrochen bezeichnete, der seinen Opfern schade und sie hilflos
mache. Sokrates antwortet, indem er zeigt, wie gut der Sklaven-
junge den ,Beriihrungsschock® vertriagt. Der Junge ist verwun-
dert und neugierig, aber nicht verdrgert. Er folgt willig Sokrates’
Anleitung zu einer neuen Zeichnung (Kasten 1.3). Mit wenigen
diagonalen Strichen erscheint ein wirklich verdoppeltes Quadrat
in dem vervierfachten Quadrat des Jungen. Indem er freimiitig
auf Sokrates’ Vorschlige eingeht, erkennt der Junge dies selbst.
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Kasten 1.3
Sokrates’ Konstruktion des verdoppelten Quadrates in Menon:
H A E
D O B
F
G C

Sei AEBO das Ausgangsquadrat. Der Sklavenjunge dachte, das Qua-
drat iiber der verdoppelten Seite H E hitte die doppelte Flidche, be-
merkt aber, dal HEFG in Wirklichkeit die vierfache Fliche von
AFE BO besitzt. Auf Sokrates’ Veranlassung hin zieht er die Diagonalen
AB, BC,CD, DA in das Quadrat H EF'G. Jedes Dreieck AOB, BOC,
COD, DOA besitzt nun genau die halbe Fliche des urspriinglichen
Quadrates, also ergeben alle vier zusammen das wahrhaft verdoppelte
Quadrat ABCD.

Menon muf} einsehen, dafl der ,Schock®, sein Unwissen einzuse-
hen, dem Jungen, der seine falsche Meinung durch eine richtige
ersetzt, nicht geschadet hat. Der Dialog endet mit einem innerlich
weilglithenden Menon und einer Vorahnung auf die verdrgerten
Athener, die sich spéter fiir das Todesurteil gegen den Philoso-
phen aussprechen werden. Diese Ungeheuerlichkeit weist auf die
Kraft neuer mathematischer Einsichten hin. Obwohl Sokrates
nicht auf die Irrationalitdt der Diagonale einging, war sie doch
entscheidend. Die Verdopplung des Quadrates (ein durch und
durch ,rationales® Unterfangen) muf auf das Irrationale zuriick-
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greifen: eine Tatsache, die Platon und seine Horer sehr wohl ver-
standen.

Obgleich eine Folgerung aus der logischen Mathematik, hat
das Wort ,irrational® hier ersichtlich bereits die emotionale Ne-
benbedeutung erlangt, die ihm immer noch anhaftet. In Platons
Der Staat scherzt Sokrates, die Jugend sei ,so irrational wie
Strecken“ und daher solle man sie nicht ,den Staat regieren las-
sen und das Wichtigste von ihnen abhéngig machen®. Folgerich-
tig und doch ironisch verschreibt Sokrates diesen jungen Irratio-
nalen die Beschéftigung mit Mathematik zusammen mit Musik
und Sport, um das Ungeordnetste und Unangemessenste in ih-
ren Seelen zu zidhmen. Sein Scherz zielt auf die weitverbreitete
Ansicht, das Irrationale in der Mathematik sei ein stérendes Zei-
chen von Verwirrung und Unordnung in der Welt, eine ebenso
fiirchterliche Gefahr wie das Ertrinken. Sicher war diese gréafiliche
Aussicht den Pythagoréern eigen, aber Platons Dialoge ertffnen
eine groflere Perspektive. Was irrational ist, in der Seele oder
in der Mathematik, kann mit dem Rationalen in Harmonie ge-
bracht werden. Um ein unvergefliches Bild aus einem anderen
Dialog zu benutzen: Das schwarze Pferd der Leidenschaft kann
mit dem weiflen Pferd des Verstandes ein Gespann bilden.

Platons grofler Dialog iiber die Natur der Erkenntnis beruht
auf dieser mathematischen Schwierigkeit. Benannt ist er nach
Theaitetos, einem Mathematiker, der zu Beginn des Dialoges ein-
gefithrt wird, wie er als Sterbender nach Athen zuriickgebracht
wird, an Ruhr erkrankt und auf dem Schlachtfeld verwundet. In
einem Riickblick auf seine Jugend erfahren wir, er habe grundle-
gende Erkenntnisse iiber die irrationalen Groflen und die fiinf re-
guldren Korper erlangt und kurz vor Sokrates’ Verurteilung und
Tod mit diesem Gespriche gefiithrt. Sokrates war von seiner Ju-
gend tief beeindruckt; er schien zu groflen Leistungen bestimmt
und #hnelte Sokrates auch koérperlich durch die ,aufgeworfene
Nase* und die ,,hervortretenden Augen*. Bei ihrem Gesprach war
auch Theodoros zugegen, ein &lterer Mathematiker und Lehrer
des Theaitetos, der die Irrationalitdt von \/3, \/5, V7. .. bewie-
sen hatte bis zu V17 , wo er aus irgendeinem Grunde aufhorte.
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Sokrates stellt seine iibliche Ironie zuriick, als er Theaite-
tos befragt, der seine Entdeckung verschiedener Grade der Ir-
rationalitdt erldutert. Obgleich Groflen wie die Quadratwurzeln
aus 3 und aus 17 irrational sind, bleiben sie doch , vergleichbar
im Quadrat“, da ihre Quadrate ein gleiches Maf besitzen (denn
(v/3)? = 3 und (v/17)% = 17 sind beides ganze Zahlen). Sokrates
ist von der Wahrheit und Schonheit dieser Einsicht beeindruckt
und benutzt sie als Beispiel in der weiterfithrenden Diskussion
iiber die Natur der Erkenntnis. Er erinnert Theaitetos und Theo-
doros an seinen Ruf, Verbliiffung und Verwirrung zu erzeugen,
und bittet scherzend Theaitetos, ihn nicht als bésen Zauberer zu
denunzieren, da er in Wahrheit nur eine ,Hebamme* sei, welche
den Menschen Geburtshilfe fiir ihre Gedanken leiste.

Als nihme er die am néichsten Tag erfolgende Anklage gegen
sich vorweg, rechtfertigt sich Sokrates gegeniiber diesem netten,
begabten Menschen, der ihm so &hnlich ist, statt gegeniiber sei-
nen wiitenden Ankligern. Theaitetos ist weit von feindschaftli-
chen Gefiihlen entfernt und gerne bereit, sich auf eine Untersu-
chung einzulassen, die mit der Mathematik als einem Probier-
stein wahrer Erkenntnis beginnt und priift, ob andere Erkennt-
nis durch die Sinne entsteht oder auf geheimnisvollere Weise aus
dem Innern der Seele. Obwohl Sokrates sich selbst als unfrucht-
bar und bar jeder Weisheit beschreibt, verhilft er den Gedanken
des Theaitetos zur Geburt und priift danach ihre Gesundheit.
Sokrates hat oft iiber seine eigenen haflichen Gesichtsziige ge-
scherzt, beschreibt aber Theaitetos als schon. Theaitetos’ ma-
thematische Erkenntnisse entsprechen seiner Tapferkeit, mit der
er fiir die Stadt kdmpfen und als Held sterben wird: dem Mut
dessen, der mit dem Irrationalen ringen konnte.

Wihrend ihrer Unterhaltung ermuntert Sokrates seine Géste,
sich ,,der Priifung, der Tortur zu unterwerfen*, womit er meint,
sie sollen furchtlos sich darum bemiihen, gemeinsam ihre Auf-
fassungen zu priifen und zu verbessern. Im Griechischen bedeu-
tet das Wort fiir ,, Tortur® auch ,,Probierstein®: ein Mineral, mit
welchem man Gold von unedlen Metallen unterscheiden kann
anhand der darauf hinterlassenen Spur. Dieses extreme Bild 148t
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an eine Folter denken, mit der ein Richter die Wahrheit aus ei-
nem Sklaven herauszupressen sucht, doch Sokrates meint damit
eine Wahrheitssuche, die selbst vor starkem Schmerz und Er-
niedrigung nicht zuriickschreckt. Wie Soldaten oder Athleten se-
hen Sokrates und Theaitetos im Leiden den Weg zum hochsten
Vergniigen der letztendlichen Wahrheit. Dies haben sie in der
Mathematik gelernt, deren Studium denjenigen oft qualvoll er-
scheint, welche die Freude der Einsicht nicht kennen. Kein Wun-
der, dafl Platon tiber das Eingangstor seiner Akademie den Warn-
spruch hangte: ,Kein der Geometrie Unkundiger trete hier ein!“
Theaitetos’ Entdeckungen und das Priifen mathematischer
Beweise wurden in Euklids Elemente aufbewahrt, die auch heute
noch eine lebendige Quelle der Mathematik sind, von unschétz-
barem Wert sowohl fiir Anféinger als auch fiir erfahrene Mathe-
matiker. Euklid geht iiber die Darstellung seiner eigenen Ergeb-
nisse hinaus und fithrt die Entdeckungen anderer ins Feld als
Probierstein mathematischer Klarsicht und logischer Strenge. Im
Falle des Irrationalen zieht er einen von Eudoxos eingefiihrten
Kompromif} heran, der Zahlen und irrationale Grofen streng ge-
trennt hielt, nicht aber in der Proportion. Zum Beispiel betrach-
tet Euklid zwei Zahlen in einer bestimmten Proportion (etwa
2 : 3) und zeigt, daB sie einer Proportion zwischen zwei irra-
tionalen Grofen gleich sein kann (wie 22 : 32 gleich 2 : 3
ist). Aber er wiirde nie die beiden verschiedenen Arten vermi-
schen und etwa die Proportion zwischen einer Zahl und einer
Grofle betrachten. Dies war keine mathematische Rassentren-
nung, sondern die Entscheidung, Zahlen und Groflen als zwei
vollstandig verschiedene Wesensgattungen zu betrachten, deren
Vermischung zu unabsehbarer Verwirrung gefiihrt hétte.
Euklids Beitrag ging weit iiber die Trennung dieser Bereiche
hinaus. Im fiinften Buch fiihrt er eine weitreichende Definition
von Gleichheit und Ungleichheit ein, die sich auf Proportionen ir-
rationaler Groflen ausdehnt. Eudoxos’ Vorgaben folgend schligt
er vor, um die Gleichheit zweier Proportionen zu testen, die ein-
zelnen Glieder mit verschiedenen ganzen Zahlen zu multiplizieren
und jedesmal zu priifen, ob diese kleiner, gréfier oder gleich sind



