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Gisela Engeln-Müllges · Klaus Niederdrenk ·
Reinhard Wodicka

Numerik-Algorithmen

Verfahren, Beispiele, Anwendungen

Zehnte, überarbeitete und erweiterte Auflage



Prof. Dr. Gisela Engeln-Müllges
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Vorwort zur 10. korrigierten
und erweiterten Auflage

Auf vielfach geäußerten Wunsch der Leser des Buches haben wir für diese 10. Auflage
den Inhalt der 9. Auflage um das Kapitel 16 ”Anfangswertprobleme bei gewöhnlichen
Differentialgleichungen“ erweitert. Der angekündigte weitere Band wird dann Randwert-
probleme gewöhnlicher Differentialgleichungen, eine kurze Einführung in die Numerik
partieller Differentialgleichungen sowie, ausführlich und praxisnah, wichtige stochasti-
sche Methoden, insbesondere statistische Schätz- und Prüfverfahren, enthalten.

Neben der Erweiterung um das Kapitel 16 wurden für die vorliegende 10. Auflage in
den Kapiteln 1 bis 15 entdeckte Fehler korrigiert sowie Ergänzungen vorgenommen. Zum
Beispiel wurde das Romberg-Verfahren zur numerischen Differentiation durch eine geeig-
nete Wahl der Anfangsschrittweite optimiert und durch zusätzliche Beispiele erläutert.
Bei der numerischen Quadratur wurden die Beispiele zu den Newton-Cotes-Formeln bes-
ser dargestellt und erklärt.

In diesem Buch werden zu fast allen Verfahren praxisnah formulierte Algorithmen angege-
ben. Viele durchgerechnete Beispiele dienen dem Verständnis der numerischen Verfahren
und der Erläuterung der Algorithmen. Der Leser findet insgesamt 99 Algorithmen zu
den behandelten Verfahren, 233 durchgerechnete Beispiele, viele erläuternde Skizzen und
zahlreiche Anwendungsbeispiele aus der Praxis.

In diesem Buch werden viele numerische Verfahren, die für den praktischen Einsatz nütz-
lich sind, zusätzlich zu den gängigen Verfahren behandelt. So werden zum Beispiel in Ka-
pitel 2 auch Einschlussverfahren höherer Konvergenzordnung und Verfahren für mehrfa-
che Nullstellen dargestellt. In Kapitel 3 findet man ausführlich Verfahren zur Bestimmung
aller reellen und komplexen Lösungen einer algebraischen Gleichung.

Für Kapitel 4 wurden 32 Algorithmen zu Verfahren für spezielle Matrizen entwickelt, wie
sie beispielsweise bei den unterschiedlichen Spline-Verfahren auftreten. Dazu gehören 49
Beispiele.

In Kapitel 10 werden Polynom-Splines (15 Algorithmen, 16 Beispiele) mit verschiedenen
Randbedingungen sowie Hermite-Splines und Ausgleichssplines behandelt. Eine Beson-
derheit bei den parametrischen, kubischen Splines ist eine Verallgemeinerung der chor-
dalen Parametrisierung, die zusätzliche Gestaltungsmöglichkeiten bietet.

In Kapitel 11 werden die praktisch sehr nützlichen nichtparametrischen und parametri-
schen Subsplines behandelt, die in anderen Büchern in dieser Ausführlichkeit nicht zu
finden sind. Mit ihnen können die Länge einer Kurve und der Flächeninhalt einer einfach
geschlossenen Kurve ermittelt werden.

Schließlich findet man in Kapitel 14 viele spezielle Quadraturformeln einschließlich der
Gaußschen Formeln.



VIII Vorwort

Ganz herzlich danken wir den Autoren der C-Programme Jürgen Dietel, Uli Eggermann
und anderen, die diese Programme bereits für die 9. Auflage und frühere Auflagen ent-
wickelt haben. Inzwischen wurde auch die Entwicklung einer C++-Version begonnen,
die im DV-Labor des Fachbereiches Maschinenbau und Mechatronik der FH Aachen un-
ter der Leitung von Prof. Dr. Wilhelm Hanrath, dem Nachfolger von Prof. Dr. Gisela
Engeln-Müllges, fortgesetzt und dort gepflegt wird; sie kann auch von dort bezogen wer-
den. Herzlichen Dank an Wilhelm Hanrath.

Doris Eggermann danken wir sehr herzlich dafür, dass sie das reproduktionsreife Manu-
skript mit allen für diese Auflage erforderlichen Ergänzungen und Korrekturen mit dem
Satzprogramm LaTex in altbewährter Zuverlässigkeit, mit größter Präzision und hervor-
ragender Qualität fertig gestellt hat; Uli Eggermann hat sie dabei stark unterstützt. Er
hat auch die Zeichnungen für die Darstellung der Richtungsfelder zu den Beispielen in
Kapitel 16 angefertigt, herzlichen Dank auch an ihn für die äußerst wertvolle Arbeit.

Gisela Engeln-Müllges
Klaus Niederdrenk
Reinhard Wodicka



Informationen zu Quelltexten für die
beschriebenen Algorithmen

Inhalt der aktuellen Distribution (Version 9.1)
der Numerik-Bibliothek in C

CNum/src: Ansi-C-Quelltexte von Unterprogrammen zu den meisten der im Buch ange-
gebenen Algorithmen (nach Kapiteln der Bibliothek in weitere Unterverzeichnisse aufge-
teilt).

CNum/build: Makefile-Dateien zur Generierung einer Programmbibliothek aus allen Un-
terprogrammen für unterschiedliche Betriebssysteme:

• CNum/build/Linux/static:
Makefile-Datei zur Erstellung einer statischen Version der Programmbibliothek für
das Betriebssystem Linux mit Linux-Standard-Werkzeugen. Mit dieser Makefile-
Datei wird eine Headerdatei ”CNum.h“ und die (statische) Programmbibliothek

”libCNum.a“ erzeugt.

• CNum/build/Linux/dynamic:
Makefile-Datei zur Erstellung einer dynamischen Version der Programmbibliothek
für das Betriebssystem Linux mit Linux-Standard-Werkzeugen. Mit dieser Makefile-
Datei wird eine Headerdatei ”CNum.h“ und die (dynamische) Programmbibliothek

”libCNum.so.9.1“ erzeugt.

• CNum/build/Windows/static:
Makefile-Datei zur Erstellung einer statischen Version der Programmbibliothek für
das Betriebssystem Windows mit Hilfe des frei verfügbaren Gnu-C-Compilers aus
dem Paket MinGW und der Linux-ähnlichen Programmierumgebung Msys.

Mit dieser Makefile-Datei wird eine Headerdatei ”CNum.h“ und die (statische)
Programmbibliothek ”libCNum.a“ erzeugt.

Die statische Programmbibliothek kann auch in anderen Entwicklungsumgebungen
(etwa in Microsoft-Visual-Studio) verwendet werden.

• CNum/build/Windows/dynamic:
Makefile-Datei zur Erstellung einer dynamischen Version der Programmbibliothek
für das Betriebssystem Windows mit Hilfe des frei verfügbaren Gnu-C-Compilers
aus dem Paket MinGW und der Linux-ähnlichen Programmierumgebung Msys.

Mit dieser Makefile-Datei wird eine Headerdatei ”CNum.h“ und die (dynamische)
Programmbibliothek ”CNum.dll“ erzeugt.

Zur Verwendung der dynamischen Bibliothek CNum.dll unter Microsoft-Visual-
Studio wird zusätzlich die Linkbibliothek ”CNum.lib“ benötigt, die ebenfalls mit
dieser Makefile-Datei unter Verwendung der zur Microsoft-Visual-Studio-Umgebung
gehörenden Programme ”Lib.exe“ und ”Link.exe“ erzeugt werden kann.



Cnum/built: fertig erzeugte Programmbibliotheken für unterschiedliche Betriebssysteme:

• CNum/built/Linux/static:
Dateien ”CNum.h“ und ”libCNum.a“ der statischen Version der Programmbiblio-
thek für das Betriebssystem Linux.

• CNum/built/Linux/dynamic:
Dateien ”CNum.h“ und ”libCNum.so.9.1“ der dynamischen Version der Programm-
bibliothek für das Betriebssystem Linux.

• CNum/built/Windows/static:
Dateien ”CNum.h“ und ”libCNum.a“ der statischen Version der Programmbiblio-
thek für das Betriebssystem Windows.

• CNum/built/Windows/dynamic:
Dateien ”CNum.h“ und ”CNum.dll“ sowie die Linkbibliothek ”CNum.lib“ der dy-
namischen Version der Programmbibliothek für das Betriebssystem Windows.

Examples/src: Quelltexte zu Demonstrationsbeispielen zu den meisten Algorithmen aus
der Programmbibliothek (nach Kapiteln der Bibliothek in weitere Unterverzeichnisse auf-
geteilt).

Examples/build:Makefile-Dateien zur Erzeugung von Beispielen zur Demonstration der
Verwendung der Programmbibliothek:

• Examples/build/Linux/static/general:
Makefile-Datei zur Erzeugung des Demonstrationsbeispiels ”pegasus1“ zur Verwen-
dung der statischen Version der Bibliothek unter Linux.

• Examples/build/Linux/static/docexamples:
Makefile-Datei zur Erzeugung aller Demonstrationsbeispiele aus der Dokumentati-
on und deren Ausgaben unter Verwendung der statischen Version der Bibliothek
unter Linux.

• Examples/build/Linux/dynamic/general:
Makefile-Datei zur Erzeugung des Demonstrationsbeispiels ”pegasus1“ zur Verwen-
dung der dynamischen Version der Bibliothek unter Linux.

• Examples/build/Windows/MinGW/static/general:
Makefile-Datei zur Erzeugung des Demonstrationsbeispiels ”pegasus1“ zur Verwen-
dung der statischen Version der Bibliothek unter Windows/MinGW.

• Examples/build/Windows/MinGW/dynamic/general:
Makefile-Datei zur Erzeugung des Demonstrationsbeispiels ”pegasus1“ zur Verwen-
dung der dynamischen Version der Bibliothek unter Windows/MinGW.

X Informationen zur Programmbibliothek
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• Examples/build/Windows/VC98/static/general:
Projektdatei zur Erzeugung des Demonstrationsbeispiels ”pegasus1“ zur Verwen-
dung der statischen Version der Bibliothek unter Windows/Microsoft-Visual-Studio-
6.0.

• Examples/build/Windows/VC98/dynamic/general:
Projektdatei zur Erzeugung des Demonstrationsbeispiels ”pegasus1“ zur Verwen-
dung der dynamischen Version der Bibliothek unter Windows/Microsoft-Visual-
Studio-6.0.

Doc: Dokumentation zur Verwendung der Programmbibliothek und Schnittstellenbe-
schreibung der einzelnen Unterprogramme aus der Programmbibliothek (inklusive der
LaTeX-Quelltexte).

• Doc/CNum.pdf:
Dokumentation als PDF-Datei.

• Doc/CNum.html:
Startdatei zur HTML-Dokumentation (weitere Dateien zur HTML-Dokumentation
im Unterverzeichnis ”Doc/CNum“).

Bemerkungen zur vorliegenden C-Version

Die Version 9.1 der Numerik-Bibliothek in Ansi-C beruht auf der Vorgängerversion 9.0,
wobei inhaltlich nur einige kleinere Änderungen und Korrekturen vorgenommen wurden
(Einzelheiten hierzu in der zur Distribution gehörenden Datei ”README.txt“), im We-
senlichen aber der Generierungsprozess überarbeitet wurde.

Hauptziel der Überarbeitung des Generierungsprozesses war es, für Linux und Windows
jeweils auch eine dynamische Programmbibliothek zu erzeugen (und das möglichst unter
Verwendung von Standard-Werkzeugen) und somit für unerfahrene Programmierer (hof-
fentlich) die Nutzerfreundlichkeit der Bibliothek zu erhöhen.

Ein erfahrener Programmentwickler mag Einzelheiten der Generierung der unterschied-
lichen Versionen der Bibliothek aus den Makefile-Dateien entnehmen - hier findet er ggf.
auch Anhaltspunkte darüber, wie einzelne Teile der Bibliothek separat übersetzt werden
können.

Die Überarbeitung des Generierungsprozesses erfolgte im Datenverarbeitungslabor des
Fachbereichs für Maschinenbau und Mechatronik der Fachhochschule Aachen unter der
Leitung von Prof. Dr. Wilhelm Hanrath.



Weitere Software im Umfeld der Numerik-Bibliothek

Excel-Interface zur C-Numerik-Bibliothek

Die als DLL vorliegende Windows-Version ”CNum.dll“ der C-Numerik-Bibliothek kann
jetzt auch über Visual-Basic (VBA) von Microsoft-Excel aus genutzt werden.
Durch entsprechende (ebenfalls im Datenverarbeitungslabor des Fachbereiches 8 der
Fachhochschule Aachen entwickelte) C-seitige und VBA-seitige Interfacese sind hierbei
über VBA-Makros die Algorithmen aus ”CNum.dll“ von Excel aus aufrufbar und die
innerhalb der DLL berechneten Ergebnisse können dann anschließend in Excel weiter-
verwendet werden.

Weitere Informationen zum Excel-Interface zur C-Bibliothek (insbesondere zu Lizensie-
rung, Bezugsmöglichkeiten und Kosten) finden Sie unter

”www.fh-aachen.de/AcNumBib.html“

und dort unter dem Unterpunkt

”Excel-Interface zur C-Version“.

C++-Version der Numerik-Bibliothek

Im Datenverarbeitungslabor des Fachbereichs 8 der Fachhochschule Aachen wird zur Zeit
eine C++-Version der Numerik-Bibliothek entwickelt.
In dieser C++-Version werden die prozeduralen Algorithmen aus den Vorgänger-Versionen
der Numerik-Bibliothek unter Verwendung von objektorientierten Techniken nach C++
portiert.
Die Entwicklung der C++-Version ist nahezu abgeschlossen.

Aktuelle Informationen zur C++-Version der Numerik-Bibliothek (insbesondere zu Li-
zensierung, Bezugsmöglichkeiten und Kosten) finden Sie unter

”www.fh-aachen.de/AcNumBib.html“

und dort unter dem Unterpunkt

”C++-Version“.

XII Informationen zur Programmbibliothek



Bezeichnungen

⇒ wenn – dann bzw. hat zur Folge
⇔ dann und nur dann
a := b a wird definiert durch b
!= geforderte Gleichheit
< ≤ kleiner, kleiner oder gleich
> ≥ größer, größer oder gleich
a << b a ist wesentlich kleiner als b

≈ ungefähr gleich
≡ identisch
∼ proportional bzw. gleichmäßig zu
{a1, a2, . . .} Menge aus den Elementen a1, a2, . . .
{x| . . .} Menge aller x für die gilt . . .
∈ Element von
/∈ nicht Element von
⊆ enthalten in oder Teilmenge von
⊂ echt enthalten in oder echte Teilmenge von
6⊂ nicht Teilmenge von
N Menge der natürlichen Zahlen
N0 Menge der natürlichen Zahlen mit Null
Z Menge der ganzen Zahlen
Q Menge der rationalen Zahlen
R Menge der reellen Zahlen
C Menge der komplexen Zahlen
R+, R− Menge der positiven bzw. negativen reellen Zahlen
(a, b) offenes Intervall von a bis b, a < b

[a, b] abgeschlossenes Intervall von a bis b, a < b

[a, b) halboffenes Intervall von a bis b (rechts offen), a < b

(a, b] halboffenes Intervall von a bis b (links offen), a < b

n! n Fakultät mit n! = 1 · 2 · 3 · · · n, n ∈ N, 0! := 1(
n
k

)
n über k mit

(
n
k

)
:= n!

k!(n−k)! , k ∈ N0, k ≤ n, n ∈ N
n∏

i=1

ai a1 · a2 · a3 . . . an

n∑
i=1

ai a1 + a2 + . . . + an



XIV Bezeichnungen

b∫
a

Integral in den Grenzen a und b

i imaginäre Einheit i :=
√
−1

e Eulersche Zahl = 2.718 281 828 459 . . .

|a| Betrag von a mit |a| :=
{

a für a ≥ 0
−a für a < 0

‖·‖ Norm von ·
{ak} Folge von ak

lim
k→∞

ak Limes von ak für k →∞

max {f(x)|x ∈ [a, b]} Maximum aller Funktionswerte f(x) für x ∈ [a, b]
min {|Mi|

∣∣ i = 1, 2, . . . ,m} Minimum aller |Mi| für i = 1, 2, . . . ,m

(x, y) geordnetes Paar
(x1, x2, . . . , xn) geordnetes n-Tupel
f : I → R Abbildung f von I nach R
x 7→ f(x), x ∈ D x wird f(x) zugeordnet für x ∈ D

f ′, f ′′, f ′′′, f (4), . . . , f (n) erste, zweite, dritte, vierte, . . . ,
n-te Ableitung von f

C[a, b] die Menge der auf [a, b] stetigen Funktionen
Cn[a, b] die Menge der auf [a, b] n-mal stetig differenzierbaren

Funktionen
Rn n-dimensionaler euklidischer Raum
A = O(hq) |A/hq| ≤ C für h → 0, C = const.
i = m(1)n m,n ∈ Z, m ≤ n, i = m,m + 1, . . . , n

sign (a), sgn (a)

 1 für a > 0
0 für a = 0

−1 für a < 0
x ,y , z , . . . Vektoren
A,B ,C , . . . Matrizen
0 Nullmatrix bzw. Nullvektor
x × y Vektorprodukt bzw. Kreuzprodukt
E Einheitsmatrix
AT transponierte Matrix von A

xT = (x1, x2, . . . , xn) transponierter Vektor zu x =

 x1
...

xn


A−1 inverse Matrix von A

|A|, det(A) Determinante von A

[Verweis] s. im Literaturverzeichnis unter [Verweis]
o. B. d.A. ohne Beschränkung der Allgemeinheit
� Ende eines Beispiels oder eines Beweises



Inhaltsverzeichnis

Vorwort zur 10. Auflage

Informationen zur Programmbibliothek

1 Darstellung von Zahlen und Fehleranalyse 1
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9.3 Aitken-Interpolationsschema für beliebige Stützstellen . . . . . . . . . . . 356
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16 Anfangswertprobleme bei gewöhnlichen Differentialgleichungen 659
16.1 Problemstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 659
16.2 Prinzip der numerischen Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 660
16.3 Einschrittverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 661

16.3.1 Das Polygonzugverfahren von Euler-Cauchy . . . . . . . . . . . . . 661
16.3.2 Das verbesserte Euler-Cauchy-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . 664
16.3.3 Praediktor-Korrektor-Verfahren von Heun . . . . . . . . . . . . . . 669
16.3.4 Explizite Runge-Kutta-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 673

16.3.4.1 Konstruktion von Runge-Kutta-Verfahren . . . . . . . . . 673
16.3.4.2 Klassisches Runge-Kutta-Verfahren . . . . . . . . . . . . . 673
16.3.4.3 Zusammenstellung expliziter Runge-Kutta-Formeln . . . . 679



XXII Inhaltsverzeichnis

16.3.4.4 Einbettungsformeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 684
16.3.5 Implizite Runge-Kutta-Verfahren vom Gauß-Typ . . . . . . . . . . 696
16.3.6 Gemeinsame Darstellung aller Einschrittverfahren. Verfahrens-

funktion eines Einschrittverfahrens. Konsistenz . . . . . . . . . . . 698
16.3.7 Fehlerschätzung und automatische Schrittweitensteuerung . . . . . 700

16.3.7.1 Fehlerschätzung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 700
16.3.7.2 Methoden zur automatischen Schrittweitensteuerung.
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Kapitel 1

Darstellung von Zahlen und Fehleranalyse,

Kondition und Stabilität

1.1 Definition von Fehlergrößen

Ein numerisches Verfahren liefert im Allgemeinen anstelle einer gesuchten Zahl a nur
einen Näherungswert A für diese Zahl a. Zur Beschreibung dieser Abweichung werden
Fehlergrößen eingeführt.

Definition 1.1. (Wahrer und absoluter Fehler)
Ist A ein Näherungswert für die Zahl a, so heißt die Differenz

∆a = a−A

der wahre Fehler von A und deren Betrag

|∆a| = |a−A|

der absolute Fehler von A.

Sehr oft wird in der mathematischen Literatur ∆a bereits als absoluter Fehler und |∆a|
als Absolutbetrag des Fehlers bezeichnet. In ingenieurwissenschaftlichen Anwendungen
ist allerdings die Schreibweise in Definition 1.1 häufiger anzutreffen.

In den meisten Fällen ist die Zahl a nicht bekannt, so dass weder der wahre noch der ab-
solute Fehler eines Näherungswertes A angegeben werden können. Daher versucht man,
für den absoluten Fehler |∆a| von A eine möglichst kleine obere Schranke εa > 0 anzu-
geben, so dass |∆a| ≤ εa gilt.

G. Engeln-Müllges et al., Numerik-Algorithmen, Xpert.press, 10th ed.,  
DOI 10.1007/978-3-642-13473-9_1, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011 
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Definition 1.2. (Fehlerschranke für den absoluten Fehler, absoluter Höchstfehler)
Ist |∆a| der absolute Fehler eines Näherungswertes A und ist εa > 0 eine obere Schran-
ke für |∆a|, so dass

|∆a| ≤ εa

gilt, dann heißt εa eine Fehlerschranke für den absoluten Fehler von A oder absoluter
Höchstfehler von A.

Bei bekanntem εa ist wegen |∆a| = |a−A| ≤ εa

A− εa ≤ a ≤ A + εa , also a ∈ [A− εa, A + εa] . (1.1)

Um einen Näherungswert A unabhängig von der Größenordnung von a beurteilen zu
können, wird der relative Fehler eingeführt.

Definition 1.3. (Relativer Fehler)
Ist |∆a| der absolute Fehler eines Näherungswertes A für die Zahl a, so heißt der
Quotient

|δa| =
|∆a|
|a|

für a 6= 0

der relative Fehler von A.

Streng genommen müsste man δa = ∆a/a als relativen Fehler von A bezeichnen. Das
Vorzeichen von δa gibt dann eine zusätzliche Information über die Richtung des Fehlers,
d. h. für eine positive Zahl a hat δa = (a − A)/a < 0 demnach a < A, also einen zu
großen Näherungswert A für a zur Folge.

Da in der Regel a unbekannt ist, wird häufig auch

|δa| =
|∆a|
|A|

für A 6= 0

relativer Fehler von A genannt. Da dann auch ∆a nicht exakt angebbar ist, wird man sich
wieder mit der Angabe einer möglichst guten oberen Schranke für den relativen Fehler
behelfen müssen.

Definition 1.4. (Fehlerschranke für den relativen Fehler, relativer Höchstfehler)
Ist |δa| der relative Fehler eines Näherungswertes A und gilt mit einem %a > 0

|δa| ≤ %a ,

dann heißt %a eine Fehlerschranke für den relativen Fehler |δa| oder relativer Höchst-
fehler von |δa|.
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Ist εa ein absoluter Höchstfehler von A, so ist
%a = εa/|a| bzw. %a = εa/|A|

ein relativer Höchstfehler von A.

Definition 1.5. (Prozentualer Fehler, Fehlerschranke für den prozentualen Fehler)
Ist |δa| der relative Fehler des Näherungswertes A, so heißt

|δa| · 100

der prozentuale Fehler von A (relativer Fehler in Prozent), und σa mit

|δa| · 100 ≤ 100 · %a = σa

heißt eine Fehlerschranke für den prozentualen Fehler.

Beispiel 1.6.
Für die Zahl x = π sind X = 3.14 ein Näherungswert und εx = 0.0016 eine Schranke für
den absoluten Fehler |∆x|. Also gilt nach (1.1)

3.1384 = 3.14− 0.0016 ≤ π ≤ 3.14 + 0.0016 = 3.1416 ,

und der relative Höchstfehler ergibt sich zu

|δx| ≤ %x =
0.0016
3.14

≈ 0.00051 .

Für den prozentualen Fehler folgt nach Definition 1.5

100 · |δx| = 0.051% . �

1.2 Zahlensysteme

1.2.1 Darstellung ganzer Zahlen

Für jede ganze Zahl a gibt es genau eine Potenzentwicklung zur Basis 10 (Zehnerpotenzen)
der Gestalt

a = v · (an10n + an−110n−1 + . . . + a1101 + a0100) = v ·
n∑

k=0

ak10k

mit dem Vorzeichen v ∈ {−1, 1}, den Koeffizienten ak ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} und
einer nicht negativen ganzen Zahl n (n ∈ N0). Diese Dezimaldarstellung von a erhält
man, indem man die Ziffern, die zur Bezeichnung der Zahlen ak dienen, in absteigender
Reihenfolge aufschreibt:

a = v · anan−1 . . . a1a0 (1.2)

Die Ziffern ak in der Dezimaldarstellung (1.2) werden auch Stellen von a genannt; die
Stellung einer Ziffer in der Zahl gibt ihren Wert (Einer – Zehner – Hunderter usw.) wieder.
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Es gibt keinen triftigen Grund, nur das uns gewohnte und vertraute Dezimalsystem zu
benutzen. Wegen der einfachen technischen Realisierbarkeit benutzen digitale Rechenan-
lagen durchweg das Dualsystem, das auf den zwei verschiedenen Ziffern 0 und 1 beruht.
Jede ganze Zahl a kann damit in eindeutiger Weise als Potenzentwicklung zur Basis 2
(Zweierpotenzen)

a = v ·
n∑

k=0

ak · 2k mit ak ∈ {0, 1}

und einem Vorzeichen v ∈ {−1, 1} geschrieben werden. Und wiederum gibt nur die Stel-
lung einer Ziffer ak Auskunft über ihren Stellenwert, so dass die Angabe der dualen
Ziffern in der richtigen Reihenfolge zur Charakterisierung ausreicht:

a = v · (anan−1 . . . a1a0)2
Der Index 2 soll hierbei auf die Darstellung als Dualzahl verweisen; weggelassen wird nur
der Index 10 für die üblichen Dezimalzahlen. So hat man beispielsweise

2004 = (+1) · (2004)10
= (+1) · (1 · 210 + 1 · 29 + 1 · 28 + 1 · 27 + 1 · 26 + 1 · 24 + 1 · 22)
= (+1) · (11111010100)

2
.

Definition 1.7. (Stellenwertsystem zur Basis β)
Sei β ∈ N, β ≥ 2. Das System der β verschiedenen Ziffern 0, 1, . . . , β−1 bildet ein
Stellenwertsystem zur Basis β, und jede ganze Zahl a lässt sich darin in der Form

a = v ·
n∑

k=0

ak · βk = v · (anan−1 . . . a1a0)β

mit eindeutig bestimmten Ziffern ak ∈ {0, 1, . . . , β−1} und einem Vorzeichen v ∈
{−1, 1} darstellen.

Die Wahl β = 10 führt auf das geläufige Dezimalsystem und β = 2 auf das Dualsy-
stem. Anwendungen finden immer wieder auch die Basiswahlen β = 8 (Oktalsystem) und
β = 16 (Hexadezimalsystem mit den Ziffern 0, 1, . . . , 9, A, B, C, D, E, F)

Die gegenseitige Konvertierung von Zahlen in unterschiedlichen Stellenwertsystemen lässt
sich einfach bewerkstelligen, wobei es reicht, als ein Bezugssystem das Dezimalsystem
anzunehmen. Die Umwandlung einer β-Zahl in die zugehörige Dezimalzahl erfolgt öko-
nomisch mit dem Horner-Schema (s. Abschnitt 3.2) für Polynome:

a = v · (anβn + an−1β
n−1 + an−2β

n−2 + . . . + a1β + a0)

= v ·
({

. . .
[
(anβ + an−1)︸ ︷︷ ︸

sn−1

β + an−2

]
︸ ︷︷ ︸

sn−2 . . .

β + . . . + a1

}

︸ ︷︷ ︸
s1

β + a0

)

︸ ︷︷ ︸
s0
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Algorithmus 1.8. (Umwandlung einer β-Zahl in eine Dezimalzahl)
Berechnet man für eine im Stellenwertsystem zur Basis β gegebene ganze Zahl
a = v · (anan−1 . . . a1a0)β

, v ∈ {+1, −1}, ausgehend von sn = an, nacheinander
die Größen

sk = β · sk+1 + ak , k = n−1, n−2, . . . , 1, 0 ,

dann ist a = v · s0 im Dezimalsystem.

Umgekehrt folgt aus dem letzten Zwischenergebnis

a = v · s0 = v · (s1 · β + a0) ,

dass a0 als der Rest der Division der ganzen Zahl s0 durch β angesehen werden kann:
s0

β
= s1 +

a0

β
oder

s0

β
= s1 Rest a0

Geht man schrittweise weiter zurück, so folgen die nächsten β-Ziffern a1, a2 und so weiter.

Algorithmus 1.9. (Umwandlung einer Dezimalzahl in eine β-Zahl)
Berechnet man für eine im Dezimalsystem gegebene ganze Zahl a, ausgehend von
s0 = |a|, aus der Gleichung

sk

β
= sk+1 Rest ak

nacheinander für k = 0, 1, 2, . . . die Größen s1 und a0, s2 und a1 usw., bis für ein
k = n der Wert sn+1 = 0 ist, dann ist mit den auf diese Weise gewonnenen Ziffern
a0, a1, . . . , an ∈ {0, 1, . . . , β−1} die β-Darstellung von a gegeben durch

a = v · (anan−1 . . . a1a0)β
,

wobei v ∈ {−1, 1} das Vorzeichen von a bezeichnet.

Die Zahl 2004 besitzt demnach wegen
2004

2 = 1002 Rest 0 (= a0)
1002

2 = 501 Rest 0 (= a1)
501
2 = 250 Rest 1 (= a2)

250
2 = 125 Rest 0 (= a3)

125
2 = 62 Rest 1 (= a4)
62
2 = 31 Rest 0 (= a5)
31
2 = 15 Rest 1 (= a6)
15
2 = 7 Rest 1 (= a7)
7
2 = 3 Rest 1 (= a8)
3
2 = 1 Rest 1 (= a9)
1
2 = 0 Rest 1 (= a10)

6

die Dualdarstellung
2004 = (+1) · (11111010100)

2
.
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Rechnerintern wird eine ganze Zahl a = v · |a| als Dualzahl durch eine Reihe von Bits
(”binary digits”) abgespeichert, gewöhnlich in zwei oder vier Bytes (1 Byte = 8 Bits).
Bei einer 2-Byte-Hinterlegung bedeutet das:

1. Byte 2. Byte

µ ... α14 α13 α12 α11 α10 α9 α8 α7 α6 α5 α4 α3 α2 α1 α0

Das Vorzeichen wird dann über

µ =
{

0 , falls v = +1
1 , falls v = −1

gewählt, und im Fall einer positiven Zahl entsprechen α14 bis α0 den Dualziffern von a:

a = (+1) · (α14α13 . . . α1α0)2

Als größte darstellbare positive Zahl ergibt sich dann

a = (+1) · (111111111111111)
2

=
14∑

k=0

1 · 2k =
215 − 1
2− 1

= 32 767 .

Damit eine Subtraktion auf eine Addition über a − b = a + (−b) zurückgeführt werden
kann, werden negative Zahlen rechnerintern durch ein Komplement dargestellt, d. h. im
Fall µ = 1 bzw. v = −1 stimmen die Hinterlegungen αk nicht mehr mit den Dualziffern
ak der Zahl a = (−1) · (a14a13 . . . a1a0)2 überein.

Vorsicht ist geboten, wenn bei einer Addition oder Subtraktion das Ergebnis nicht mehr
im darstellbaren Bereich liegt: Addiert man beispielsweise bei einer 1-Byte-Zahl [größte
darstellbare positive Zahl: 27−1 = 127] 97 = (+1)·(1100001)

2
und 43 = (+1)·(0101011)

2
,

so folgt

0
... 1 1 0 0 0 0 1

+ 0
... 0 1 0 1 0 1 1

1
... 0 0 0 1 1 0 0

d. h. ein Übertrag beeinflusst letztendlich das Vorzeichenbit und führt auf ein völlig in-
plausibles negatives Resultat! Solche Effekte treten leider häufiger auf, ohne dass vom
Rechnersystem eine Fehlermeldung oder zumindest eine Warnung ausgesprochen wird.
Deshalb ist bei Rechnerergebnissen stets eine Prüfung auf Plausibilität erfor-
derlich!

1.2.2 Darstellung reeller Zahlen

Jede nicht ganze, reelle Zahl a besitzt eine Entwicklung der Form

a = v ·

(
n∑

k=0

ak10k +
∞∑

k=1

bk10−k

)
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mit einem Vorzeichen v ∈ {−1, 1} und Ziffern ak, bk ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, wobei
mindestens ein Term

bk10−k 6= 0

auftritt. Die Dezimaldarstellung einer nicht ganzen Zahl heißt Dezimalbruch. Im Dezi-
malbruch einer Zahl a wird zwischen a0 und b1 ein Punkt, der sog. Dezimalpunkt , gesetzt:

a = v · anan−1an−2 . . . a1a0 . b1b2 . . . bt . . . (1.3)

Die rechts vom Punkt notierten Stellen heißen Dezimalstellen oder Dezimalen. Gibt es
in einem Dezimalbruch eine Dezimale bj 6= 0, so dass alle folgenden Dezimalen bj+1 =
bj+2 = ... = 0 sind, dann heißt der Dezimalbruch endlich, andernfalls unendlich. Eine
Darstellung (1.3) mit endlich vielen Dezimalstellen heißt Festpunktdarstellung .
Demnach vergegenwärtigt 2 1

8 = 2.125 einen endlichen Dezimalbruch und 1
3 = 0.3333 . . .

nicht. Dezimalbruchdarstellungen sind, abgesehen vom Sonderfall der Neunerperiode
(z. B. ist −1.29999 . . . = −1.29 = −1.3), eindeutig.

In einem Stellenwertsystem zur Basis β gilt analog die allgemeine Darstellung

a = v ·

(
n∑

k=0

ak βk +
∞∑

k=1

bk β−k

)
= v · (anan−1 . . . a1a0 . b1b2 . . .)

β

mit v ∈ {+1, −1} und ak, bk ∈ {0, 1, . . . , β−1}; der Index β verweist wieder auf das
zugrunde liegende Stellenwertsystem und entfällt nur im vertrauten Fall β = 10. Der
zwischen den Ziffern a0 und b1 gesetzte Punkt heißt nun β-Punkt , und man nennt
(anan−1 . . . a1a0)β

– manchmal auch unter Berücksichtigung des Vorzeichens v – den
ganzzahligen Anteil und (. b1b2b3 . . .)

β
den gebrochenen oder fraktionierten Anteil von

a. Der Sonderfall β = 2 führt nun zur Dualbruchdarstellung einer reellen Zahl. Gibt es
nur endliche viele ”Nachkomma“-Stellen, so spricht man von einem endlichen β-Bruch,
andernfalls von einem unendlichen β-Bruch.

Es gilt der

Hilfssatz 1.10.
Jede rationale Zahl p/q mit teilerfremden p ∈ Z und q ∈ N wird durch einen endlichen
oder durch einen unendlichen periodischen Dezimal- oder Dualbruch dargestellt, jede
irrationale Zahl durch einen unendlichen nicht periodischen Dezimal- oder Dualbruch.

Zur Umwandlung reeller Zahlen in ein β-System reicht es, den ganzzahligen Anteil – siehe
Abschnitt 1.2.1 – und den gebrochenen Anteil unabhängig voneinander zu konvertieren.
Beispielsweise folgt mit β = 2 aus

0.625 = (+1) · (. b1b2b3 . . .)
2

mit bk ∈ {0, 1}
= b1 2−1 + b2 2−2 + b3 2−3 + . . .

durch Multiplikation mit β = 2

1.25 = b1 + b2 2−1 + b3 2−2 + . . .

= (b1 . b2b3 . . .)
2
.
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Somit entspricht b1 dem ganzzahligen Anteil 1 von 1.25 und weiter

0.25 = (. b2b3 . . .)
2

= b2 2−1 + b3 2−2 + . . .

Fährt man nun mit einer erneuten Multiplikation mit β = 2 fort

0.5 = (b2 . b3 . . .)
2

= b2 + b3 2−1 + . . . ,

so führt der Vergleich der ganzzahligen und der gebrochenen Anteile in dieser Gleichung
auf b2 = 0 und 0.5 = (. b3b4 . . .)

2
. Der nächste gleichartige Schritt ergibt über

1.0 = (b3 . b4 . . .)
2

= b3 + b4 2−1 + . . .

schließlich b3 = 1 und bk = 0 für k ≥ 4. Mithin gilt

0.625 = (+1) · (. 101)
2
,

was auch plausibel ist, denn 0.625 ist die Summe von 1
2 = 2−1 und 1

8 = 2−3.

Allgemein formuliert heißt das:

Algorithmus 1.11. (Umwandlung einer echt gebrochenen Zahl in einen β-Bruch)
Gegeben sei eine echt gebrochene Zahl a, −1 < a < 1.
Berechnet man, ausgehend von c0 = |a|, für k = 1, 2, 3, . . . nacheinander die Größen

bk = int (β · ck−1) ”ganzzahliger Anteil von β · ck−1“,
ck = β · ck−1 − bk ”echt gebrochener Anteil von β · ck−1“,

dann ist
a = v · (. b1b2b3 . . .)

β
,

wobei v ∈ {−1, 1} das Vorzeichen von a wiedergibt.

Die Berechnung wird abgebrochen, wenn hinreichend viele ”Nachkomma“-Stellen
ermittelt wurden.

Beispiel 1.12.
Algorithmus 1.11 führt mit a = 0.1 auf die folgenden Größen für das Dualsystem:

b1 = int (0.2) = 0 , c1 = 0.2
b2 = int (0.4) = 0 , c2 = 0.4
b3 = int (0.8) = 0 , c3 = 0.8
b4 = int (1.6) = 1 , c4 = 0.6
b5 = int (1.2) = 1 , c5 = 0.2
b6 = int (0.4) = 0 , c6 = 0.4

. . . . . .

Man erkennt, dass sich die Dualziffernfolge periodisch wiederholt:

0.1 = (+1) · (. 00011001100110011 . . .)
2

= (+1) · (. 00011)
2
.

Mithin entspricht 0.1 einem unendlichen periodischen Dualbruch. �
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Definition 1.13. (Tragende Ziffern)
Alle Ziffern in der β-Darstellung einer Zahl a = v · (anan−1 . . . a0 . b1b2 . . .)

β
mit

v ∈ {+1, −1} und ak, bk ∈ {0, 1, . . . , β−1}, beginnend mit der ersten von Null
verschiedenen Ziffer (an 6= 0), heißen tragende Ziffern.

Beispiel 1.14.

a = 0.0024060 besitzt 7 Dezimalen und 5 tragende Ziffern,
a = 1573800 besitzt keine Dezimalen und 7 tragende Ziffern.
a = 47.110 besitzt 3 Dezimalen und 5 tragende Ziffern.
a = 0.1 besitzt 1 Dezimale und 1 tragende Ziffer.

Für die letzte Zahl ergibt sich im Dualsystem a = (0.00011)
2
, eine Zahl mit unendlich

vielen Dualstellen und somit unendlich vielen tragenden Ziffern. �

Definition 1.15. (Normalisierte Gleitpunktdarstellung)
Jede reelle Zahl a 6= 0 kann als β-Zahl in der Form

a = v · (. d1d2d3 . . . dsds+1 . . .)
β
· βk (1.4)

für ein k ∈ Z dargestellt werden, wobei v ∈ {+1, −1} das Vorzeichen von a angibt
und d1 6= 0 gilt. (1.4) heißt normalisierte β-Gleitpunktdarstellung von a,
m = (. d1d2d3 . . .)

β
ihre β-Mantisse, und k ihr β-Exponent . Besitzt die Mantisse

s tragende Ziffern, s ∈ N, so heißt sie s-stellig.

So besitzen a = 346.5201 und b = −0.005386 im Dezimalsystem die normalisierten
Gleitpunktdarstellungen

a = 0.3465201 · 103 (7-stellige Mantisse),
b = −0.5386 · 10−2 (4-stellige Mantisse).

Einem Computer stehen für Berechnungen nur endlich viele in ihm darstellbare Zah-
len, die Maschinenzahlen, zur Verfügung. Die Mantissen m dieser Maschinenzahlen ha-
ben gewöhnlich eine feste Anzahl von Ziffern. Ferner ist der Exponent k ∈ Z durch
−k1 ≤ k ≤ k2 mit k1, k2 ∈ N begrenzt. Eine weltweit gültige Norm nach ANSI (Ame-
rican National Standards Institute) und IEEE (Institute of Electrical and Electronics
Engineers) schreibt für reelle Zahlen, als Dualbruch mit 4 Bytes (= 32 Bits) im Rechner
hinterlegt, das Format

µ ... e1 . . . e8
... d2 d3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . d24


