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CHAPITRE P R E M I E R  

ALGÈBRES DE LIE 

Dans les paragraphes 1, 2 et 3, K désigne u n  anneau commu- 
tatif ayant u n  élément unité. A u  paragraphe 4, K désigne u n  corps 
commutatif. Dans les paragraphes 5 ,  6 et 7, K désigne un corps 
commutatif de caractéristique 0 l. 

5 1. Définition des algèbres de Lie 

1. Algèbres 

Soit M un module unitaire sur K, muni d'une application 
bilinéaire (x, y )  i-+ xy de M x M dans M. Tous les axiomes des 
algèbres sont vérifiés à l'exception de l'associativité de la multi- 
plication. Par abus de langage, on dit que M est une algèbre non 
nécessairement associative sur K, ou parfois, quand aucune 
confusion ne peut en résulter, une algèbre sur K. Dans le présent 
no, nous emploierons cette dernière terminologie. 

Si on munit le K-module M de la multiplication (a, y)  i-, yx, 
on obtient encore une algèbre qui est dite opposée a l'algèbre pré- 
cédente. 

Un sous-K-module N de M stable pour la multiplication est 
muni de manière évidente d'une structure d'algèbre sur K. On 

Les propositions démontrées dans ce Chapitre s 'appuient exclusive- 
ment su r  11:s propriétés établies dans les livres 1 à VI ,  e t  sur  quelques 
résultats de  .,llg. conzm., chap.  I I I ,  S 2. 



dit que N est une sous-algèbre de M. On dit que N est un idéal à 
gauche (resp. à droite) de M si les conditions X E  Pi, y e M en- 
traînent yx E N (resp. xy = N). Si N est à la fois un idéal à gauche 
et un idéal à droite, on dit que N est un idéal bilatère de M. Dans ce 
cas, la multiplication dans M permet de définir, par passage au 
quotient, une multiplication bilinéaire dans le module quotient 
MIN, de sorte que MIN est muni d'une structure d'algèbre. On 
dit que MIN est l'algèbre quotient de M par N. 

Soient Ml e t  M, deux algèbres sur K, et  cp une application de 
M, dans M,. On dit que cp  est un homomorphisme si cp  est K-li- 
néaire, et si cp(xy) = cp(x)cp(y) pour x = Ml, y a Ml. Le noyau 
de q, est un idéal bilatère de Ml, et l'image de <p est une sous- 
algèbre de M,. Par passage au quotient, cp définit un isomorphisme 
de l'algèbre Ml/N sur l'algèbre q(Ml). 

Soit M une algèbre sur K. Une application D de M dans 
M est appelée une dérivation de M si elle est K-linéaire et  si 
D ( q )  = (Dx)y + %(Dy), quels que soient X E  M et y E M. Cette 
définition généralise la déf. 3 d'Alg., chap. IV, 3 4, no 3. Le 
noyau d'une dérivation de M est une sous-algèbre de M. Si 
Dl et D, sont des dérivations de M, alors DlD2 - D,Dl est une 
dérivation de M (cf. Alg., chap. IV, 5 4, no 3, prop. 5 : la dé- 
monstration de cette proposition n'utilise pas l'associativité de 
l'algèbre). 

Soient Ml et M, deux algèbres sur K. Sur le K-module pro- 
duit M = Ml x M,, définissons une multiplication en posant 

(XI, s 2 ) ( ~ 1 7  ~ 2 )  = ( ~ 1 ~ 1 ,  ~ 2 ~ 2 ) '  quels que xl, y1 dans x27 y2 
dans M,. L'algèbre ainsi définie s'appelle l'algèbre produit de Ml 
et M,. L'application xl » (x17 O) (resp. x, K- (O, x,)) est un isomor- 
phisme de Ml (resp. M,) sur un idéal bilatère de M. Par ces isomor- 
phismes, on identifie Ml et M, à des idéaux bilatères de M. Le K- 
module M est alors somme directe de M, et M,. Réciproquement, 
soient M une algèbre sur K, et Ml, M, deux idéaux bilatères de M tels 
que M soit la somme directe de Ml et M,. On a M,M, c Ml n M, = { 0 1 ; 
donc, si x,, y, appartiennent à Ml et x,, y, à M,, alors 
(xi + x2)(yi + yz) = xly, + x,y,, de sorte que M s'identifie à 
l'algèbre produit Ml x M,. Tout idéal à gauche (resp. à droite, 
bilatère) de Ml est un idéal à gauche (resp. à droite, bilat8re) 



de M. Nous laissons au lecteur le soin de formuler les résultats 
analogues dans le cas d'une famille finie quelconque d'algèbres. 

Soit M une algèbre sur K, et  supposons que le K-module 
M admette une base Il existe un système unique 
(nYli)(iiiP,V)ELXLXri d'éléments de K tels que aha, = Xyl,av quels 

v 

que soient A, p dans L. Les.ylUv s'appellent les constantes de struc- 
ture de M par rapport à la base (al). 

Soient M une algèbre sur K, K, un anneau commutatif ayant 
un élément unité,' p un homomorphisme- de &- dans K transfor- 

- - - 
- - - - - -  

man t lFélément unité en élément unité. Alors, M peut être considéré 
comme algèbre sur K, en posant cc .  x = p(u) . x pour a e K,, x E M. 
Il en est ainsi, en particulier, lorsqu'on prend pour K, un sous- 
anneau de K contenant l'élément unité, et pour p l'application 
identique de K,, dans K. 

Soient M une algèbre sur K, KI un anneau commutatif ayant 
un élément unité, o un homomorphisme de K dans KI transfor- 
mant l'élément unité en élément unité. Soit M(gx,o) = le 
KI-module déduit de M par extension à K, de l'anneau des sca- 
laires (Alg . ,  chap. II, 3e éd., 9 5). Le produit dans M définit cano- 
niquement une application KI-bilinéaire de M(KJ x M(K,) dans 
M<K,) (Alg., chap. IX, § 1, no 4 ) ,  de sorte que M(K,) se trouve 
muni d'une structure d'algèbre sur K, (qui est dite déduite de M 
par extension à KI de l'anneau des scalaires). Il en est ainsi, en 
particulier, lorsque K est-un sous--anneau de K I  contenant l'%lé- 

- - - - - - - - - - - - - - - -  

ment unité et que a est l'application identique de K dans KI. 

2. Algèbres de Lie 

~ É F I N I T ~ O N  1. - Une algèbre g sur K est appelée une algèbre 
de Lie  sur K si sa multiplication (notce (x, y )  H [x, y]) vérifie les 
identités : 

(1) [x, XI = O 
(2) Lx7 [Y> 211 + [Y, [z> xll f [z, [x' y11 = 0 
quels pue soient x, y, z dans g. 

Le produit [s, y] est appelé le crochet de x et y. L'identité (2) 
est appelée l'identité de Jacobi. 



Le crochet [x, y] est une fonction bilinéaire alternée de x, y. 
On a donc l'identité : 

de sorte que l'identité de Jacobi peut s'écrire : 

Toute sous-algèbre, toute algèbre quotient d'une algèbre de 
Lie sont des algèbres de Lie. Tout produit d'algèbres de Lie est 
une algèbre de Lie. Si g est une algèbre de Lie, l'algèbre opposée 
go est une algèbre de Lie, et l'application x » - x est un isomor- 
phisme de g sur go, en vertu de l'identité (3). 

Exemple 1. - Soit L une algèbre associative sur K. Le cro- 
chet [x, y] = xy - yx est une fonction bilinéaire de x et  y. On véri- 
fie facilement que la loi de composition (x, y) t+ [x, y] dans le 
K-module L fait de L une algèbre de Lie sur K. 

Exemple 2. - Dans l'exemple 1, choisissons pour L l'algèbre 
associative des endomorphismes d'un K-module E. On obtient 
l'algèbre de Lie des endomorphismes de E, notée gl(E). (Si E = Kn, 
on note gl(n, K) l'algèbre de Lie gl(E).) 

Toute sous-algèbre de Lie de gl(E) est une algèbre de Lie sur 
K. En  particulier : 

10 Si E est muni d'une structure d'algèbre (non nécessairement 
associative), les dérivations de E forment une algèbre de Lie sur K. 

20 Si E admet une base finie, les endomorphismes de E de 
trace nulle forment une algèbre de Lie sur K, qu'on désigne par 
sI(E) (ou par d (n ,  K) si E = K"). 

30 L'ensemble &(K) des matrices carrées d'ordre n peut être 
considéré comme une algèbre de Lie sur K canoniquement iso- 
morphe à gI(n, K). Soit (E,) la base canonique de &(K) (Alg., 
chap. II, 3e éd., 5 10, no 3). On a facilement : 



On note t(n, K) (resp. 5f(n, K), n(n, K)) la sous-algèbre de 
Lie de &(K) formée des matrices triangulaires (resp. triangulaires 
de trace nulle, resp. triangulaires de diagonale nulle) (Alg., 
chap. II, 3e éd., $ 10, no 7). 

* Exemple 3. - Soit V une variété indéfiniment différentiable 
réelle. Les opérateurs différentiels à coefficients réels indéfiniment 
différentiables sur V constituent une algèbre associative sur R, 
donc, d'après l'exemple 1, une algèbre de Lie A sur R. Le crochet 
de deux champs de vecteurs indéfiniment différentiables sur V 
est un champ de vecteurs indéfiniment différentiable, donc les 
champs de vecteurs indéfiniment différentiables sur V constituent 
une sous-algèbre de Lie f de A. Si V est un groupe de Lie réel, les 
champs de vecteurs invariants à gauche constituent une sous- 
algèbre de Lie g de f appelée algèbre de Lie de V. L'espace vecto- 
riel g s'identifie à l'espace tangent à V en e (élément neutre de V). 
Soient V' un autre groupe de Lie réel, e' son élément neutre, g' 
son algèbre de Lie. Tout homomorphisme analytique de V dans V' 
définit une application linéaire de l'espace tangent à V en e dans 
l'espace tangent à V' en e' ; cette applicaticin est un homomor- 
phisme de l'algèbre de Lie g dans l'algèbre de Lie gr. Si V est le 
groupe linéaire d'un espace vectorieI réel E de dimension finie, 
il existe un isomorphisme canonique de gI(E) sur l'algèbre de Lie 
g de Ir, par lequel on identifie g et gl(E)., 

DÉFINITION 2. - Soient g une algèbre de Lie, x un élément de 
g. L'application linéaire y w [x, y] de g dans g s'appelle l'applica- 
tion linéaire adjointe de z et se désigne par adg & ou par ad x. 

PROPOSITION 1. - Soit g une algèbre de Lie. Pour tout X E  g, 
ad x est une dérivation de g. L'application x I+ ad x est un homo- 
morphisme de l'algèbre de Lie g dans l'algèbre de Lie b des dériva- 
tions de g. Si D = b et x = g, on a [D, ad x] = ad (Dx). 

En effet, l'identité (4) peut s'écrire : 



d'où les deux premières assertions. D'autre part, si D E b, x E g, 
y E g, on a [D, ad XI. y = D([x, y]) -[x ,  Dy] = [Dx, y] = (ad Dx) .y, 
d'oh la dernière assertion. 

L'application ad x s'appelle aussi la dérivation intérieure 
définie par x. 

3. Algèbres de I/ie cornrnutatùves 

DÉPINITION 3. - Deux éléments x, y d'une algèbre de Lie sont 
dits permutables lorsque [x, y] = O. On dit que g est commutative si 
deux guelco~pues de ses éléments sont permutables. 

Exemple 1. - Soient L une algèbre associative, g l'algèbre 
de Lie qu'elle définit (no 2, Exemple 1). Deux éléments x, y sont 
permutables dans g si e t  seulement si xy = yx dans L. 

*Exemple 2. - Si un groupe de Lie réel G est commutatif, 
son algèbre de Lie est commutative. * 

Tout K-module peut évidemment être muni, d'une manière 
unique, d'une structure d'algèbre de Lie commutative sur K. 

Si g est une algèbre de Lie, tout sous-module monogène de 
Q est une sous-algèbre de Lie commutative de g. 

Il résulte de l'identité (3) que, dans une algèbre de Lie g, il 
n'y a pas à distinguer entre les idéaux à gauche et les idéaux à 
droite, tout  idéal étant bilatère. On parlera donc simplement 
d'idéal. 

*Exemple. - Soient G un groupe de Lie, g son algèbre de Lie, 
H un sous-groupe de Lie de G. Tout champ de vecteurs invariant 
à gauche sur H définit canoniquement un champ de vecteurs inva- 
riant à gauche sur G, d'où une injection canonique de l'algèbre 
de Lie E) de H dans g ; on identifie E) à une sous-algèbre de Lie de 
g par cette injection. Si H est distingué dans G, l'image canonique 
de E) dans g est un idéal de g.* 
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Un idéal de g est un sous-module de g stable pour les dériva- 
tions intérieures de g. 

DÉFINITION 4. - U n  sous-module de g stable pour toute 
dérivation de g est appelé u n  idéal caractéristique de 9. 

PROPOSITION 2. - Soient g une algèbre de Lie,  a u n  idéal 
(resp. u n  idéal caractéristique) de g, et b u n  idéal caractéristique de 
ci. Alors, b est u n  idéal (resp. u n  idéal caractéristique) de g. 

En effet, toute dérivation intérieure (resp. toute dérivation) 
de g laisse stable a et induit dans a une dérivation, donc laisse 
stable b. 

Soient g une algèbre de Lie. Si a et b sont des idéaux de g, 
a + b et a n b sont des idéaux de g. 

Soient a et b deux sous-modules de g. Par abus de notations, 
on notera [a, b] le sous-module de g engendré par les éléments de 
la forme [x, y] (x E a, y E b). On a [a, b] = [b, a] d'après l'identité (3). 
Si z E g, on note [z, a], ou [a, z], le sous-module [Kz, a] = (ad z) (a). 

PROPOSITION 3. - S i  a et b sont des idéaux (resp. des idéaux 
caractéristiques) de g, [a, b] est u n  idéal (resp. u n  idéal caractéris- 
tique) de g. 

E n  effet, soit D une dérivation intérieure (resp. une dérivation 
quelconque) de g. Si x E a et y E b, on a 

D([x, YI) = CDx, y1 + Cx, Dy1 [a, bl. 

D'où la proposition. 

Si a est un sous-module de g, l'ensemble des x a  g tels que 
(ad x) . a c a est une sous-algèbre n de g, appelée normalisateur de 
a dans g. Si de plus a est une sous-algèbre de g, on a act t ,  et a 
est un idéal de n. 

5. Série dérivée, série centrale descendante 

On appelle idéal dérivé d'une algèbre de Lie g, et on note 029, 
l'idéal caractéristique [g, 91. 

Tout sous-module de g contenant a g  est un idéal de g. 



On appelle série dérivée de g la suite décroissante @g, 0219, . . . 
d'idéaux caractéristiques de g définis par récurrence de la ma- 
nière suivante : 1) a O g  = g ; 2) W 1 g  = [aPg,  Opg]. 

On appelle série centrale descendante de g la suite décroissante 
C1g, e2g, ... d'idéaux caractéristiques de g définis par récurrence 
de la manière suivante : 1) C1g = g ; 2) C"pflg = [g, @g]. On a 
e2g = a g ,  et @+lg 2 d b g  pour tout p, comme on le voit aussitôt 
par récurrence sur p. 

PROPOSITION 4. - Soient g et ij deux algèbres de L ie  sur K ,  
et f u n  homomorphisme de g sur Jj. On a f(#g) = Opb, f(@g) = Pb. 

Si a et b sont des sous-modules de g, on a aussitôt /([a, b]) = 

[f(a), f(b)]. La proposition est alors immédiate par récurrence sur p. 

COROLLAIRE. - Soient g une algèbre de Lie ,  a un idéal de g. 
Pour que l'algèbre de Lie  g/a soit commutative, il faut et il su f i t  
que a 2 029. 

En  effet, dire que g/a est commutative revient à dire que 
OJ(g/a) = ( O ). Or, a(g/a)  est, d'après la prop. 4, l'image cano- 
nique de O g  dans g/a. 

6 .  Série centrale ascendante 

Soient g une algèbre de Lie, et P une partie de g. On appelle 
commutant de P dans g l'ensemble des éléments de g permutables 
a ceux de P. Ce commutant est l'intersection des noyaux des ad y, 
ou y parcourt P ; c'est donc une sous-algèbre de g. 

PROPOSITION 5. - Soient g une algèbre de Lie ,  a un idéal 
(resp. u n  idéal caractéristique) de g. L e  commutant a' de a dans g 
est u n  idéal (resp. u n  idéal caractéristique) de g. 

En effet, soit D une dérivation intérieure (resp. une dérivation 
quelconque) de g. Si x é a' et y E a, on a 

donc Dx E a'. D'OU la proposition. 



Soit g une algèbre de Lie. On appelle centre de g le commutant 
de g dans g, c'est-à-dire l'idéal caractéristique des x E Q tels que 
[x, y] = O pour tout y E g. Le centre de g est le noyau de l'homo- 
morphisme x » ad x. 

On appelle série centrale ascendante de g la suite croissante 
e,g, Gg, . . . d'idéaux caractéristiques de g définis par récurrence 
de la manière suivante : 1) (?,-,g = 101 ; 2) G+,g est l'image réci- 
proque, pour l'application canonique de g sur g/($,g, du centre 
de g$,g. - - - - - - - - - - 

- - - - - - - - - -  - -  

L'idéal e,g est le centre de g. 

7. Extensions 

DÉFINITION 5.  - Soient a et b deux algèbres de Lie sur K. O n  
appelle extension de b par a une suite : 

o ù  g est une algèbre de Lie  sur K, O& p  est un homomorphisme sur- 
jectif de g sur b, et o ù  A est un homomorphisme injectif de a sur le 
noyau de p. 

Le noyau n de p  s'appelle le noyau de l'extension. L'homo- 
morphisme A est un isomorphisme de a sur n et I'homomorphisme 
p définit un isomorphisme de g/n sur b par passage au quotient. 
- - Par-abus de langage, on ditaussique g est extensionde b para.  

Deux extensions : 

sont dites équivalentes s'il existe un homomorphisme f de g dans g' 
tel que le diagramme suivant : 

soit commutatif (c'est-à-dire tel que f O A = A', p'o f = p). Moï&- 
trons qu'un tel homomorphisme est nécessairement bijectif. 



D'abord f est injectif. En  effet, si X E  g est tel que f(x) = O, on a 
p(x) = pr(f(x)) = O, donc x = A(y) avec un y a a ; et ~ ' ( y )  = 

f(A(y)) = f(x) = O, donc y = O, donc x = O. D'autre part, f est 
surjectif. E n  effet p ' o  f = p est surjectif, donc f ( g )  + A f ( a )  = gr ; 
et par ailleurs f ( g )  f ( A ( a ) )  = A r ( a ) .  

Il résulte de là que la relation qu'on vient de définir entre 
deux extensions de b par a est une relation d'équivalence. 

PROPOSITION 6. -- Soient : 

une extension de b par a,  et n son noyau. 
a) S'il existe une sous-algèbre m de g supplémentaire de n dans 

g, la restriction de p à m est un isomorphisme de  m sur b. Si  v 

désigne l'isomorphisme réciproque de cette restriction, v est un homo- 
morphisme de b dans g ,  et po v est l'automorphisme identique de  b. 

b)  Réciproquement, s'il existe un homomorphisme v de  b dans g 
tel que v soit l'automorphisme identique de b, alors v(b) est une 
sous-algèbre supplémentaire de n dans g. 

Les assertions de a) sont immédiates. D'autre part, soit v un 
homomorphisme de b dans g tel que p o  v soit l'automorphisrne 
identique de b. Alors, v(b) est une sous-algèbre de g ,  et  g est 
somme directe de v(b) et de -$(O) = n (Alg., chap. VIII, $ 1 ,  no 1). 

DEFINITION 6. - Soient : 

une extension de  b par a ,  et n son noyau. On dit que cette extension 
est inessentielle (resp. triviale) s'il existe une sous-algèbre (resp. 
un idéal) de g supplémentaire de n dans g. On dit que cette extension 
est centrale si n est contenu dans le centre de g. 

Si l'extension est triviale, soit m un idéal de g supplémentaire 
de n dans g. Alors (cf. no 1) g s'identifie canoniquement à l'algèbre 
de Lie m x n, donc à l'algèbre de Lie a x 6. Réciproquement, 
soient a et b deux algèbres de Lie ; alors a x b est extension triviale 
de a par b. 

Une extension centrale et inessentielle est triviale. En effet, 



soient g une algèbre de Lie, n un idéal de g contenu dans Ie centre 
de g, et  m une sous-algèbre de g supplémentaire de n dans g. On a 
[nt, g] = [nt, nt] + [m, n] = [nt, nt] c m, donc m est un idéal de g. 

8. Produits semi-directs 

Soient a et b deux algèbres de Lie sur K. Il n'est pas facile de 
construire toutes les extensions de b par a. Mais nous allons décrire 
assez simplement les extensions inessentielles de b par a. 

Soit g une extension inessentielle de b par a. Identifions a à un 
idéal de g, b à une sous-algèbre de g supplémentaire de a, et le 
module g au module a x b. Pour tout b E b, soit cpb la restriction à 
a de adg b ; c'est une dérivation de a, et l'application b » cpb est un 
homomorphisme de b dans l'algèbre de Lie des dérivations de a. 
D'autre part, pour a, a' dans a et b,b' dans b, on a : 

Réciproquement, soient a et b des algèbres de Lie sur K, et 
b i-t rgb un homomorphisme de b dans l'algèbre de Lie des dériva- 
tions de a. Dans le produit g des K-modules  a et b, définissons le 
crochet de deux éléments en posant : 

quels que soient a, a' dans a, b, b' dans b. Il est immédiat que ce 
crochet est une fonction bilinéaire et alternée de (a, b), (a', b') ; 
montrons que, étant donnés 3 éléments (a, b), (a', b'), (a", b") de 
a x b , o n a :  

Comme le premier membre de (7) est une fonction trilinéaire alter- 
née de (a, b), (a', b'), (a", bu),  il sufit  de faire la vérification quand 
ce système d'éléments a l'une des formes suivantes : 


