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PRÉFACE À L A  SECONDE ÉDITION 

Les principales modifications apportées au texte du chapitre V 
portent sur les points suivants. 

L'intégrale supérieure essentielle possédant, à bien des 
égards, des propriétés plus satisfaisantes que l'intégrale supérieure 
ordinaire (voir surtout la prop. 11 du 5 l), le paragraphe qui lui 
est consacré a été développé. De même, on a traité avec plus de 
détail la théorie des familles sommables de mesures positives ( 5  2). 

La notion de diffusion a été introduite au paragraphe 3 ; celle 
de famille y-adéquate de mesures positives a été légèrement 
généralisée, de manière à permettre la composition des diffusions. 

Les mesures complexes ont été traitées de manière plus 
systématique; cela n'a exigé la plupart du temps que des change- 
ments mineurs, sauf au paragraphe 5, où l'on a dû abandonner 
partiellement le point de vue des espaces de Riesz. 

Enfin, diverses démonstrations ont été modifiées, pour 
permettre l'extension ultérieure des resultats au cas des espaces 
séparés non nécessairement localement compacts, qui seront 
traités au chapitre IX. 

Nancago, automne 1965 
N. Bourbaki 
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C H A P I T R E  V I  

INTÉGRATION VECTORIELLE 

D a n s  ce chapitre,  s i  F désigne u n  espace vectoriel localement 
convexe séparé ( s u r  R o u  C ) ,  o n  note F' s o n  d u a l ,  F" s o n  bidual ,  
FI* le dua l  algébrique de F' (espace de toutes les formes l inéaires s u r  
F r )  ; F" est un sous-espace vectoriel de FI*, et F s ' identi f ie ( e n  tan t  
qu'espace vectoriel s a n s  topologie) à un sous-espace vectoriel de F". 
O n  désigne par  F, l'espace vectoriel F m u n i  de l a  topologie a f a i b l i e  
a ( F ,  F r )  ; les qual i f icat i f s  c faible )> et G faiblement >> se rapportent ci 
cette topologie. 

D a n s  ce chapitce, T désigne un espace localement compact,  &(T) 
o u  i l i ( T )  (resp. JCc(T)) l'espace vectoriel des fonctions réelles (resp. 
complexes)  sur  T, cont inues  et à suppor t  compact ; pour toute partie A 
d e  T ,  X ( T ,  A) (resp. &(T, A)) désigne le sous-espace de  X(T) 
(resp. &(T))  formé des  fonctions dont le support  est contenu d a n s  A. 
S a u f  men t ion  expresse d u  contraire, l 'espace X ( T )  (resp. &(T)) sera 
muni de l a  topologie l imi t e  induct ive  des topologies de l a  convergence 
un i forme  s u r  chacun  des  sous-espaces X(T, K )  (resp. &(T, K)),  
K parcourant l 'ensemble des parties compactes de  T .  

Rappelons que cette topologie est plus fine que la topologie 
de la convergence uniforme, e t  par suite est séparée ; elle induit 
sur chacun des JC(T, K )  (resp. &(T, K ) )  la topologie de la  conver- 
gence uniforme ( E s p .  aect. top., chap. I I ,  s 2, no 4, Remarque  3). 
L'espace &(T) s'identifie à l'espace obtenu à partir dé X ( T )  par 
extension des scalaires de R à C. Dire qu'une forme linéaire sur 
X(T) est une mesure  revient à dire qu'elle est cont inue ( E s p .  oect. 
top., chap. I I ,  5 2, no 4). 



1 Intégration des fonctions vectorielles 

Dans ce paragraphe, p désigne une mesure positive sur T et  
E' ilil espace vectoriel localement convexe séparé sur R. Pour 
toute  application f de  T dans F, e t  tou t  élément z' d u  dual F' tlc F ,  

/ 1 on désignera par  ( f .  z') ou , z , f j  la  fonction numérique z' o f  

sur 7'. Nous dirons que f possède scalairement une propriété P si, 

p u r  tou t  z' E F', ( z ' ,  f i  possède l a  propriété P. Par  exemple, on 

dira que f est sculairer?ieizt essentiellement p.-intégrable si, pour tuiit 

Z' E F', / z', f )  est esseritiellerrient p-intégrable. 

On notera que dans cette définition, la topologie de F n'in- 
tervient que par l'intermédiaire du dual F' de F. Si une fonc- 
tion f possède scalairement la propriété P, elle possède encore 
scalairement la propriété P quand on remplace la topologie de F 
par toute topologie localement convexe séparée compatible avec 
la dualité entre E' e t  Fr. 

1 .  fionctions scalairenzent essentiellement intégvnbles . 
Si f est une application scalairernent essentieIlenlent p.-inté- 

=rable de  T dans F, l'application z' -> ' f ( t ) ,  z ' ,  d : ~ ( t )  est uni: J' 
forme linéaire sur F i ,  c'est-à-dirc un élément d u  diial algP- 
hrique FI*. 

D É F I N I S I O K  1. - O n  appelle intégrale dc f par rapport à p. 

/ 2') /'fdp) - /' : z', f )  d. 

pour tout z' E F' .  

Si f est continue à support  compact, elle est scalairement inté- 
grable e t  l a  déf. 1 coïncide a ï e c  la définition de  l'intégrale de  f 
donnée au  chap. I I I ,  5 4, no 1. D'autre par t ,  si F est un espace de 
Banach et  si f est essentiellement intégrable (chap. V, $ 2, no 2, 
déf. 2), alors f est scalairement essentielleniciit intégrable et  la 



déf'. 1 coiricide avec la dkfinition de l'intégrale de f donnée au 
chap. V, 5 2, no  2 (chap. V, 5 2, no  2, prop. (; et  chap. IV ,  $ 4,  
no 2, cor.  1 du th.  1). 

Exemple. - Soient X un espace localement compact, t - i,, 
une application de T dans l'espace X ( X )  des mesures sur X. Dire 
que la famille t -t i . ~  est ;*-adéquate (chap. V, § 3, no 1, déf. 1) 
signifie qu'elle est formée de mesures positives et que l'application 
t -+ At est scalairement essentiellement [*-intégrable et p-mesurable 
pour la topologie ~ ( 3 i ( X ) ,  X(X)). Son intégrale par rapport à p. 

est la mesure qui a été notée AB;*(t) au chap. V, $ 3, no 4 .  c i -  
Remarques. -- l) Si F est de  dimension finie, toute  applica- 

tion scalairement essentiellement intégrable de  T dans F est 
essentiellement intégrable (cliap. V, $ 2, no 2). Pa r  contre, dans le 
cas gknéral, une fonction scalairement négligeable sur un espace T 
compact peut ne  pas même être :*-mesurahle (exerc. 12). 

2) Il est clair que l'intégrale de f ne dépend que de  l a  classe 
de  f modulo l'espace des applications de  T dans F qui sont scalaire- 
ment  localement ;*-négligeables. On notera qu'une fonction g sca- 
lairement localement négligeable n'est pas nécessairement nulle 
localement presque partout  (exerc. 12). Toutefois, il en est bien 
ainsi lorsqu'il existe dans F' une suite (2;) partout  dense pour la 
topologie u(F1, F) : en effet, si H, est l'ensemble localenlent négli- 

geable des points t E T tels que ( g ( t ) ,  2 ; )  # O, l a  réunion H des H, 

est localement négligeable, e t  pour tou t  t $ H l  on a (g(t),  2 ; )  = O 
pour t o u t  n ,  d'où g( t )  = 0. 

Soit u une application linéaire continue de  F dans un espace 
localement convexe séparé G ; sa transposée ' L L  est une application 
linéaire de Gr  dans  F', e t  l a  transposée (algébrique) '('u) est une 
application linéaire de F r *  dans Gr* qui prolonge u, e t  que nous 
noterons encore u. Avec cette convention : 

PROPOSITION 1. - Si f est une application de T dans F, sca- 
lairement essentiellement p.-intégrable, l'application u 0 f est scalaire- 
ment essentiellement p-intégrable et on a 



En effet, pour tout z' E G', on a (z ' ,  u of) = / t ~ ( ~ ' ) ,  f / . ,  

d'oii la première assertion ; la seconde résulte de la formule 

z', [(u f)dp) = [' z', a 0 f )  dp = (lu(z'), ,/ fdp j == ( z', u (ffdp)} 
En particulier si f est scalairement essentiellement p-inté- 

grable elle reste scalairement essentiellement p-intégrable lors- 
qu'on remplace la topologie de F par une topologie moins fine. 

PROPOSITION 2. - Soit f une application scalairement essen- 
tiellement p-intégrable de T dans F. Pour toute fonction nu- 
mérique g > 0, ;*-mesurable et bornée, l'application t + g(t)f(t) 
(notée gf ou fg) de T dans F est scalairement essentiellement p-inté- 
grable, f est scalairement essentiellenzent (g .  p)-intégrable, et l'on a 

fd(g. p) = fgdp. J J' 
C'est une conséquence immédiate de la formde ( z ' ,  gf, = 

g(  z', f )  pour tout z' E F' et de la f o r m u l e P ( g .  p) = [hgdlr 
L, 

pour toute fonction scalaire h essentiellement +-intégrable (chap. 
V, § 5, no 3, th. 1). 

Uri grand nombre de propositions sur les fonctions numériques 
essentiellernci~t intégrables se transposent mot pour mot en pro- 
positions sur les fonctions vectorielles scalairement essentielle- 
ment intégrables. Signalons parmi les plus importantes les condi- 
tions pour qu'iine fonction soit essentiellement intégrable par 
rapport une mesure définie par une densité (chap. V, 5 5, no 3, 
th. l ) ,  ou par rapport l'image d'une mesure (chap. V, $ 6, no 2, 
th.  l ) ,  ou par rapport a une mesure induite (chap. V, $ 7, no 1, 
th.  l), ou par rapport a la somme d'une famille sommable de 
mesures positives (chap. TT,  $ 3, no 5, prop. 5). Nous laissons ces 
transcriptions a u  lecteur. 

Par  contre, pour obtenir des énoncés correspondant aux théo- 
rèmes sur les intégrales << doubles >> (chap. V, $3,  no 4, th.  1 et  5 8, 
no 1, th.  1 (th. de Lebesgue-Fubini)), il est nécessaire d'en renforcer 
les hypothèses (cf. exerc. 1) ; en appliquant les théorèmes précités 



à chacune des fonctions ( z ' ,  f ) ,  où z' E F r ,  on obtient airisi les 

deux propositions suivantes : 

PROPOSITIOS 3. - Soient  X u n  espace localement compact,  
1 -+ A, une  falrzille y-adéquate (chap. V ,  $ 3,  no 1 ,  déf. 1 )  de mesures  

positives s u r  X, et soit v = , p(t ) .  Soi t  f u n e  appl icat ion de X 
, P d  

dans  F ; o n  suppose  que : 20 f est scalairement v-intkgrable ; 20 il 
existe u n  ensemble S c T, localement p-nc;gligeable, tel que, pour tout 

," 

t e N, f soit scalairement A,-mtdgrahle el q u e p h ,  E F. Alors  l a  jonc- - 
f ion t 4 ( fdA,, défi f i ie pour t e N, est scalairement essentiellemml 

b 

p - i n t é g r a b l ~ ,  et on  a 

PROPOSITION 4. - Soient  T ,  T '  d e u x  espaces localernenl 
compacts,  p (resp. pl) une  mesure positive s u r  T (resp. T ' ) ,  v = p.@ p'  

l a  mesure  produit sur  X = T x Sr.  So i t  f une  application de X 
d a n s  F. O n  suppose  que : 10 f est scalairement v-intégrable ; 20 il 
existe un ensemble N c T localement p.-négligeable, tel que pour tout 
t e  X, l 'application t' + f ( t ,  1 ' )  soit scalairement p-intégrable, et que 

j l f ( t ,  t f ) d P ' ( t ' )  E Fi Alors  la  fonction t + f ( t ,  t ' ) d p f ( t ' ) ,  définie S 
pour t e N, est scalairemenl essentiellement p-intégrable, et o n  a 

2 .  Propriétés de l'intEgî*ale d'une fonction scalairerneîzt 
essentiellemettt intégrable. 

PROPOSITION 5. - Soient  p. u12e mesure positive bornée sur  T ,  
S u n  ensemble y-mesurable portant p (chap. V ,  $ 5, no 7 ) ,  f une  fonc- 
t ion  scalairement p.-intégrable (*) ci valeurs dans  F .  Soi t  D l'enve- 

(*) On rappelle que pour une mesure positive bornée p ,  les notions de 
fonction p-intégrable et de fonction essentiellement p-intégrable sont les 
mêmes (chap. V, S 2 ,  no 1 ,  cor. de la prop. 3 ) .  



loppc conve.ce fermée de f ( S )  d a n s  l'espace Fr* m u n i  de  la  topologie 

o ( F 1 * ,  F ' ) .  O n  a alors ( Idr E p ( T ) D .  
c ' 

Comrne D est l'intersection des demi-espaces fermés conte- 
nan t  f(S) ( E s p .  vect. top. ,  cliap. I I ,  $ 3 ,  il0 3, cor. 1 de la  prop. 4 ) ,  il 
su f i t  de  démontrer qiic la relation ( f ( t ) ,  z r )  < a pour tou t  t E S 

(oii z' E F r i  O E R) entraine ( z f , ~ p . )  < a .  p(T) ; mais comme 

/ fd ir  = f d p ,  cela résulte de la prop. 1 du cliap. IV, § 4 ,  no 2. i , s 

COROLLAIRE.  - S o i ~ n t  p. une  mesure positive borlzée sur  T ,  
S u n  ensemble p-nzesurable portant p, f u n e  appl icat ion de T d a n s  F, 
scalairement p-nzesurable et telle que f ( S )  soit contenu d a n s  u n e  partie 
convexe faildernent compacte A de F. Alors  f est scalnirement p.-inté- 

g r a b l ~ ,  et l ' on  a f d p  E p ( T ) A  c F. j ' 
En effet, pour tou t  Z ' E  F', (z l ,  f )  est p.-mesurable e t  bornée 

dans S, donc intégrable, ce qui prouve que f est scalairement inté- 
grable. E n  outre, comme A est compact dans F,, il est fermh dans 

FI*, et l'envcloppe convexe fermée de f(S) dans Fr* est contenue 
dans A ,  d'où le corollaire. 

PROPOSITION 6. -- Soi t  f ulle jonction scalairement essentielle- 

men t  ,u-intégrable à v a l m r s  d a n s  F,  telle que f d p  E F. P o u r  toute J 
setr~i-norme q sur  F, semi-cont inue inférieurenzent d a n s  F, o n  a 

Soit D l'ensemble des z E F tels que q ( z )  < 1 ; D est fermé e t  
convexe e t  contient 0, donc on a D = DO0 ( E s p .  vect. top. ,  chap. IV, 
$ 2, no 3, cor. 2 de la prop. 4 ) .  Il s u f i t  donc de prouver que pour 

n * 
tout  zi  E Do on a / ( d l  f d p )  1 <J ( q  0 f ) d p  ; mais cela résulte 

aussitôt de c,e que  l'on a ,  pour tou t  t E T ,  1 ( z ' ,  f ( t ) ) l  < p ( f ( t ) ) .  


