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PREFACE A LA SECONDE EDITION

Les principales modifications apportées au texte du chapitre V
portent sur les points suivants.

L’intégrale supérieure essentielle possédant, a bien des
égards, des propriétés plus satisfaisantes que 1'intégrale supérieure
ordinaire (voir surtout la prop. 11 du § 1), le paragraphe qui lui
est consacré a été développé. De méme, on a traité avec plus de
détail la théorie des familles sommables de mesures positives (§ 2).

La notion de diffusion a été introduite au paragraphe 3; celle
de famille p-adéquate de mesures positives a €té légerement
généralisée, de maniére a permettre la composition des diffusions.

Les mesures complexes ont été traitées de maniére plus
systématique; cela n’a exigé la plupart du temps que des change-
ments mineurs, sauf au paragraphe 5, ou 'on a dii abandonner
partiellement le point de vue des espaces de Riesz.

Enfin, diverses démonstrations ont ¢été modifiées, pour
permettre I’extension ultérieure des resultats au cas des espaces
séparés non nécessairement localement compacts, qui seront
traités au chapitre IX.

Nancago, automne 1965
N. Bourbaki



LIVRE VI

INTEGRATION



CHAPITRE VI

INTEGRATION VECTORIELLE

Dans ce chapiire, st F désigne un espace vectoriel localement
convexe séparé (sur R ou ©), on note ¥’ son dual, F"' son bidual,
F'* le dual algébrique de ' (espace de toutes les formes linéaires sur
¥’} ; F' est un sous-espace vectoriel de F'* et F s’identifie (en tant
qu’espace vectoriel sans topologie) & un sous-espace vectoriel de F''.
On désigne par ¥ Uespace vectoriel F muni de la topologie affaiblie
oF, F') ; les qualificatifs « faible » et « fatblement » se rapportent a
celte topologie.

Dans ce chapiire, T désigne un espace localement compact, Jg(T)
ou K(T) (resp. Ke(T)) Uespace vectoriel des fonctions réelles (resp.
complexes) sur T, continues et & support compact ; pour toute partie A
de T, T, A) (resp. R¢(T, A)) désigne le sous-espace de R(T)
(vesp. Jie(T)) formé des fonctions dont le support est contenu dans A.
Sauf meniion expresse du contraire, U'espace J(T) (resp. K¢(T)) sera
muni de la topologie limite inductive des topologies de la convergence
uniforme sur chacun des sous-espaces K(T,K) (resp. Re(T, K)),
K parcourant Pensemble des parties compactes de T.

Rappelons que cette topologie est plus fine que la topologie
de la convergence uniforme, et par suite est séparée ; elle induit
sur chacun des i(T, K) (resp. 5ig(T, K)) la topologie de la conver-
gence uniforme (Esp. eect. top., chap. 11, § 2, n® 4, Remarque 3).
L’espace Jig(T) gidentifie & Pespace obtenu & partir de J(T) par
extension des scalaires de R & €. Dire qu'une forme linéaire sur
R(T) est une mesure revient & dire qu’elle est continue (Esp. vect.
top., chap. II, § 2, no 4).
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§ 1. Intégration des fonctions vectorielles

Dans ce paragraphe, p désigne une mesure positive sur T et
F' un espace vectoriel localement convexe séparé sur R. Pour
toute application £ de T dans F, et tout élément z’ du dual F' de F,
on désignera par (£ z') ou {2, 1) la fonction numérique z'of
sur T. Nous dirons que £ possede scalairement une propriété P si,
pour tout z’' e F', <z’, f;) possede la propriété P. Par exemple, on
dira que f est scalairement essentiellement p-intégrable si, pour tout
z e F', /2, 1) est essentiellement p-intégrable.

On notera que dans cette définition, la topologie de F n’in-
tervient que par l'intermédiaire du dual F' de F. Si une fonc-
tion f posséde scalairement la propriété P, elle posséde encore
scalairement la propriété P quand on remplace la topologie de F
par toute topologie localement convexe séparée compatible avec
la dualité entre F et F'.

1. Fonctions scalairement essentiellement intégrables.
Si f est une application scalairement essentiellement p-inté-
grable de T dans ¥, l'application z" - /(i(z)’, z' ) du(t) est une

forme linéaire sur ¥’, c’est-a-dire un élément du dual alge-
brique F’*.

DeriniTION 1. — On appelle intégrale de t par rapport a p

et on noteJ fdu, ouff(zf)du(t), Uélément de F'* défini par

/! \
/‘\z,f/dy.

o

(2, / fdp.> =

pour toui z' F’.

Sifest continue & support compact, elle est scalairement inté-
grable et la déf. 1 coincide avec la définition de lintégrale de f
donnée au chap. III, § 4, n° 1. D’autre part, si F est un espace de
Banach et si f est essentiellement intégrable (chap. V, § 2, n° 2,
déf. 2), alors £ est scalairement essentiellement intégrable et la
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déf. 1 coincide avec la définition de l'intégrale de £ donnée au
chap. V, § 2, n° 2 (chap. V, § 2, n® 2, prop. 6 et chap. IV, § 4,
no 2, cor. 1 du th. 1).

Exemple. — Soient X un espace localement compact, ¢ — 7
une application de T dans I'espace M (X) des mesures sur X. Dire
que la famille ¢ — 7, est y-adéquate (chap. V, § 3, no 1, déf. 1)
signifie qu’elle est formée de mesures positives et que application
t — A est scalairement essentiellement p-intégrable et p-mesurable
pour la topologie o(M(X), K(X)). Son intégrale par rapport a u

est la mesure qui a été notée / *duft) au chap. V, § 3, n° 1.

Remarques. — 1) Si F est de dimension finie, toute applica-
tion scalairement essentiellement intégrable de T dans F est
essentiellement intégrable (chap. V, § 2, n° 2). Par contre, dans le
cas général, une fonction scalairement négligeable sur un espace T
compact peut ne pas méme étre u-mesurable (exerc. 12).

2) Il est clair que l'intégrale de £ ne dépénd que de la classe
de £ modulo I'espace des applications de T dans F qui sont scalaire-
ment localement p-négligeables. On notera qu'une fonction g sca-
lairement localement négligeable n’est pas nécessairement nulle
localement presque partout (exerc. 12). Toutefois, il en est bien
ainsi lorsqu’il existe dans I’ une suite (z,) partout dense pour la
topologie o(F', F) : en effet, si H, est 'ensemble localement négli-
geable des points te T tels qué <g(t), z;> # 0, la réunion H des H,
est localement négligeable, et pour tout & H, on a (g(t), z,) = 0
pour tout n, d’ou g(t) = 0.

Soit u une application linéaire continue de F dans un espace
localement convexe séparé G ; sa transposée ‘u est une application
linéaire de G’ dans F’, et la transposée (algébrique) *(u) est une
application linéaire de F'* dans G'* qui prolonge u, et que nous
noterons encore u. Avec cette convention :

Prorosition 1. — Si f est une application de T dans F, sca-
latrement essentiellement p-intégrable, Uapplication u - £ est scalaire-
ment essentiellement p-intégrable et on a

.
;

f(uof)dg = uf L/qfdg\).
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En effet, pour tout z'eG’, on a <z’, uot'> = /\’u(z’), £,
d’ott la premicre assertion ; la seconde résulte de la formule

z’,"/(uoi)d@ :./‘/\z', uof)dy = <‘u(z’),r‘/fdg> = <z’, u(/fdp.>>

En particulier si f est scalairement essentiellement p-inté-
grable elle reste scalairement essentiellement p-intégrable lors-
qu’on remplace la topologie de F par une topologie moins fine.

ProrosiTioN 2. — Soit § une application scalairement essen-
tiellement p-intégrable de T dans ¥. Pour toute fonction nu-
mérique g = 0, u-mesurable et bornée, Uapplication t — g(t)i(t)
(notée gt ou £g) de T dans ¥ est scalatrement essentiellement p-inté-
grable, T est scalairement essentiellement (g.p)-intégrable, et Uon a

f‘fd(g. 0) :‘[fgd‘u.

C'est une conséquence immédiate de la formule <z’, gh) =

g{z', &) pour tout z'eF’ et de la formulefhd(g.u) = {hgdu

pour toute fonection scalaire h essentiellement u-intégrable (chap.
V, § 5, no 3, th. 1).

Un grand nombre de propositions sur les fonctions numeériques
essentiellement intégrables se transposent mot pour mot en pro-
positions sur les fonctions vectorielles scalairement essentielle-
ment intégrables. Signalons parmi les plus importantes les condi-
tions pour qu’'une fonction soit essentiellement intégrable par
rapport & une mesure définie par une densité (chap. V, § 5, n° 3,
th. 1), ou par rapport a 'image d’une mesure (chap. V, § 6; n° 2,
th. 1), ou par rapport a une mesure induite (chap. V, § 7, n° 4,
th. 1), ou par rapport a la somme d’une famille sommable de
mesures positives (chap. V, § 3, n° 5, prop. 5). Nous laissons ces
transcriptions au lecteur.

Par contre, pour obtenir des énoncés correspondant aux théo-
rémes sur les intégrales « doubles » (chap. V, § 3, n® 4, th. 1 et § 8,
no 4, th. 1 (th. de Lebesgue-Fubini)), il est nécessaire d’en renforcer
les hypothéses (cf. exerc. 1) ; en appliquant les théorémes précités



NO 2 INTEGRATION DES FONCTIONS VECTORIELLES 11

& chacune des fonctions <z’, f>, ou z'eF’, on obtient ainsi les
deux propositions suivantes :

Proposition 3. — Sotent X un espace localement compact,
{— A une famille u-adéquate (chap. V, § 3, no 1, déf. 1) de mesures

positives sur X, et soit v = fkldp(t). Soit § une application de X

dans F ; on suppose que : 1° f est scalairement v-intégrable ; 20 il
existe un ensemble N C;L‘, localement u-négligeable, tel que, pour tout

te N, f soit scalairement n-intégrable et quefidkt e F. Alors la fonc-

Fgd

tion t—>/ fdx, définie pour te N, est scalairement essentiellement

(%

u-intégrable, et on a

/ Hx)dv(z) — [ du(t / $2) ().

Prorosition 4. — Soient T, T' deux espaces localement
compacts, w (resp. w') une mesure positive sur T (resp. T'), v = u®p’
la mesure produit sur X =T x T'. Soit ¥ une application de X
dans F. On suppose que : 1° t est scalairement v-intégrable ; 20 1l
existe un ensemble NcT. localement p-négligeable, tel que pour toul
te N, Uapplication t' — £(t, t') soit scalairement p-intégrable, et que

J (t, t")du'(¢'Ye F. Alors la fonction t»ff(t, tYdu'(t"), définie

pour t & N, est scalairement essentiellement u-intégrable, et on a

/ [ 1, autiau ) :_‘f/ﬁ\dme [ 1, o).

2. Propriétés de lintégrale d’une fonction scalairement
essentiellement intégrable.

Proposition b. — Sotent u une mesure positive bornée sur T,
S un ensemble v-mesurable portant v (chap. V, § 5, n° 7), f une fonc-
tion scalairement p-intégrable (*) a valeurs dans F. Soit D enve-

(*) On rappelle que pour une mesure positive bornée ., les notions de
fonction w-intégrable et de fonction essentiellement y-intégrable sont les
mémes {(chap. V, § 2, n° 1, cor. de la prop. 3).
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loppe convexe fermée de ¥(S) dans Uespace F'* muni de la topologie
s(F* ¥ On a alors ‘ fdp e u(T)D.

Comme D est 'intersection ‘des demi-espaces fermés conte-
nant £(S) (Esp. vect. top., chap. 11, § 3, n°® 3, cor. 1 de la prop. 4), il
suffit de démontrer que la relation <i(t), z’> < a pour tout te S

(ot 2 €F’, aueR) entraine <Z',fidy.> < a.w(T) ; mais comme

/ fdp = / fdu, cela résulte de la prop. 1 du chap. IV, § 4, no 2.

.

CoroLLAIRE. — Sotent w une mesure positive bornée sur T,
S un ensemble p-mesurable portant w, f une application de T dans F,
scalairement p-mesurable et telle que ¥(S) soit contenu dans une parite
convexe faiblement compacte A de ¥. Alors t est scalairement p-inté-

grable, et Ton a f fdp e w(T)ACF.

En effet, pour tout z’' e I, (\'z’, f> est u-mesurable et bornée
dans S, donc intégrable, ce qui prouve que f est scalairement inté-
grable. En outre, comme A est compact dans F,, il est fermé dans
F'* et I'enveloppe convexe fermée de £(S) dans F'* est contenue
dans A, d’ou le corollaire.

Prorosttion 6. — Soit £ une fonction scalairement essentielle-
ment p-intégrable a valeurs dans F, telle que} fdp e ¥F. Pour toute

L%

semi-norme q sur ¥, semi-continue inférieurement dans F, on a
S ok .
{7( [fdy-> < / (g - f)dp.

Soit D I’ensemble des ze F tels que ¢(z) < 1; D est fermé et
convexe et contient 0, donc on a D = D% (Esp. ¢ect. top., chap. IV,
§ 2, n° 3, cor. 2 de la prop. 4). Il suffit done de prouver que pour

s *
tout 2’ eD® on a {<z’,J )| sf (gof)dp ; mais cela résulte

aussitdt de ce que on a, pour tout teT, [{2', £1))| < q(¥)).



