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PROPR!ETA' LOCALI E GLOBALI DI VARIETAl E DI TRASFORMAZIONI 

DIFFERENZIALI CON SPECIALE RIGUARDQ AI CASI ANALITICI 

ED ALGE13RICI 

PREFAZIONE. 

La present. monografia trae 1a sUa origine dal Corso di 

otto lezioni da me tenuto a Pavia dal 26 Settembre al 5 ottobre 
corsi 

1955, nEll quadro dei estivi organiz l:>ati dal C.I.M.E. In essa 

vengon omessi gli argomenti delle ult~e due ~ezioni, attinenti 

alIa rel~zioni fra Geometria differenziale e Topologia, poiche 

di cio tratto gia altrove con sufficient(:) amPiezzJ1). lnvece Ie 

a+tre se~ lezioni ricevono qui uno sviluppo piu largo ed organi

co, con un'esposiz1.ne che pub bast are a se stessa qual ora la si 

integri opportunamente median~e la lettura di qualcuno dei lavori 

indicati nella Bibliografia ehe ehiude il volume. 

Uno sguardo all'indice., PQtra g~a Qastare a dare un'idea 

degli argomenti trattati nella pr asonte esposizione e delle 101'0 

mutue eoneatenazioni. Aggiungo soltcmto ehe vari dei risultati 

ottenuti eompaiono qui porIa prima volta e auggeriscono sovente 

ricerche ulteriori, secondo quanto 8. volt a a volta specificato 

nel testo e, particolarmente, nello Iifotizie Storiche _'? Bi bliogr,!! 

~ posta alIa fino delle singole lozioni. 

Beniamino SEGRE 

(1) BENIAMINO SEGRE: ]'ormo dHfe,!:.onziali .c lore intogIDli, vol.II 

(in corso di stampa); 

ReCO~~?!i.tJ3.~_"?JWer~s Gt corre~pondances 

ontrg vari..9te~~()..EQ.lo p;iques. 
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kEZIONE PRIMA 

INVARIANT I DIFFERENZIALI DI TRASFOffi;lAZIONI PUNTUALI 

K .DUALISTICHE 

In queata prima lezione si. mostrera come a1 possa deter

minare un sistema complotc~_inv.~~?nti differenziali del 1 0 or

~, relativi ad una coppia di elementi omologhi in una corri

apondenza puntuale 0 dualistica ira due porzioni di spazi eucli

dei, la quale sia biunivoca e di classe C1• Da tali i n v a -

ria n t i met ric i , si dedurranno certi i n v a ria !! 

tit 0 polo g i c i relativi ai punti fissi delle corrispo!! 

denze fra variets. sovrapposte; nonclle taluni 1 n \I a ria n t i 

pro i e t t i v i ine)'cnti ad lL'1a coppia di clementi comune 

a due corrispondcnze dual.istiche od anche a due ipersuperficie 

d1 un iperspazio fra lora tangunti in un punta. Ad un ulteriore 

approfondimento dello studio dei suddetti invarianti verranno 

in parte dedicate Ie duo Lezioni successive. 

1. STUDJO LOCALE METHICO ~ELLE TRASFORMAZIONI PUNTUALI. 

Siano E ,E' due spasi euclidei orientati (reali) ad n(~ 1) n n 
dimensioni, e sia T una q'lahmque corrispondenza biunivoca di 

classe C1 ira due loro regioni. Se T muta 11 punta P(x1 ,x2, ••• , 

,x ) di E nel punto P'(X1,X2 , ••• ,X ) di E' Ie equazioni di T si n n n n 
esprimeranno dando le X in iunzione ielle x, e la relat1va matri-

ce jacobiana 

J 

avrs. determinante non n~}~ l o. 

Per ottenere gl1 invarianti differenziali del 1 0 ordine di 

T inerenti alla coppia (p ,p') osserviamo che, se un puntl~di E n 
pltossimo a P - tende a P arbitrariamente in guisa che la retta 
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(semiretta) l'Q tenda ad una ret'l;u (semiretta) r uscente da P, i1 

punta. omologo Q I =T (Q) tende a pi =T (1') in modo che la retta (semi

retta) P'Q' ammette una posizione limite r ' , dip end e n t e 

dar sop tan to. E ' ben noto, ed e di verifica imme

diata, che la cor£ispondenza in tal guisa definita fra Ie rette 

(semirotte) r ed .r' risulta un'o m 0 g r a f i a non degenere 

fra Ie stelle di centri P e pi, 

Si ha inoltre che - quando Q .,]? - il quoziente delle lun

ghezze dei segmenti pI Q I e PQ ammette un limite (pesi tivo) che 

dip end e sol a ~ 0 n t 8 d all a d ire z ion e 

d i r;Gtale numoro ed i1 suo rGciproco son detti rispettiva

mente i1 coefficiente di dilatazi~ ed il coefficiente di contra

zione di T in P nolla dirczione di r. 

Gli invarianti richiesti di dedueono dallo studio del modo 

come tali coefficienti dipendono dalla relativa direzione. A ta

le scopo, sulle varie semirette di E uscnnti da P portiamo un 
n 

scgmento ugualc al rispettivo coofficiento di eontrazione: ai ha 

allora che l'estremo libero di questo segmento genera un iperel-

1is80ide I di centro 1', detto liipercllissoide di deformazione di 

T inerentc a P. 

Si constata facilm.ente cha (a meno di infinitesimi) I ri

sulte simile el trasforrr~to modiante T-1 di una ipersfera infini

tesima di E' di cGntro 1"; echo la proicttivita. subordinata da 
n 

T nel modo anzidotto fre 10 stelle di contri P e pI muta due 

d i a met ric 0 n i~u gat i di I in duo rctte di E' n 
usccnti da pI fra lore 0 r tog 0 n ali. Esistono percH) 

sempre n rette por P fra lore a due e due per p 0 n die 0 ~ 

1 a r i cho s1. trC'sforlLano ill rotte por 1" aneora fra lora a. 

due a. due per p 0 !1 d i col a r i; tali rette - dette Ie 

!9tte prlncipal~ di T u8centi da P - risultano ovviamento inde

terminate se, e soltanto se, l'iperellissoido I e rotondo, e 

possono veni.r caratterizzate co:uo quollo rette per P in cor-
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rispondcnza allo quali i1 cocfficiante di contraziono 0 di dila

taziono ha un 0 s t rom 0 (non porb necaasariamonta un massi

mo od un minimo), onde ad li.Tl talu coofficicnte ai da pure I' attr!, 

buto di principato. E' chiaro che gli n coefficienti di contrazi£ 

no principali di T in P daTlno 10 1 u n g h e z z e d e i 

m i a s a i d i I; 0 sono inoltrc evidonti 1e modifichc occor-

ronti in cib cha procode n~ll'ipoteai ahe I sia rotondo. 

Bnti analoghi si ottengono in E', riferendoai alIa corri-. n 
spondonza ~-1. E' ovvio che i coefficienti di contrazione princi-

pali di T in P uguagliano i coafficionti di di1atazione principa

Ie di T-1 in pI, 0 cha i duo n-edri principali di vertici PeP' 

ai corrispondono nell'omografia indotta da T fra lestelle di 

semiretto uscent~ de PcP'; qucst'ultima associa all'orientazio

ne positiva del primo n-odro un'orientazionc del secondo cha 

risulta p 0 sit i v a 0 n 0 gat i v a secondoche J he 

determinant 0 p 0 a i t i v 0 0 nag a t i v 0 • E' da rileva

re cha: 

Una trasformaziong puntualo T fra due apazi euclidci ad n 

dimensioni. la qu_ale sia inverti bile e di clasae C 1 , ammette n e 

sol tanto n invarianti di=1'forenzia;U metrici dol 10 ordine fra 

l.oro indipondentL Piu prooisamcnte, .~n coefficienti di con

.traziono principali di T ~ono n invarianti siffatti, cd ogni 

altro invariante dol 10 ordino risulta una loro funziono. 

L'invari§nzQ di quei coefficienti essendo implicita nella 

lora definiziono, 10 proprmeta asserite aoguono da cio cha: 

Esiate fra E ed E' una oduna sola trasformazione affino, .-n----n 
1:..t.. approssimante la T nell' intorno del 1 0 ordine della coppia 

tL.x.~.), 0 cioe 80ddisfaconto alle seguenti condizioni 

1 0 ) A muta x in pI 0 subordina fra 10 stolle di semirotto 

di contri questi punti la stossa omografia ivi indotta da T; 

20 ) Icoofficienti di contrazione di A e di T in P risul ta

no fra lore ugualj._ in tutto Ie dirozioni. 
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So si introducono in E ,b l coordinate cartosi~no riferite 
n n 

ni duo n-odri pri ncipali il1cronti n P,P', il cho puo esigero di 

dovor mutare l'oriontaziono positivn in uno dei due spo.zi~ 10 

oquo.zioni di A Buaumono 10. forma semplice 

ove c 1 ,c2 " .• ,cn denotano gli n coefficienti di dilataziono pri~ 

cipali. E' chiaro che l ; ~ffinita A traforroo. l'iperellissoide I 

di defoI'IlIDzl.ono, incrontG a P, null ' ipcrsfera di EI avcntG con-n 
tro pI G raggio 1 ; A puo anzi vonir prGcisamentG car a t t 0 

r i z z 0. t a d~ quest a propricta, assiome a quello. di mutarG 

l'uno noll' altro i duo n-esri principali rolativi a P od a pI 

stabilGndo fro. 88Si 0 fra Ie lore orientazioni opportu.'1i riferi

monti. 

E' poi subito visco che i1 prodotto dcgli n coefficienti di 

dilntaziollC' principali uguaglio. i1 valor assolute del detorroinan

te di J, e puo denominars! l~ ~~~ della trasformazionc T 

inarente all_a cO :9pia (p ,p'), in qU8.llto tlppare cosi come il rap

porto dei volurni. di du_e caro.pi .. infini. te.simi omologhi di 2;' n e 

En' riapettivamente. contenenti pI e P. 

Questo risultatw e incluso nel seguente teorewa, i1 quale 

fornisce le espressioni esplicite di n· invarianti differenziali 

del 10 ordine di T 1 per ci 0 che precede fro. lore generalmente 

Indipendenti. 

La sonuna ... £ei_ quadrati dei 'erodotti a tat dei coefficien-

ti didilatazion_~rin£.ipallD {1 ~ t ~ n}, ~ia.;._1_ f!. ___ S2~~_Aei 

quadrati d p~:;li C~J minori d 'ordine t estretti dalla _ matrice 

~ 

2. A1CUNI INVARy':-!TI TOPOLOGICO-DD' :BlERENZIALL 

Atteso il carattere locale de Cli sviluppi precedenti, e 
subito visto com!essi possanC' venir ostesi allecorrispondenze 
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puntua~i fra v a r i eta r i e man n ian e. Anohe per 

queste potranno venir definite Ie rette tangenti prinaipali, i 

coefficienti di cantrazione prinoipa;Li, ecc., ai. ° che suggerisce 

l'introduzione e 10 studio delle linee che potranno dirsi prin

cipali, ossia delle curve aventi in ogni punto come tangente 

una retta principale. Senza qui insistere su oio, rileviamo sol

tanto che una corrispondenza risulta conforme se, e soltanto se, 

le linea principali sono tot aIm e n t e i n d e t e r m i 
nat e. Partioolare interesse avranno i casi d'i n d e t e r -

min a z ion epa r z i ale, caratterizzabili con la pro

prietache in ogni punta l'1perellissoide di deformazione risul

ti di rot a z ion e (in uno dei vari moduPossibili). 

Rileviamo inoltre il caso in cui (con le notazioni del n.1) 

5i abbia E =E' n = 1,P=P', e aioe T sia una corrispondenza di n n' 
una retta in 5e dodata di un pun t 0 f iss 0 P. In tal e 

ipotesi, al c 0 e f fie i e n t e did i 1 a t a z ion e 

di T in P si puo intrinsecamente attribuire un segno, conve

nendo di ass~ere quello col segno + 0 col segno - secondoche 

nell'intorno di P la T e conporde 0 discorde; con cio il sud

(BttO coefficientc risulta in ogni caso uguale a1 valora dolla 

derivata ~~- calcolata in P, dove x ed X denotino Ie coordinate 

di due punti corrispondenti delle rotte sovrappostc E1,E1 in 

uno B t e s s 0 sistema di riferiillento. E' subito visto che 

talc ospressione non muta se si cambia c 0 ill U n que il 

sfstema di coordinate, ponendo quindi in luogo di x una qualunque 
1 funzione della medesima x di classe C , a de~ivata non nulla in 

P, cd in luogo di X 1 a s t e s S a funzione della medesima 

X; risultato, questo, cho manifostamente sussists non soltanto 

nol campo reale, ma.altrcsl nol campo aomplesso. L'anzidetto 

coofficiente di dilataziono ha quindi significato topologico dif

ferenziale,- in quantodi j,ende sol tanto da T e d~ P, 0 non della 
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scelta di una coordinata interna sopra E1• 

Questo pormette di sostituire in cim che precode ad E1 una 

curve qualsiasi, che si pub pensare dedotta da E1 mediante una 
trasformazione di classe 01• Il risultato si estende poi ulte

riormente al caso di n qualaiasi, mel modo che ora passiamo ad 

indicaro. 

Sia P un punta semplice di una varieta V , cha supponia
n 

mo differenziabile (0 complessa) in un intorno di P, e denntia-

mo con S 10 spazio proiettivo roale (0 complesso) tan g e n -
n 

t e in P a Vn• Consideriamo una corrispondanza T di Vn in se, 

che ammetta P como punto fieso e che, in un intorno di P, risul

ti invertibile e differunziabile (0 analitica). Nella stolla 
n-1 

00 delle rette tangenti in P a V , ossia delle rette raali 
n 

(0 complesse) di Sn passanti per P, la T definisce intrinaeca-

mente in ~odo not~ (n.1) un'omografia non dagenare - che chia-

meremo l'omografia tangente a T in P - dotata generalmenta di 

n ret tau nit a distinte. I coefficienti di dilata-

zione di T nelle singole direzioni di queste rette forniscono 

allora ~ numeri (generalmente complessi), i quali risultano 

degli invarianti topologic!-differenziali di T in P; li chiama

remo semplicemente i coefftcienti dt dilatazione di T in P, e 

vedremo piu tardi (n.3) come a ciascuno di easi possa venir 

attribuito il significato geometrico di un certo b ira p PO! 

t 0 

Ne consegue cha, per caldolare i suaccennati invarianti, 

ai possono introdurre in V coordinate permissibili qualsiansi: 
n 

se T trasforma i1 punta (x1,x2' ••• ,xn ) nel punto (X1,X2, ••• ,Xn ) 

e J denota ls matrice jacobiana delle X rispetto aIle x calcola

te nel punta P, ~ suddetti bira~ti non aono altro che le ra

dici caratteristiche della matr~~~Il loro pro dot t 0, 

vale dunque precisamente il d e t e r min ant e di J, il 
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quale e pertanto altre51 un invariante topologico-differenziale 

di T in P, cio che dlaltronde 5i verifiea direttamente in modo 

immediate. 

Piu generalmente, siano V e VI due variets differenziabi-n n 
Ii (0 complesse), fra cui s1 abb1ano due corr1spondenze diffe-

renz1abili (0 analitiche) T1 e T2, Ie quali risultino entrambe 

invertibili nell1intorno di una loro coppia di punti omologhi 

comune (p,p'). Allora 5i puo applicare cio che precede all~ 
-1 

trasfo~azione T=T 1.T2 • la quale muta Vn in se lasciando fi5S0 

P; e questa fornisce n invarianti topologico-differenziali di T1 

e T2 relativi alIa coppia comune (p,p'), Avuto riguardo a quan

to sopra ed al n.1, si ha tosto in particolare che: 

II rapporto delle densita di T1 e di T2 inerenti alla 

cOPEia (p,p'), costituisce un i nvariante topologico-differenzia

Ie a gnesta relativo (uguale alIa densita della T nel ~uo punto 

!isso p). 

3. COSTRUZIONE PROIETTIVA DEI SUDDETTI INVARIANTI. 

Allo scopo di giungere rapidamente ai risultati di cui 

81 e fatto cenno nel n.2, cons1detiamo uno spazio proiettivo 

(reale 0 complesso) S2n-1' di dim~sione dis par 1 2n-1. 

Tre ~ 1 subordinati di questa che siano fra lora a due a due n-
eghembi risultano privi di invarianti proiettivi: 5i ha tosto 

infatti che, con opportuna scel ta delle coordinat'e omogenee di 

punta (X1 'OC2 ' ••• ,xn ,X1,X2, ••. ,Xn ) inS2n_1, Ie equazioni di tali 

Sli_1 possono 5empre ridursi alla fo,rma: 

, ,'1.1 " y, 
.lI.,;' It.,:: , , ::; K.,,~ :: 0,' ) ; X,::; X. ::: " . ::; J'>n::- 0 ) 

4 ')1.-1" 

t ~I \I X 
5~r'. _1 : x., = "'}' ') >',,1.::; /I\.. i 

rimane anzi ancora lecito di mutare Ie coordinate in guiS8 da 

conservare queste equazioni 11 che - com1e subito visto - si ot

tiene nel modo piu generale operando una medesima sostituzione 
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lineare invertibile sulle x e sulle X del tutto arbitraria. 
n-1 Vi sono ro rette appoggiate ai tre S l' il luogo del-n-

Ie quali e la yll di C.Segre di equazioni 
n 

ove S e il solito fattore di proporzionalita delle coordinate, 

Ie u sono n parametri omogenei che hanno rapporti costanti lun-

go una di que lIe rette, e A e un paranetro non omogeneo che ha 

il significato di b i r a p p 0 r t 0 del punta di ~ dOpo i 

tre punti d'appoggio coi tre dati Sn_1 della retta per quello 

ad essi incidenti (tali punti d'appoggiQ ottenendosi rispettiva

mente per .A = ro ,0,1). 

Consideriamo ora in S2n-1 un quarto spazio subordinato, 

3(41) , che non si appoggi ns ad 8(1) ns ad 8(2) : Ie sue equa-
n- n-1 n-1 

zioni possono scriversi nella forma , ... 
X.::-..::L Q . Ie. 

... j.i ,.J)I 

ove la matrica A della Q"j 

tale S~~.~ - se e generico -

distinti: ed e chiaro che i 

ha determinante diverso de zero. Un 

incontra la suddetta yll in n punti n 
valori assunti cial. parametro _}_ .!!! 

tali punt! non sono altro che Ie radicicaratteristiche della 

matrice A. Disponendo dell'arbitrarieta che v,~ ancora nella 

scelta delle coordinate, ed estendendo se occorre S2n_1 a1 cam

po complesso, Ie equazioni di 8(41) possono in generale venir 
n-

ridotte alIa forma 

X· :: Q. x . . ~ 
(\,=1,2, .. . )1\..), 

Ie a. essendo Ie suddette radici caratteristiche. Abbiamo dunque 
~ 

che.: 
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Quattro 3n_1 di ~2n-1 anunettono generalmente n invarianti 

proie-ttivi ind~..p~ll2-enti e non di piu. Come tiAi. possono ass'll,

mersi i birapporti delle guaterne d~ punti segati dai quattro 

~1-1 sulle n ret:te di S2n_1 ad essi incidenti. 

Cia premosso, riferiamoci alle due corrispondenze T1 e 

T2 di cui al penultimo capoverso del n.2. Sulla varieta W2n= 
~ V )( V~ esso si rappresentano con due vari~ta n-dimensionali, 

M(1~ ed M(2), passanti entra~bi semplicemente per il punto 
n n 

o = p x P', ed ivi non aventi nessuna tangente :iin comune ne fra 

loro ne con la varieta. L(1) V)( PI, ne con la L(2) = P X UIo' 
n n n n 

Siano ordinatamcnte 

S (1) 
2n-1 , S(1) 

n-1 , S(2} 
n-1 

SO) 
I n-1 

S(4) 
' n-1 

gli spazi tangcnti in 0 aHe variets. 

( .. ) W2n 
L (1 ) L(2) , M(1 ) M(2) 

n n n n 

essi si trovano nolle condizioni volute per Ie precedenti dedu

zioni, sicche definiscono nel modo in~.cato n invarianti p r 0-

i e t t i v i Poiche tali spazi vengono soltanto a subire 

una trasformazione 0 m 0 g r a f i c a quando si assoggotti 

arbitrariamente W2n (ossia separatamente V e VI) ad ~ trasfor 
n n -

mazione differenzialo (od analitica), cosl gli invarianti otte-

nuti rimangono di fatto inalterati di fronte a siffatte trasfo£ 

mazioni, cia che esprimiamo precismaente dicendo chlessi sono 

dogli invarianti topologico-difforcnziali. 

Non VIe ora difficolta a riconoscere la coincidenza fra 

questi invarianti e quelli considerati verso la fine del n.2. 

Quelli introdotti af principio di tale numero col nome di c 0 of 
fie i c n t i d i d i 1 a t a z ion e d i Tin 

un pun t 0 f iss 0, P, non sono cha lore casi partieo-
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lari, da OBsi o-t -tc.mibili con l'as sumerc V~ aovrapposta a V' e T2 

coincidcnte con la trasi'ormazione idcntica di questa varicta. 

in see 
Rilovio.mo da ultimo che i risulto.ti precedenti 5i applica -

no a due varieta. M(1), Id (2) scgantisi in un punto 0 cd immerse 
, n n 

in uno W2n, che abbia come particolarita. - d'a.ltronde caratte-

ristica per l'argomento in questione - quella di contenere due 

5istemi ron di variete. H(1) ed H(2) mutuamente unisecantisi. 
~ Xl 11 

Tali sooo infatti sullo. W =V )( VI dianzi considerata i sistemi 2n n n 
descritti dalle 

H(1) == V >< QI 
n n 

H(2) = Q X VI 
n n ' 

ove Q e Q' siano punti variebili arbitrariamente rispettivamente 

su Vn e V~. Viceversa, se una W contiene due sistemi siffatti 

ad inoltre due va:deta M(1) , Ii1{~) passanti in modo generico per 

un punto 0, si pUG d efin~re su ~ ( 1) la co rrispondenza e che mu

to. un punto R di U-( 1 ) i n un pun~o R' della st eSBa 1:1 (1) quando 

10. H(1) per R e lanH(2) per 1\' sil segano in un Puntondi M(2). La 
n n n 

e ammette a110ro. 0 come punto fis80; e gli n coeff icienti di 

dilatazione di e in 0 non diffe riscorio dagli n invarianti otte

nibili nel modo dianzi s pecificato a partire dalle ( ~ ), quando 

8i assumano come variets. L(1) ed L(2) rispattivamente le H(1) ed 
(2) n n n 

H uscenti do. O. 
n 

4-. STUDIO LOCALE IillTRIC9_D'SLLE TRASPORMAZIONI DUALISTIOHE. 

Sia e una t rasforma zione di classe 0 1 , che muti i punti 

P(x1 ,x2, ••• ,xn ) (d'una regione) di un En euclideo (reale) in ipel 

piani 7T , d' equazione I.!., X1+ I)" X2 + ••• + ,\, Xn + \4,,,,., =0 di un al tro 

E I euclideo (n :a 2). Allora Ie \4. 8i esprimeranno come funzioni 
n 

non tutte nulle di c1ass e 0 1 delle x, manifestamente altero.bi1i 

per un comune fattore, dato da unlarbitraria funzione, non nulla 

delle x, di classe G 1• CiO permet terebbe di ridurre p. es. a11'u-
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unita una non nulla delle u, quindi di porre eotto forma un po' 

piu semplice - me meno simmetrioa - taluno degli sviluppi ana

litici che aeguono; e lasciamp al Lettore di esplicitare Ie di

verse formulazioni cosl ottenibili. 

Consideriamo Ie matrice quadrat a d 'ordine n+1 6., che si 

ricava orlando le matricGjecobiana 

Is riga 

l«:.",!.I 
(l J(.J 

e la colonna 

' ) u'xl..!'.J_ 
"V }G 1. 

J ••• I 

e poniamo inoltre per abbreviare 

(, (\L" 1.A.l\., . '. lA.~'\. ) 

'i) (- ,,/) l':\. I' . . I K. II\, ) 

r·-l.- ""--;'~.-------.-
W = V (""'1 + \.(,1 . ... · . . ~ \.(.~ 

con 

Riferiamoci quindi ad una coppia di elementi (F, 1i ) - omolo

ghi in e .. per i quali ne (..,) ne det 6 a1 annulli, il che val 

quanto supporre che l'ipe~piano TT sia pro p rio e la 

corrispondenza e risulti b i u n i v 0 C a ne11'intorno di 

detta coppia. 

Se un punta Q di E , prossimo a P, tende a P arbitrariamell 
n 

te in guisa che la retta P Q tenda ad una .retta r, l'iperpiano 

)( omologo di Q tende a IT in modo che 10 spazio ad n-2 dimensi~ 

ni intersezione di -rr e X aru.mette una pos1zione limite j , 

dip end e n t e sol tan t 0 dar. La corrispondea 

za che cosl 8i ottiene fra le rette r di S uscenti da P e gli n 
spazi J massimi subo1'dinati di 1\ risul ta pro i e t t i y a 

e non degene1'e (in virtu della biunivocita di e ); questa co1'

rispondenza puo poi venir ~pportunamente completata stabilendo, 

con ovvio criterio, un l' 1 tar 1 me n t 0 b i u n i v 0 c 0 

f r a 1 e • r i e n t a z io n i eli due elementi l' e S 
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omologhi qualsiansi. 

3i ha ino1tre che i1 quoziente fra 11~golo infinitesimo 

Tr X (misurato h1 radiaDti) e 1a lunghezza del segment.o P Q I 

quando Q_ .. , P, ammette Un limite (non negative) che dip end e 

sol a men t e d a 1 1 a d ire z ion e d i r' , 
tale numero ed 11 suo reciproco diconsi rispettivamente i1 

coefficiente di.~ilatazione ed 11 coefficiente d1 contrazione 

di 8 in P nella direzione di r. 

Allo scopo di determinare invarianti differenziali del 10 

ordine della corrispondenza dualistica 8 relativi alla coppia 

CP, ~ ), procediamo in modo ana1ogo a quello tenuto nel n.1 per 

le trasformazioni puntuali. A11'uopo portiamo sulle varie semi

rette di En usc enti da P, ed a partire da qllesto punto, un seg

mento di lun~le~za uguQle al relativo coefficiente di contrazio

ne, l'estr0, mo v £!.riabile di tale se[9llento viene. cosl a generare 

un i per c i 1 i n d roe 1 1 itt i co, C semplice-

mente specializzato. 11a B s e ~ di questo cic1indro dicesi 

la direttric~ di 0 relativa hl punto Pj esso e precisamente la 

retta passante I;).er f' che, nella proiettivita indotta da e 
fra It e la stella di centro P, corrisponde allliperpiano alllin-

finito di TT . 1 I iperpiano d.. di E perpendicolare alIa ~_ in n 
P incontra r secondo un i p ere 1 1 i s a 0 i d e,] ., 
avente per centro p. , e sia A il pun t 0 (proprio) diil che 

corrisponde ad« nella suddetta proiettivita. 

E' facilE' 9.8tloda;:e che tale proiettivita. muta due qualll!! 

que rette per P con i u gat e rispetto a r in due spazi 

ad n-2 dimensioc,j. di n fra lora 0 r tog 0 n ali. Esistono 

quindi sem.pre i n ~ n-1 rette r 1,r2, ... ,rn_1 uscenti da P tifra. 

lora a due a dU0 per pen die 0 1 a r i, alle quali cor

rispondono in 1\ n-1 spazi~. ~,., •.• , f .... i , ad n-2 dimensio

ni passant~ per A e Ira lora pure a due a due per pen d i -

col a r i; t cl i l'ett (" , che di consi le rette principali rela-
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tive a P, pcssono anche venir ca:::.'at t.:lrizzate in base alla prib

prieta che, in corrispondenzij ad eS 8'o, il coefficiento di contr~ 

zione 0 dilatazione ha un est rem 0 finito e non nullo 

(non perc necessariamente un massimo od un minimo),ed ai rela

tivi coefficienti si da pure l'attributo di principale. 

Se 1 I iperellmssoide J suddetto e ad assi disuguali vi e 
una B 0 1 a (n-1)-p 1 a d ,i ret t e p r inc i p ~ 

1 i usaenti da P~ data dai suoi assi e costituente - insieme 

al1a d ire t t ric e a quelL) che denominallli 1 In-edro 

Erincipale relativo a P; e le lunY1GZZe 1:c1 , 1:c2 , ••• ,1:cn_1 

dei semiassi di J sono manifestamonte uguali agli n-1 coeffi

cienti di contraziane p~in~~li di ,J i n P (sicche i lore re

ciproci c 1 ,c2 ' •.. ,cn_1 coincidono precisamente coi coefficienti 

di dilatazione principali). ~'poi chiaro quali modifiche oc

corrano in cio che precede nel1'ipot esi che ~ risulti rotondo. 

Pure in E' si ha un p-edro J2..r:t,ncipale, invariantivamente n 
legato a 11' , il quale FJ comple-GJJllcmte ortogonale ed he per 

vertice A, le sue facce essendo!\ (; gli n-1 iperpiani a questa 

perpendicolari lungo i s ingoli spazi ~" 91.'.'" 3,,_.' 
Usando per brevi th il linguactio infinitesimale, possiamo 

inoltrc dire che un punta Q di E infini tamente prossimo a P 
n 

1 u n g 0 1 a a vien trar3 formato da f) in un iperpiano X 
di E', infinitamente vicino epa r all e loa TT' il n 
rapporto fra la distanza 1i X e la distanza PQ e un i n v a -

ri a n t e , c, che dicesm l'i~(liq~_ di allungamento di 0 in P, 

mentre il suo reciproco 1: c chiarilasi l' indice di res:t2,ringimento 

di 0 in P. Si ha che: 

.Q.na trasformazione dualis!ica 0. ____ fra due spazi ouclidei 

ad n dimensioni, l a guale ~liiB biun~yoca e di classe C 1 , ammette 

n i n v a ria n t i d i ,1....% eJ e n z i ali l!!,..6 t ric i 
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della _~_ • Questi n invarianti sana generalmente fra lora 

indipendenti, mentre oglli altro invariante difforenziale motrico 

del 1° ordine risulta nece6~ariamente ~a loro funzione. 

Per s:\le.bilire qu:est! risultati, e opportunO) d' introdurro 

in En l',iporquadrica iporboloidica non rigata A , detta 11112er

gue.drica di deformazione di 0 inercmte a P, defini t ,a dalle se

guenti condizioni. 

1 0 ) A ha per centro Peper assi gli n spigoli dell' n-edro 

principale di 0 relativo a P; 

2') A sega la direttrice a (che e l'unico suo asse tra

verso) nei due punti che hanno da P distanza 1:0, 

30 ) /\ sega l' iporpiano 0( noll' iporollissoid~ (a punti 

immaginari) con i u gat 0 ad I. 

I risultati enunciati seguono allora da eio cho: 

Esiste una e dun a sol a reciprocita ira En ed 

=E1'l'rl'c",h:.::e~.::a'-..J:::p'-..J:::p:.....::r-"o--!::s~s-=ic....=m:....:::a~-=l:.:::a __ l2. ___ nell' intorno del 1 0 ordine -n-
della coppja (P, 7t" ), 0 che muta l'iperpiano improprio di E 

n 
nella direzione di E~ perpendicolare a 1\ ; essa trasforma 

l' iperquadrica .I\_ .. _~ deformazione relative. e. P nell'ipersfera 

di S' avonte centro A e raggio 1. 
---n 

La reciprocita in questione oltre a soddisfare a quest'ul

time condizione, viene naturalmenta a mutare P in 11 , r 1 ,r2, •. 

•• ,r 1 in 0 , 0 , ••• , 0 ,od~. nella spazio all'infinito n- ) 1.)1. .) .... 7 

di IT • Viceverse, questa condizioni e la suddetta, completa-

te con quells di indurro opportuni oriontamenti fra gli elemen

ti omologhi considorati, individuano pionamente tale reciproci

ta. Le Ilque.zioni di quosta riduconsi al1a forma semplice: 

(dove i coefficionti hanno ppecisaIllcnto i significato dianzi 

spe~ificati), quando si riferiscono E ed E' agli n-odri princi-
n n 
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pa1i relativi aPed a 1t ,assumendo la direttrice a come as" 

se x e l'iperpi3.no 11 come faccia X =0. 
n n 

5. CAL COLO DEGLI .lEYARIAN'rLDIFl!\ER:~.N~~I DEL PRIMO ORDINE. 

Per cio che concerne l a determinazione analitica degli , 

elementi precedentemente intl'odotti relati vi ad una \3 defi

ni ta ne1 modo indicato al pr:i.ncipio del n .,4, valgono i seguenti. 

risul tati. Denotiamo can D il valo~ assoluto del determinante 

della matrice D, , e can D, il complemento a1gebrico de11'ele-
1 

mento ~!. in tale determinante (i = 1 ., 2, ••• ,n). A110ra i o x..~ 
coseni direttori o(l. della £i.:.r.(2l-'ttr:j.~ ~ s i calo01ano mediante 

Ie 

ol, (i=1,2, ••• ,n), 
• 

e l'indice c di allunga~ento e dato da 

c ]) 

Consideria;no inolcrG l a mEitri .. ce ad n+2 righe ed n+1 coloTI
(, ( It, , t~ t , •• • I lA.~t) 

~'r~-;,-'~'~ ':-~ ';Z:T ne cha 8i ricava orlando 13. Jf.atrico jaco biana 

can Ie righe: 

0W ~ J 
'}~:~ , , (.,J 

;-~ .(;.. ~ K,#-

d" ""2- , . , oI.l'f\, , 0 

e con la. colonna formata dagli elemsnti 

Si ha allora che la somma dei' pl:odottL"!.J;-1 a t-1 dei quadrati 

degli n-1 coeffi.cienti 9-i dil '~tazione principali (2 ,s; t ~ n). 
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5i ottiene dividGndo~ la sompa dei quadrati degli 

(~I)'(~) minori __ sl-~Q£dine t+1 estratti dalJ.a suddetta matri

ce e contenenti c_ome subordinata1.a matricc II ~II . 
In particolare, per t = n, da qui si deduce che il prodot

to degli n-1 coefgcienti di dilatazione principali vale 

c, c.~ , 
I L' 1. t.--

_ V D, ~ D\ ~ -+ :n.;: 
,C""_1 - ------ -- --;:-:;.;;:------

Pertanto il prodotto d dell'ind~i~c~e~ __ ~d~i~ ____ ~al~l~un~g~am~e~n~t~o~e 

degli n-1 c.-eificienti di dilatazione e dato da 

d = D I W n+1 

Questo invariante differenziale chiamasi 1a densLta della corri

spondenza 0 nella coppia (p, 11 ), in quanta esso - a norma 

di cio 'che precede - da una misura locale dell'addensarsi attor

no a ~ degli iperpiani dello spazio E' corri5pondenti mediante n 
G ai punti di E prossimi a. P. n 

Un altro semplice s i g nu i c a t 0 g e ometri -
C 0 della suddetta densita d , si ottiene nel modo seguente. Si 

fissi in E' un q ':' ~, 1 c n que punta proprio, 0, e, per ogni 
n 

iperpiano 'Tt" di E I (che provenga mediante e da un punto P di E ), 
n n 

si consideri i1 piede pI della perpendico1are su esso abbassata 

da 0, oppure il polo plI di tale i perpiano rispetto all'ipersfera 

di centro 0 e raggio 1 ( talche PIe ptl vengono a corrispondersi 

dell'inversione rispetto a questlipersfer~. Assunto (com'e leci

to) i1 punta 0 nell'origine degli as s i (X1,X2, ••• ,Xn), Ie coordi

nate X! ed X~I di pie P" valgono: 
J. J. 

x: = L 

, 

Avuto a.u.che riguardo al n.1, da qui 8i trae che: 
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La densita d dena c'lrrispondenza dualistica 0 si ot-
-----, --. ,-- -- .. - " '-'1-' - "- - ,---

"-- '" n·- · tiene di vid~nd_~,~.r 0 _Y~. __ ~:.?---'£'?.!L~~Jd18 della c_orrispondenza 

puntuale cha i.!!j;_erced~..f..Ef! 1:. ~.1:. 1; O_d enche dividendo per 

o plln~ l-O.d_~sii§ del:~~_£.<?rl'iiillond.~nza puntuale che intercede 

fra P e PII. ~aJ.:L . ...9.1lQ.gie,,~.it.!~Al_tanQ~CiO indipenden __ li-dalla 

scel ta del.~. , Q. 

6. ALCUNE TRASFOR:~'IAZI0K1 . .n"l.T:r:C0LAR~, RELAZIONI FAA n:GNSITA I. 

Ove s1 volesse approfondire 10 studio delle trasformazio

ni dualistiche e :P --> 'IT , fra due spazi. ,euclidei En,E~, sare.!? 

be opport~~o far intervenire Ie linee direttrici e Ie ~ 

principali, ossia quelJ.e curcre di E aventi come tangente in n 
ogni loro punto P rispettivamente la retta direttrice od una 

delle n-1 rette principali di G relative a P. Si po1trebbero 

quindi stlil.c .:'are ~J8 per Ie quali. una 0 piu dellecongruenze 

formate da tali linee risu1.t.:' ,no 0 r tog 0 n ali, ecc. 

Particolare interesse offrono - per n ~ 3 - quelle 0 
che in ogni punta hannc gl,i, p-L.coefficienti di dilata,zione u-

nali fra ~oro, i1 che vel ql~e. :1cvo dire che per esse IIi p e r -
qua d r i c a d ; d e f 0 rill a z i 0 n e in ogni punt 0 

dove risultare 0, i r 0 't b. Z :t 0 n e a t t 0 r n 0 a 1 1 a 

r e 1 a t ~ v a d i 1: e t ~ j- c e Tali trasformazioni 

du~listiche appaiono in corta guis~ analoghe aIle trasformazio

ni con for JU, i , h l for7,a del primo capoverso del h. 2, ed 

anche tenuto conto della s\~ gl".ent() ::"oro pro p r i eta c ,a -

rat t e r i s tic c:. , che facilm:mte si desume dalle equa

ZEOni finali del n.4. 

Sa P e -1\ .. §9.E.Q....P.~_R.unto .9:.L'~'j:'l 2,SLun iperpiano di Ellr che 

6i corris'O_oll<1C?Ilo l.ll.Jd:lli1 __ QJel_t.b'?o .. sud!i~, a due. dir~~~ 

gualsiansi di :3n B-~a.t.i_d,.a_? __ i!on parall_ele alIa relativa di

rottrice resta:Q.Q.1!.§§Q.Qj:a...!~§.v, 1\ dllq,_ spazi propri (n-2 )-dimonsio

naH.&. il c~:i.,_..§.ng9l.iL!.ig.~!111C! %m~~~ ~ll' angolo comproso fra i due 
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piani proiettanti dalla direttriqc 10. due dilllezioni considerate. 

Senza approfondire qui ulteriormente Ie molteplici questi.Q. 

ni suggerite da cio che precede, ci proponiamo ora di trasportare 

al caso attuale - per quanta possibile - 1e considerazioni svol

te per le trasformazioni puntuali alIa fine del n.2. All'uopo ci 

riferiamo a due trasformazioni dualistiche 0, , 0,. tradfor

manti i punti di E negli iperpiani di E' ed aventi in coroune n n' 
una coppia (p, 7t' ). Allora T '" 0, • Ei' e una trasfor mazione 

puntuale di E in se che amme'ete P come punto fiaso, e che quin
n 

di (n.2) e generalmente d6tata di~ c 0 e f f i C i e n tid i 

d i 1 a t a.z ion e l'clativi a P; ciascuno di questi - esse,!! 

do un invariante to pologico - differenziale di T in P - risulta 

un invariante di. fferenzial~. di 0, e 0J_ inerente alIa coppia 

(p, 1t' ), che non muts se si assoggettano En ad una trasformazi.Q. 

ne differenziabile ed E' ad una trasformazione omografica arbi-
n 

trariamente scelte. Avrebbe interes se d'indagare in quali casi 

tali invarianti possono venir espres si mediante i coefficienti 

di dilatazione principali e gli indici di-allungamento di e, e 

di 02 in P ( a ~rescindere delle posizioni mutue dei vari n-e

dri principali). Un risultato parziale in proposito s1 ha osse£ 

vando che: 

La densita di T in P~aglia i1 rap porto delle densita 

di 8, ~ 01.. inerenti alla cOP'p"ia (p t 1"( ) .• 

Per dimostrarlo, possiamo rappresentare 0. nel modo indi

cato pOl' 0 al principia del n. ,1- ; il inaltre leci to as sumere P 

come punta x1 ==x2== ••• = xn == 0 0 n" come iperpiano u 1 = •.• un_1 == 

=un+1",O (onde per 7t' si ha w == :: (A,,,,,,. ), e sosti tuiro a 01. la 

relati va rociproci ta appro SSi!:la:l-G e, r appr os(mtata dalle equazio

ni che si doducono du qUGlle dat a alIa :::'1:.1e del n.4 col sosti tui 

re a c, c 1 ,c2 , •.. ,cn_1 10 a.nalo :~ho C_lcu.novimc',c;, c2, • . • ,c~_1 re-

lative. a 0L Allora la tras f ormazione puntualc T== 0, • 0~' 

ha le equazioni 
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Basta quindi calcolare il detornum\1lte j aco biano delle X rispet

to alle x nel punto P, G ricordare i nn.1,5, per ottenere 1'a3-

serto. Da qui si deduc e immediatamcnte che: 

11 rapporto delle densita di due trasformazioni dmalisti

che in 1ma lore coppia comune risulta un loro invarian_tc proio! 

ill2.:.. 

7. CURVATURA . Dr IPERSUP~~:t'ICIE E Dr FORME PFAFFIANE. 

Una forma pfafficm~ 

dofiniscc intrinsecamente nell'E delle variabili x una corrin 
spondenza dualistica 0 , e pr ecisamente quella che associa al 

punto p(x) l'iporpiano rr di equazione 

La den sit a di (-) nolla c01))i a (p, '1T') e un invariante 

metrico di w , chc pUG denominarsi la curvatura di 0 nel punto 

p. Es sa infatti in iDase a1 n.5. n01 caso particolare in cui 0 

sia integra bile e cioe dolla f orma 

riduc0si alla curvatura total ", k i n P do11'iporsuporficie inte

grele f(x)=cost. che passa per P; cio si ottione con facile 

calcolo, tenendo conto ch8 k vim dato ([ alIa formula nota: 


