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Andrea Brini 

(~niversiti di Bologna) 

Gian-Carlo Rota 

(~assachusetts Institute of Technology) 

Le idee principali che ci sono servite da guida e che vengono 

sviluppate in queste note sono le seguenti. In primo luogo si a- 

dotta pienamente la dualit; tra il concetto di insieme parzialmen 

te ordinato e quello di reticolo distributivo, idea che risale a 

Garrett Birkhoff e che 8 stata ulteriormente sviluppata da M.H. 
Stone, fino ad ottenere la versione definitiva nella tesi oxfor- 

diana di Ann Priestley. Nel caso pi6 semplice degli insiemi par- 

zialmente ordinati finiti, questa dualit; si riduce all'osserva- 

zione che ogni famiglia finita di sottoinsiemi di un insieme qua2 

siasi, chiusa per intersezione e unione - ma non sempre per c m -  
plementazione - 6 funtorialmente isomorfa alla famiglia di tutti 

i sottoinsiemi decrescenti di un insieme parzialmente ordinato. 



Questo fatto si esprime in mod0 naturale nelltequivalenza tra la 

categoria degli insiemi parzialmente ordinati finiti e la catego- 

ria dei reticoli distributivi finiti. In linea di massima, si 

pu6 pensare che ogni propriet3 canbinatoria di insiemi parzialmen_ 

te ordinati sia esprimibile in mod0 equivalente mediante i reticg 

li distributivi. In generale, ltespressione di tali propriet; in 

termini di reticoli distributivi 6 preferibile, non solo perch6 

permette a volte generalizzazioni a1 caso infinito, ma soprattut- 

to perch& si inserisce pi6 agevolmente nella problematica dellla& 

gebra e della logica di oggi. 

In second0 luogo, sviluppiamo il concetto di anello di valutg 

zione di un reticolo distributivo, concetto che esprime in forma 

algebrica un processo di linearizzaziane noto da tempo in analisi 

funzionale, cio& il passaggio da una misura su una famiglia di in_ 

siemi alllintegrale sulltanello di funzioni semplici ad essa ass? 

ciate. questo processo di linearizzazione ci permette di studia- 

re le valutaziani su un reticolo distributivo come funzionali li- 

neari sulltanello di valutazione, in analogia con lo studio della 

caratteristica di Eulero per le unioni finite di canvessi - e pi5 
generalmente con i ~uartermassintegrali di Minkowski - fatto da 
Hadwiger e dalla scuola di Blaschke per la gemetria integrale. 

Infatti, ancora sulle orme della geometria integrale, riuscig 

mo a definire un analog0 combinatorio della caratteristica di Eu- 

lero per i reticoli distributivi finiti (e quindi per gli insiemi 

parzialmente ordinati), come la valutazione, evidentemente unica, 

che prende il valore unit: sugli elementi sup-irriducibili (0 tlco 

ni") non zero. Ltespressione di questa caratteristica di Eulero 

mediante la funzione di ~8bius non 6 che unlestrema generalizza- 
zione della nota formula di ~ulero-~chlxfli per i poliedri. 

La teoria delle funzioni di ~Zbius degli insiemi parzialmente 

ordinati viene quindi sviluppata in base a questo legame fondamen 

tale con la caratteristica di Eulero. ~iusciamo cosi a ritrovare 



in forma semplice e, vorremmo credere, definitiva, le identit; 

scoperte Einora per le funzioni di ~8bius, nonch6 varie disugua- 

glianze profonde dovute a C. Greene, e le eleganti applicazioni 

geometriche dovute a T. Zaslavsky. 

Nei paragrafi 3 e 4 sviluppiamo dettagliatamente la struttura 

algebrica dell'anello aumentato di valutazione, introdotto da uno 

di noi e poi studiato da L. Geissinger in tre eleganti lavori. 

Troviamo cosi che con l'uso sistenaatico del1,aumentazione si sem- 

plificano varie dimostrazioni. Si pub affermare che, con il con- 

cetto di anello di valutazione aumentato, la classica dualith in- 

siemistico-booleana viene linearizzata. 

I1 presente materiale, con IIeccezione del paragrafo conclusL 

vo riguardante le applicabioni della teoria delle funzioni di ~ 8 -  

bius a1 problema classico del1,enumerazione delle regioni determL 

nate da un sistema di iperpiani non in posizione generica nello 
spazio affine o proiettivo, 4 stato oggettp di alcune delle lezig 
ni del Corso CIME tenuto a. Varenna nelll agosto 1980. 

La-lettura di queste note non richiede particolari conoscen- 

ze preliminar i, a1 di fuori di alcune elementari nozioni di alge- 

bra cammutativa. 

2. Reticoli distributivi ed insiemi parzialmente ordinati 

Nel seguito, L  indicheri un reticolo distributivo finito. 

Un elemento peL si dice sup-irriducibile se p = avb im- 

plica p = a oppure p = b. 

Ltinsieme J ( L )  degli elementi sup-irriducibili di L , con 
l1 ordine indot to, 6 un insieme parzialmente ordinato dotato di 

minimo. Indicheremo con (L ) 1 1 insieme parzialmente ordinato 

ottenuto da J ( L )  togliendo il minimo. 



2.1. PROPOSIZIONE Ogni elemento del reticolo distributivo L 

pua essere espresso in uno ed in un solo mod0 come sup di 

elementi sup-irriducibili a due a due non confrontabili. 

DIMOSTRAZIONE Essendo L f ini to, si riconosce imediatamente 

che ogni elemento di L si pu?~ esprimere come sup di elementi 

sup-irriducibili; ci limiteremo percia a dimostrare ltuniciti del 

la rappresentazione. A questo scopo, ricordiamo che, se p 6 un 
elemento supirriducibile in L e p 2 avb , allora p 2 a oppg 

re p z b .  supponiamo ora che f p, , p2,. . . , pnf e f ql, q2.. . . , 
f siano insiemi di elementi sup-irriducibili a due a due non 

confrontabili, tali che 

Grazie alltosservazione precedente, si ottiene, ad esempio v 9, - < 

pl ; d'altra parte 

da cui si deduce p = ql . Iterando questo ragionamento, si pro 
1 

va la tesi., 

Sia P un insieme parzialmente ordinato finito. Un sottoin- 

sieme I di P si dice ideale se x 2 ye I implica x e  I . 
La famiglia Y ( P )  degli ideali di P , con le operazioni di 

unione e intersezione, risulta essere un sottoreticolo delltalge- 

bra di Boole su P , ed 8 quindi un reticolo distributivo. 

un sottoinsieme F di P si dice filtro se- x 2 y e F  impli- 

ca X C F .  

Un ideale I di P si dice principale se esiste pe P tale 



che I = x e P; x 5 pf . Analogamente, un filtm F di P  si di- f 
ce principale se esiste p e P  tale che F = xe P; x 2 pf . 

2.2. PROPOSIZIONE Sia L  un reticolo distributivo finito, sia 

(L ) 11 insieme parzialmente ordinato dei sup-irriducibili 
A 

di L  privato del minimo, e sia ~ ( J ( L ) )  il reticolo degli 

ideali di j(L). Allora, L  e Y ( ~ ( L ) )  Son0 isomorfi. 

& biiettiva e presemra l'ordine, quindi 6 un isomorfismo di reti- 

coli.. 

2.3. PROPOSIZIONE Sia P un insieme parzialmente ordinato fi- 

nito, e sia Y(P)  il reticolo distributivo degli ideali di 

P . Allora P  e i ( . f l ( ~ ) )  son0 isomorfi. 

DlPIOSTRAZIONE E' sufficiente osservare che gli elementi di 

j (g (P ) )  sono tutti e soli i sottoinsiemi di P della forma 

con pep. Si verifica immediatamente che lcapplicazione 

k biiettiva e preserva l'ordine. 



2.4. PROPOSIZIONE Sia P un insieme parzialmente ordinato fi- 

nito, e P" il suo duale dlordine. Allora 4(pX) 2 il 
duale dlordine di g(P). 

DIMOSTRAZIONE Osserviamo che 9 (P*) 6 il reticolo dei filtri 
di P. ~oich& l~insieme complementare di un ideale 6 un f i l m  e 
viceversa, llapplicazione 

risulta un antiisomorfismo di reticoli.. 

Siano L ?, L2 reticoli f initi. Un* applicazione 

si dirh, u-z morfismo di reticoli se 2'un morfismo reticolare e fa 
corrispondere il massimo di L a1 massimo di L2 e il minimo di 

1 
L, a1 minimo di L2. 

2.5. TEOREMA La categoria dei reticpli distributivi finiti con 

gli u-z morfismi & funtorialmente equivalente alla catego- 

ria degli insiemi parzialmente ordinati finiti con i morfi- 

smi dt ordine. 

DP~OSTRAZIONE Siano Pl t P2 due insiemi parzialmente ordinati 

finiti, e sia 

un morfismo dtordine. Siano 9(P ) e f(P ) i reticoli degli 1 2 



ideali di P e P rispettivamente. Definiamo unlapplicazione 
1 2' 

a* : 9(P2) + 4 ( P  ) 1 

ponendo 

dove 1ey(p2); a* risulta evidentemente un u-z morfismo di re- 

ticoli. 

Viceversa, siano L L2 reticoli distributivi finiti, e sia 

un u-z morfismo; definiamo unrapplicazione 

ponendo 

p*(p) = min (xe j(Ll)i P(X) = pf 9 

dove p e  J(L~) . 
* 

La definizione di $ 1  & ben posta, in quanto, se x, ye J(L,) 

sono tali che $(x)-= p = $(y) e sono minimali rispetto a tale 

condizione, allora P(x~y) = p ; sia XFIY= p1vp2v ... vPn , 
con p sup-irriducibile per ogni i . ~oich6 p & a sua volta 

i 
sup-irriducibile, deve esistere un indice j tale che @(p . )  = p; 3 
dato che x,y sono minimali, si ha necessariamente x = p j = y  

si verifica poi immediatamente che f3* k un morfismo dtordi- 

ne . 
Utilizzando le costruzioni precedenti si completa la dimostrg 

zione.. 



3. Coni di valutazione 

Sia A un anello, e sia & una aumentazione per A ,  cio6 

un morfismo di anelli da A alllanello Z degli interi. 

Definiamo ora una nuova operazione su A ,  che chiameremo e- 
tiplicazione di Geissinger, e indicheremo con x, ponendo 

anb = &(a) b+a~(b)-ab 

per ogni a,bcA. 

3.1. PROPOSIZIONE (A, +, n) 3 un anello; inoltre, (A, +, x) C 
commutativo se e solo se A & commutativo. 

DIMOSTRAZIONE Per ogni a, b, c e A si ha: 

i) a n  (bnc) = ax (&(b)c + bE (c) - bc) = 

= &(a) E (b) c + E (a) b E(C) - t (a) bc + a ~(b) E (c )  + 

+ ~ F ( ~ ) E ( c ) - a & ( b ) & ( ~ ) - a & ( b ) c - a b & ( c ) +  abc . 
L'espressione cosi ottenuta C una funzione simmetrica in 

a, b, c, quindi 

ii) ax(b+c) = ~(a)(b+c)+a(& (b)+&(c))-a(b+c) = 

= ~(a) b+~(a) C+ as(b) + ae(c)- ab-ac ; 

Analogamente si dimostra l'altra legge distributiva. 



L'ultima affemazione dell'enunciato segue direttamente dal- 

la definizione dell'operazione x.. 

3.2. COROLLARIO L1aumentazione E di A & unlaumentazione per 

l'anello (A, + , r) . Inoltre, la moltiplicazione di Geis- 
singer di (A,+, r) 4 la moltiplicazione di A., 

Sia A un anello con aumentazione E . Un elemento zcA 

si dirs integrale se risulta: 

i > E(Z) = 1 

ii ) ~(a)z = az per ogni aeA . 

3.3. PROPOSIZIONE Sia z un integrale di A ;  allora, z 

f elemento neutro dell'operazione x . Viceversa, se A 

possiede elemento neutro moltiplicativo , questo 6 un 
integrale per (A, + ,'x) . In particolare 1' integrale, se 

esiste, & unico.. 

un semianello s(+, 0 )  sara nel seguito una struttura dotata 

di due operazioni tali che 

i) s(+) ed s(.) siano semigruppi; 

ii) in s(+) valga la legge di cancellazione; 

iii) a(b+c) = ab + ac 
(a+b)c = ac+ bc 

per ogni a,b, ceS . 



che risulti un morfismo di semianelli. 

On con0 di valutazione & un semianello commutative unitario 

s con una apentazione E , dotato di integrale, e tale che sia 
definita in s un'operazione x che soddisfi ltidentita: 

axb + ab = a& (b) + e(a)b 

per ogni a, b e S . 
Osserviamo che , nelle precedenti ipotesi, la struttura (S ,+ ,x) 

risulta anchlessa un con0 di valutazione. 

siano S I* S2 
coni di valutazione; unlapplicazione 

Ip: S1 - s* 
si dirh morfismo di coni di valutazione se 4 un morfismo di se 

mianelli, ed inoltre: 

i> Ip(awb) = Ip(a) x~(b) ; 

it) &(~)(a)) = E (a) 

per ogni a,b eS1 . 

3.4. PROPOSIZIONE (mincipio di inclusione-esclusione) 

Sia S un con0 di valutazione, e siano al,a2, ..., a n es. 
Allora: 



DPIOSTRAZIONE Segue per induzione su n . , 
Sia L un reticolo distributive finito. 

Consideriamo il semigruppo abeliano libero su L e definiamo 

su questo semigruppo una struttura di semianello ponendo 

se x,yeL , ed estendendo il prodotto cosi definito per lineari- 
. Tale semianello sara indicato con N b, 4 . 

Consideriamo ora le congruenze 

per -x,yeL. 

Osserviamo che le congruenze (r) sono compatibili con la 

struttura di semianello, in quanto, per ogni aeL e per ogni 

x,ye L: 

Quindi, & ben definito il semianello quoziente di ~ h . 4  ri- 
spetto alle congruenze (x). Tale semianello si indichera con 

v(L 1. 
Diremo elementi puri di v(L) quelli che sono imagine di 

elementi di L nell*immersione canonica L + V(L) . 
Definiamo ora un'applicazione: 



nel mod0 seguente: 

i) &(x) = I se x puro; 

ii) E x i  = E x i  con xi pum per ogni i . 
i i 

risulta percid unlaumentazione per V(L) . 
Si ha poi immediatamente che il massimo u del reticolo corrL 

sponde alltunits del semianello, e che il minimo z del reticolo 

corrisponde all'integrale del semianello, cio& t ( z )  = 1 e 

z-x = E (X)Z per ogni xt v ( L ) .  

~efiniamo ora unloperazione su v(L), che indicheremo con X ,  

nel modo seguente: 

xxy = xv y se x,y sono puri 

dove xi,yj sono puri per ogni i , j . 
Questa definizione non dipende dalla rappresentazione median- 

te elementi puri che & stata scelta, poich6, se a,b,c sono pu- 

ri, si ha 

3.5. PROPOSIZIONE Se f ,g c V(L) si ha: 

DIMOSTRAZIW siano f = xi , g = yj , xi.yj puri. ~llo- 
i J 



Di conseguenza, V ( L )  risulta un con0 di valutazione. 

Diremo con0 ridotto del reticolo distributivo L il smianel- 

lo v,(L) quoziente del con0 di valutazione V ( L )  rispetto a1 

semiideale generato dall'integrale z : 

3.6. PROPOSIzIONE Sia P un insieme parzialmente ordinato fi- 

nito, e Y(P)  il reticolo distributivo degli ideali d'or 

dine di P . 
Una funzione 

f:F -+ IN 

2 decrescente se e solo se esistono xl, x ,..., xn e Y(P) 2 
e c,, ..., c e N tali che n. 

dove Ixi 4 la funzione caratteristica delltideale xi . 
DIMOSTRAZIONE Sia f : P -t N Qecrescente. Dato che P 4 fi- 

nito, f assume un numero finito di valori non nulli; siano 

v < v  < . . . < v  questivalori. Poniamo 
1 2  n 



Ciascuno degli insiemi A,, Al , .  . . , An,1 6 un ideale dcordi- 

ne di P . La funzione 

C anchtessa decrescente, ed inoltre 

n- I 
,f (p) - vl se pc U 

i= I 
fl(p) = 

\ O  altrimenti 

Per induzione si ha allora 

Dato che ciascun un elemento di JZ(P)  , l*affermaeione 
Q Vera. 

Viceversa, 6 owio che ogni IA , con A e  Y ( P )  , 2 UM fun- 

zione decrescente su P . . 
Da questo risultato si deduce il seguente teorema di StrutQ 

ra: 

3.7. TEOREMA Per ogni reticolo distributive finito L , il con0 
ridotto V,(L) 4 isomorfo a1 semianello delle funzioni d= 

crescenti sull*ordine parziale j(L) , a valori in N .. 



4, Anello di valutazione di un reticolo distributivo 

Sia L un reticolo distributivo finito ed M un semigruppo 

abeliano, nel quale valga la legge di cancellazione. Una valuta- 

zione su L k una funzione - 

tale che 

f(a~b) + f(a~b) = f(a) + f(b) 

per ogni a,b nel reticolo. 

Se poi f: L + M 6 una valutazione che associa a1 minimo 

z di L l*elemento neutro del semigruppo M , f si dice misura. 

Sia A un anello unitario; una valutazione f:L + A si di 

ce moltiplicativa se, per ogni x ,  y c L , risulta 

4.1. PROWSIZIONE Ltimmersione canonica 

del reticolo distributivo L nel suo con0 di valutazione 

la valutazione universale su L , ciok, per ogni semigruppo 
M e per ogni valutazione 

esiste un morfismo di semigruppi 



tale che 

DIMOSTRAZIONE Definiamo y :  V(L) -*. M nel mod0 seguente: 

1) sp (XI = f(i-l (x)) se x Q puro; 

2) se x = 2 ak . con ak puro per ogni k . 
k 

poniamo 

Dato che f h una valutazione, questa definizione non dipende 

dalla rappresentazione di x mediante elementi puri.. 

4.2. PROWSIZIONE Un morfismo di reticoli distributivi finiti 

induce un (unico) morfismo di coni di valutazione 

tale che 

p o i  = i 0 9  
1 2 '  

dove i i sono le immersioni di 
1' 2 

L1 in v(L~) e di 

L2 in v(L~) , rispettivamente. 

DIMOSTRAZIONE E ' suff iciente osservare che, prolungando per 1= 

nearits la 9 a INfi.4 , si ottiene una funzione che rispetta 



le congruenze 

a v b i a ~ b  = a + b  

e che quindi & ben def inita su V ( L )  . . 
4.3. PROPOSIZIONE Siano L1, L2 reticoli distributivi, e sia 

un morfismo di coni di valutazione. Allora esiste un uni- 

co morfismo di reticoli 

tale che 

dove i denotano le immersioni naturali di L1 in 

v ( L ? )  e di L2 in v(L~) , rispettivamente. 

DIMOSTRAZIONE E' owio che gli elementi puri di v(L1  ) e v(L2) 

sono tutti e soli gli elementi di aumentazione 1 .  E l  quindi 

sufficiente provare che 9' muta elementi puri in elementi pu- 

ri. Ma, se xs v ( L ~ )  , ed x & puro, si ha 

che implica 

9l ( X I  9 8  (XI = 9 ' ( x )  

da cui: 



Sia L  un reticolo distributivo finito; consideriamo il grup- 

po abeliano libero su L. Tale gruppo si pu6 dotare di una strur 

tura di Z-algebra mediante l'operazione di prodotto indotta dal- 

l'inf~ del reticolo. Questa algebra si dice algebra di semi- 

gruppo di L  , e si indica con L&, rrL( . Sia I (L)  l'ideale di 

Z E , ~  generato dagli elementi del tipo 

con a,beL . L'anello quoziente 

si diri'anello di valutazione di L .  Gli elementi di w ( L )  im- 

magine degli elementi di L  si diranno elementi puri. 

4.4. PROPOSIZIONE sia L un reticolo distributivo finito, e 

sia M un gruppo abeliano. Per ogni valutazione 

esiste un morfismo di gruppi 

tale che 



dwe i 6 l~immersione canonica di L in w ( L ) .  

DIMOSTRAZIONE Analoga a quella della Proposizione 4.1,. 

Analogamente a quanto fatto per il con0 di valutazione V(L) , 
definiamo l'aumentazione 

nel mod0 seguente: 

i) t(x) = I se x Q puro; 

ii) L ~ X ~ ) = ~ L ( X ~ )  se x i 6 puro per ogni i. 
i i 

Dal momento che W(L) 8 un anello con aumentazione, si pub 

definire in esso la moltiplicazione di Geissinger X : 

per ogni a,bc#(L) . Owiamente, se a,b sono puri, risulta 

e, se a = r x i  . b = r y j  , dove xiPyj sono puri, si ha: 
i j 

a x b  = (xivyj) . 
i, j 

4.5. PROPOSIZIONE Lfimmersione canonica 

j : v(L) -+ w(L) 

h un morfismo di coni di valutazione.. 



Osserviamo che la costruzione di W ( L )  pu6 essere ripetuta 

utilizzando lloperazione sup di L  in luogo dell'operazione inf; 
X si ottiene cos? un anello W ( L )  , che gode evidentemente delle 

stesse propriet3 di w ( L )  . pih precisamente: 

4.6. PROPOSIZIONE L  l applicaeione 

tale che 

7 ( x )  = u+ 2- X  

6 un isomorfismo involutorio di anelli. 

DIMOSTRAZIONE El sufficiente osservare che 

4.7. PROPOSIZIONE Gli elementi di W ( L )  che corrispondono 

agli elementi sup-irriducibili di L  costituiscono una ba- 

se per w ( L ) .  

DIMOSTRAZIONE 

i) gli elementi supirriducibili di L  sono owiamente linearmen 

te indipendenti in W ( L )  ; 

ii) sia x s L ,  non supirriducibile, e sia 

con P,, ..., pn supirriducibili e non confrontabili; grazie 



a1 principio di inclusione-esclusione, in W(L) , si ha: 

ciascuno degli addendi a1 second0 membro strettamente rnino- 

re di x ; ripetendo il procedimento per ogni addendo che non 

sia supirriducibile, dato che il reticolo L i finito, otte- 
niamo 

Con ql, ..., q k sup-irriducibili; 
iii)dato che gli elementi puri generano w(L), ltaffermazione b 

Vera.. 

4.8. PROPOSIZIONE Sia L un reticolo distributive finito. O g n i  

valutazione su L Q determinata dai suoi valori su J(L) , 
e qaesti valori possono essere assegnati arbitrariamente. 

D~sTRAzIONE Segue dal fatto che J(L) una base per W(L) , 
e che ogni valutazione f :. L + A si pud esprimere nella forma 

!Poi , dove rp: W ( L )  + A 6 un morfismo di gruppi. 

4.9. COROLLARI~ se J(L) un inf-semireticolo, allora J(L) 

Q un inf-sottosemireticolo di L ,  e W(L) Q Italgebra di 

semigruppo di (J(L), A ) .  

DIMOSTRAZIONE Indichiamo con A 11 operazione di inf in L , con 
A lroperazione di inf in J(L) . Siano p,qc~(L); supponiamo 
J 
che 



D'altra par te  s i  avr; 

con a l r a 2  ,..., an r J(L) ; questo implica 

per qualche i , il che b assurdo. D i  conseguenza 

La seconda affermazione segue da l  f a t t o  che g l i  elementi d i  

J (L )  costi tuiscono una base per w(L) .. 
4.10. TEOREMA Sia L un r e t i co lo  dis t r ibut ivo f i n i t o ;  L si 

pua immergere i n  untalgebra d i  Boole f i n i t a ,  B(L) , d i  

rango I ~ ( L ) I  . 
DIMOSTRAZIONE E' suff ic iente  ossemare che, per il Teorema 2.5, 

L 5 i smor fo  a un sot toret icolo dell 'algebra d i  Boole generata 

dagli  elementi d i  j ( ~ )  .. 
4.11. PROWSIZIONE Sia L un r e t i co lo  d i s t r ibu t ivo  f i n i t o ,  e 

A 

B(L) l 'a lgebra d i  Boole generata da J ( L )  ; a l lo ra  w(L) 

e w(B(L))  sono isomorfi. 

DIMOSTRAZIONE Segue dal f a t t o  che 

e quindi i due a n e l l i  d i  valutazione sono generati da l l o  s tesso 

nwnero d i  elementi.. 



5. La funzione di ~bbius 

Sia L un reticolo distributive finito, e sia J(L) l'insie- 

me parzialmente ordinato degli elementi sup-irriducibili di L. 

Per ogni pef(~) , l'insieme 

ha an massimo, che indicheremo con dp. Osserviamo inoltre che, 

se p1 , p , . . . , pn sono gli elementi sup-irriducibili di L tali 
2 

che piCp per ogni i , allora 

Nell*anello di valutazione W(L) , definiamo 

Poniamo in01 tre 

e ='z . z 

5.  I. PROFQS IZIONE L * insieme 

& unit base di idempotenti ortogonali per w(L) . Inol tre, 
per ogni x e  L , risulta 



DIMOSTRAZIONE Innanzi tutto osserviamo che, per ogni pe~(L) , 
si ha: 

e, per ogni p,qsJ(L) , P f q , risulta 

da cui 

. = (p-dp)(q-dq) = p ~ q +  d p ~ d q - d ~ ~ q - ~ ~ d q  = O 
P 9 

Inoltre, per ogni xe L , risulta 

infatti, supponiamo Vera lfaffennazione per ogni yc L , y < x ;  
se x non a sup-irriducibile, avremo x = arb; se 

allora 

poich6 gli e sono idempotenti ortogonali; quindi 
P 

Se invece x 4 sup-irriducibile, si ha: 



dal momento che dx < x , l a  t e s i  6 Vera.. 

Dato che g l i  elementi d i  J ( L )  son0 una base per W(L)  , sa- 

r; in particolare 

per ogni p e J ( L )  . I coeff ic ienti  ~ ( q , p )  sono evidentemente 

numeri interi .  Per convenzione, poniamo 

Abbiamo quindi: 

5.2. PROPOSIZIONE Per ogni x e L si ha 

DIMOSTRAZIONE Segue dalla Proposizione precedente e dalla de- 

f inizione d i  ~ ( p ,  q) . . 
5.3. PROPOSIZIONE Per ogni a , b e ~ ( L )  si ha: 


