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UN' INTRODUZIONE ALLA TEORIA DELLE FUNZIONI DI MUBIUS

Marilena Barnabei
(Universita di Ferrara)
Andrea Brini
(Universita di Bologna)

Gian—-Carlo Rota
(Massachusetts Institute of Technology)

1. Introduzione

Le idee principali che ci sono servite da guida e che vengono
sviluppate in gqueste note sono le seguenti. In primo luogo si a-
dotta pienamente la dualitd tra il concetto di insieme parzialmen
te ordinato e quello di reticolo distributivo, idea che risale a
Garrett Birkhoff e che & stata ulteriormente sviluppata da M.H.
Stone, fino ad ottenere la versione definitiva nella tesi oxfor-
diana di Ann Priestley. Nel caso pili semplice degli insiemi par-
zialmente ordinati finiti, questa dualitd si riduce all'osserva-
zione che ogni famiglia finita di sottoinsiemi di un insieme qual
siasi, chiusa per intersezione e unione - ma non sempre per com—
plementazione — & funtorialmente isomorfa alla famiglia di tutti

i sottoinsiemi decrescenti di un insieme parzialmente ordinato,



Questo fatto si esprime in modo naturale nell'equivalenza tra la
categoria degli insiemi parzialmente ordinati finiti e la catego-
ria dei reticoli distributivi finiti. 1In linea di massima, si
pudé pensare che ogni proprietd combinatoria di insiemi parzialmen
te ordinati sia esprimibile in modo equivalente mediante i retico
1i distributivi., In generale, l'espressione di tali proprietd in
termini di reticoli distributivi & preferibile, non solo perché
permette a volte generalizzazioni al caso infinito, ma soprattut-
to perché si inserisce pil agevolmente nella problematica dell‘tal
gebra e della logica di oggi.

In secondo luogo, sviluppiamo il concetto di anello di valuta
zione di un reticolo distributivo, concetto che esprime in forma
algebrica un processo di linearizzazione noto da tempo in analisi
funzionale, cioé il passaggio da una misura su una famiglia di in
siemi alltintegrale sull'anello di funzioni semplici ad essa asso
ciate. Questo processo di linearizzazione ci permette di studia-
re le valutazioni su un reticolo distributivo come funzionali 1li-
neari sull'anello di valutazione, in analogia con lo studio della
caratteristica di Eulero per le unioni finite di convessi - e piu
generalmente con i Quartermassintegrali di Minkowski - fatto da
Hadwiger e dalla scuola di Blaschke per la geometria integrale.

Infatti, ancora sulle orme della geometria integrale, riuscia
mo a definire un analogo combinatorio della caratteristica di Eu-
lero per i reticoli distributivi finiti (e quindi per gli insiemi
parzialmente ordinati), come la valutazione, evidentemente unica,
che prende il valore unita sugli elementi sup-irriducibili (o "co
ni") non zero, L'espressione di questa caratteristica di Eulero
mediante la funzione di M8bius non & che unt'estrema generalizza-
zione della nota formula di Eulero-Schldfli per i poliedri.

La teoria delle funzioni di MObius degli insiemi parzialmente
ordinati viene quindi sviluppata in base a questo legame fondamen

tale con la caratteristica di Eulero. Riusciamo cosi a ritrovare



in forma semplice e, vorremmo credere, definitiva, le identita
scoperte finora per le funzioni di M8bius, nonché varie disugua-
glianze profonde dovute a C. Greene, e le eleganti applicazioni
geometriche dovute a T. Zaslavsky,

Nei paragrafi 3 e 4 sviluppiamo dettagliatamente la struttura
algebrica dell'anello aumentato di valutazione, introdotto da uno
di noi e poi studiato da L. Geissinger in tre eleganti lavori.
Troviamo cosi che con 1'uso sistematico dell'aumentazione si sem—
Plificano varie dimostrazioni. Si pud affermare che, con il con-
cetto di anello di valutazione aumentato, la classica dualitd in-
siemistico—-booleana viene linearizzata.

Il presente materiale, con l'eccezione del paragrafo conclusi
vo riguardante le applicazioni della teoria delle funzioni di M8-
bius al problema classico dell'enumerazione delle regioni determi
nate da un sistema di iperpiani non in posizione generica nello
spazio affine o proiettivo, & stato oggetto di alcune delle lezio
ni del Corso CIME tenuto a Varenna nell'agosto 1980,

La lettura di queste note non richiede particolari conoscen—
ze preliminari, al di fuori di alcune elementari nozioni di alge-

bra commutativa.

2. Reticoli distributivi ed insiemi parzialmente ordinati

Nel seguito, L indicherd un reticolo distributivo finito.

Un elemento pel si dice sup-irriducibile se p = avb im—-

plica p=a oppure p =b,

Ltinsieme J(L) degli elementi sup—irriducibili di L, con
1'ordine indotto, & un insieme parzialmente ordinato dotato di
minimo, Indicheremo con 3(L) lt'insieme parzialmente ordinato

ottenuto da J(L) togliendo il minimo.
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2.1. PROPOSIZIONE Ogni elemento del reticolo distributivo L
pud essere espresso in uno ed in un solo modo come sup di

elementi sup—-irriducibili a due a due non confrontabili.

DIMOSTRAZIONE Essendo L finito, si riconosce immediatamente
che ogni elemento di L si pud esprimere come sup di elementi
sup-irriducibili; ci limiteremo percid a dimostrare l'unicitd del
la rappresentazione. A questo scopo, ricordiamo che, se p & un
elemento sup-irriducibile in L e p <avb, allora p <a oOPPU
re p <b. Supponiamo ora che {p‘l, p2,..., pn} e {q_', Qyrecer
Qe siano insiemi di elementi sup-irriducibili a due a due non
confrontabili, tali che

P1VP2vo.-an:q1vq2v..-\/qk .

Grazie all'osservazione precedente, si ottiene, ad esempio, q1 <

p1 s d'altra parte
P, = (p,‘A (q2v ceev g )y q,

da cui si deduce p1 = q . Iterando questo ragionamento, si pro

va la tesi,
a la -

Sia P un insieme parzialmente ordinato finito. Un sottoin-
sieme I di P si dice ideale se x <yeI implica xeI .

La famiglia #(P) degli ideali di P , con le operazioni di
unione e intersezione, risulta essere un sottoreticolo dell'alge-~
bra di Boole su P , ed & quindi un reticolo distributivo.

Un sottoinsieme F di P si dice filtro se. x> yeF impli-
ca xeF.

Un ideale I di P si dice principale se esiste peP tale
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che I ={xe P; x < p% . Analogamente, un filtro F di P si di-

ce principale se esiste peP tale che F = %xe Py x> p} .

2.2. PROPOSIZIONE Sia L wun reticolo distributivo finito, sia
j(L) 1'insieme parzialmente ordinato dei sup-irriducibili
di L privato del minimo, e sia ﬂ(E(L)) il reticolo degli
ideali di J(L). Allora, L e #(J(L)) sono isomorfi.

DIMOSTRAZIONE L'applicazione

L — #(J(1))

x —> {yeﬁ(L); y < X%

& biiettiva e preserva l'ordine, quindi & un isomorfismo di reti-

COll..

2.3, PROPOSIZIONE Sia P wun insieme parzialmente ordinato fi-
nito, e sia #(P) il reticolo distributivo degli ideali di

P. Allora P e 3(,¢(P)) sono isomorfi,

-

DIMOSTRAZIONE E® sufficiente osservare che gli elementi di

3(} (P)) sono tutti e soli i sottoinsiemi di P della forma

IPZ{XCP; x:p} N

con peP, Si verifica immediatamente che ltapplicazione

P — J(#(P))

p — I

x

& biiettiva e preserva 1'ordine..
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2.4, PROPOSIZIONE Sia P wun insieme parzialmente ordinato fi-

. X, .
nito, e P il suo duale dtordine. Allora J(Px) e il

duale d'ordine di s(P).

DIMOSTRAZIONE  Osserviamo che ¢ (PY) & il reticolo dei Filtri
di P. Poiché l'insieme complementare di un ideale & un filtro e

viceversa, l'applicazione

#(P) —> 4(F")
I —» P-I

risulta un antiisomorfismo di reticoli.-

siano L,',L2 reticoli finiti, Untapplicazione

si dird u-z morfismo di reticoli se & un morfismo reticolare e fa
corrispondere il massimo di L 1 al massimo di L2 e il minimo di

L1 al minimo di L2 .

2.5, TEOREMA La categoria dei reticoli distributivi finiti con
gli uw-z morfismi & funtorialmente equivalente alla catego-
ria degli insiemi parzialmente ordinati finiti con i morfi-

smi d'ordine,

DIMOSTRAZIONE siano P 17 P2 due insiemi parzialmente ordinati

finiti, e sia

:P. —> P
@: P, 2

un morfismo d'ordine, Siano J(P1) e ,}(PZ) i reticoli degli
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ideali di P1 e PQ, rispettivamente. Definiamo un'applicazione

] .
at : J‘(Pg) ———> 1(91)
ponendo

a' (1) = %xe P_]; a(x) e I%

dove ICJ(PQ); a' risulta evidentemente un u-z morfismo di re-
ticoli.
Viceversa, siano L1. L2 reticoli distributivi finiti, e sia

: —
B:L, L,

wm u-z morfismo; definiamo untapplicazione
prajy) — J)
ponendo
B (p) = min $xe3(1 )5 BG) = p}

dove pe&(Lg) .

La definizione di B* & ben posta, in quanto, se x, Y€ 3(L1)
sono tali che B(x) = p = B(y) e sono minimali rispetto a tale
condizione, allora B(xay) = p 3 sia XAy = p1vp2v cesV P,
con p, sup-irriducibile per ogni i. Poiché p & a sua volta
sup-irriducibile, deve esistere un indice j tale che B(Pj) =P
dato che x,y sono minimali, si ha necessariamente x = pj =y .

Ssi verifica poi immediatamente che B*' & un morfismo dtordi-
ne.

Utilizzando le costruzioni precedenti si completa la dimostra

zione..
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3., Coni di valutazione

sia A un anello, e sia ¢ una aumentazione per A, cioé
un morfismo di anelli da A all‘*anello Z degli interi.
Definiamo ora una nuova operazione su A, che chiameremo mol-

tiplicazione di Geissinger, e indicheremo con %, ponendo

axb = ¢t(a)b+ace(b)-ab
per ogni a,beA.

3.1. PROPOSIZIONE (A, +, %) & un anello; inoltre, (A, +, X} &

commutativo se e solo se A & commutativo,

DIMOSTRAZIONE Per ogni a, b,ceA si ha:

i) ax(bxc) = ax(e(b)c + be(c)-bc) =
= g(a)e (b)e + e(a)be(c) - ¢(a) be+ae(b) e(a) +

+ as(b)e(c)-as(b)e(c)-ae(b)ec-abe(c)+ abec .

L'espressione cosi ottenuta & una funzione simmetrica in

a, b, ¢, quindi
ax(bxc) = (axb)xc .,

ii) ax(b+c) = e(a)(b+c)+ta(e(p)+e(c))~a(b+c) =

= ¢(a)b+e(a)c+ ae(b) + ae(c)- ab-ac ;
(axb)+ (axc) = e(a)yb+ac(b)-ab+e(a)lc+ac(c)-ac .

Analogamente si dimostra l'altra legge distributiva.
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Ltultima affermazione dell'enunciato segue direttamente dal-

la definizione dell'operazione x ‘m
3.2. COROLLARIO L'aumentazione ¢ di A & un'aumentazione per
ltanello (4, +, %), Inoltre, la moltiplicazione di Geis-

singer di (A, +, X) & la moltiplicazione di A ‘m

Sia A wun anello con aumentazione ¢ ., Un elemento zec A

si dird integrale se risulta:

i) e(z) = 1

ii) ela)z = az per ogni a€A .

3.3, PROPOSIZIONE Sia 2z un integrale di A; allora, 2z @&
lielemento neutro dell'operazione %, Viceversa, se A
possiede elemento neutro moltiplicativo , , questo & un
integrale per (A, +,%). In particolare 1'integrale, se
ésiste, é unico..

Un semianello S(+, *) sarid nel seguito una struttura dotata

di due operazioni tali che

i) s(+) ed s(+) siano semigruppij

ii) in s(+) wvalga la legge di cancellazione;

]

iii) a(btc)
(atb)c

ab+ ac

ac + bc

i

per ogni a,b,ceS.
Un'aumentazione di S sard un'applicazione

et § — N
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che risulti un morfismo di semianelli.

Un cono di valutazione & un semianello commutativo unitario

S con una aumentazione ¢ , dotato di integrale, e tale che sia

definita in S un'operazione x che soddisfi 1l'identitad:
axb + ab=ace (b) + e(a)b

per ogni a,be S,
Osserviamo che, nelle precedenti ipotesi, la struttura (S,+,%)
risulta anch'essa un cono di valutazione,

Siano S1, 32 coni di valutazione; un'applicazione

. —_—
@ S1 52

si dird morfismo di coni di valutazione se ¢ & un morfismo di se

mianelli, ed inoltre:

i}

p(a) xp(b) 3
s {a)

i) p(axb)

ii) e(g(a))

per ogni a,b es§

1

3.4, PROPOSIZIONE (Principio di inclusione-esclusione)

Sia S8 un cono di valutazione, e siano a a2,..., a € S.

Allora:

* ')(...-)(a +§ £ + £ a. ss e --..a-...a +
a1 a2 n (al) ( J)a’l a:!. J n

i<j
+ z . e(ai)E(aj)e(ah)e(ak)a1 see @5 eeedgeee Apeee @y ..
i<j<h<k
N 2 s(ai)a1 ceedees @y *

i
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+ z ela.)e(a.)e(a, ) a tee B oves Bieee By eeed t au.
i<j<x i J k 1 i J k n
DIMOSTRAZIONE Segue per induzione su n -
Sia L un reticolo distributivo finito,

Consideriamo il semigruppo abeliano libero su L e definiamo

su questo semigruppo una struttura di semianello ponendo
X*Y = XAY

se xX,yelL , ed estendendo il prodotto cosi definito per lineari-
ti. Tale semianello sard indicato con N@,/ﬂ .

consideriamo ora le congruenze
() XVY + XAY = X+Y
per -x,yel.

Osserviamo che le congruenze (%) sono compatibili con la
struttura di semianello, in quanto, per ogni aelL e per ogni

x,y€eL:

a(xvy+xay) = (aax)v (aay) + (arx) A (ary)

]

a(x+y) = (aax) + (any) .

Quindi, & ben definito il semianello quoziente di NE.,,:_] ri-
spetto alle congruenze (¥). Tale semianello si indicherad con
v(L).

piremo elementi puri di V(L) quelli che sono immagine di

elementi di L nell'immersione canonica L —> V(L) .

Definiamo ora unt*applicazione:
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e V(L) = N
nel modo seguente:
i) e(x) =1 se x & puro;
ii) s(z xi) = Z s(xi) con x, Ppuro per ogni i.
i i

¢ risulta percid un'aumentazione per V(L).

Si ha poi immediatamente che il massimo u del reticolo corri
sponde alltunitd del semianello, e che il minimo z del reticolo
corrisponde all'integrale del semianello, cioé e(z) =1 e
z+x = e(x)z per ogni xeV(L).

Definiamo ora un'operazione su V(L), che indicheremo con X,

nel modo seguente:
XXY = XVYy se X,y sono puri

i,J

Cx) x Qv =L vy
1 J

dove xi,yj sono puri per ogni 1i,j.
Questa definizione non dipende dalla rappresentazione median-
te elementi puri che & stata scelta, poiché, se a,b,c sono pu-

ri, si ha

av(bve + bac) = av(b+c) .

3.5, PROPOSIZIONE se f£,gev(L) si ha:

fFx g+ £g =£e(g)+ e(B)g .

DIMOSTRAZIONE Siano £ = Z x

_ =V v. Y. i. Allo-
) %+ 9 %YJ. Xje¥5 Ppur
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ra

fxg+ f£g Z : (xivyj)+ Z (xiij) =) (xi+yj) =
1,] i,j i,j

e(g) L ox;+ e(£) L yi oo
i 3

Di conseguenza, V(L) risulta un cono di valutazione.
Diremo cono ridotto del reticolo distributivo L il semianel~
lo Vv,(L) quoziente del cono di valutazione V(L) rispetto al

semiideale generato dall'integrale z:

vy (L) = v(L)/<z> .

3.6, PROPOSIZIONE Sia P un insieme parzialmente ordinato fi-
nito, e #(P) il reticolo distributivo degli ideali d'or—
dine di P.
Una funzione
f:P »> W

& decrescente se e solo se esistono x_, X

7 Xpreeas X, € #(P)

€ C._jreeey € €N tali che
1 n

n

)
]

c. I
X
i:‘] 1 i

dove Ixg & la funzione caratteristica delltideale X e
DIMOSTRAZIONE Sia f: P = N decrescente, Dato che P & Ffi-

nito, £ assume un numero finito di valori non nulli; siano

v1 < v2 <ees <vn questi valori, Poniamo
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A, =<EPcP; £(p) >0%

Ai=§PeP; f(P)>V-% 1= 1,000y =1

1

Ciascuno degli insiemi 4,, A1...., An—1 & un ideale d'ordi-

ne di P, La funzione

f_‘ = f-V1 IAo

& anchtessa decrescente, ed inoltre

) n-1
£(P) ~ v, se pe i\=J1 Ay
f1(p) =
\0 altrimenti

Per induzione si ha allora

£=v Iy ¢ (v2—v1) Tp,teest (vn—1 = Vo) TAp-q -
Dato che ciascun Ai & un elemento di s (P) , l'affermazione

& vera,

Viceversa, & ovvic che ogni IA y con Ae #(P), & una fun-

zione decrescente su P, -

Da questo risultato si deduce il seguente teorema di struttu

ras:

3.7. TEOREMA Per ogni reticolo distributivo finito L, il cono

ridotto V,(L) @& isomorfo al semianello delle funzioni de

crescenti sull'ordine parziale J(L) , a valori in W ‘m
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4, Anello di valutazione di un reticolo distributivo

Sia L un reticolo distributivo finito ed M wun semigruppo
abeliano, nel quale valga la legge di cancellazione, Una valuta-

zione su L & una funzione

f:L —- M
tale che

f(avb) + £(aab) = f£(a) + £(b)

per ogni a,b nel reticolo.
Se poi f:L - M & una valutazione che associa al minimo

z di L 1l'elemento neutro del semigruppo M, f si dice misura.
Sia A un anello unitario; una valutazione f:L ~> A si di

ce moltiplicativa se, per ogni x, yel , risulta

F(xay) = £(x) £(y) .

4.1. PROPOSIZIONE L'immersione canonica

i:L = v(L)

del reticolo distributivo L nel suo cono di valutazione &
la valutazione universale su L, cioé, per ogni semigruppo

M e per ogni valutazione
fF:L > M ,

esiste un morfismo di semigruppi

g: V(L) = M
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tale che

£ = Qoi .

DIMOSTRAZIONE Definiamo ¢: V(L) = M nel modo seguente:
1) g (x) = £ (%) se x & puro;
2) se x=§_a , con a_ puro per ogni k ,

% k k

poniamo

P00 =7 £ @) .

Dato che £ & una valutazione, questa definizione non dipende

dalla rappresentazione di x mediante elementi puri..

4,2, PROPOSIZIONE Un morfismo di reticoli distributivi finiti

induce un (unico) morfismo di coni di valutazione
LRI 14 —
pr:v(n,) v(L,)

tale che

Al oi1 = i2°¢ ’
dove i1,12 sono le immersioni di L1 in V(L1) e di

L2 in V(Lz) , rispettivamente.

DIMOSTRAZIONE E' sufficiente osservare che, prolungando per 1i

nearitd la ¢ a ]NEJ,/Q , Si ottiene una funzione che rispetta
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le congruenze

avb+aab = a+b

e che quindi & ben definita su v(L). g

4.3. PROPOSIZIONE Siano L_, L

reticoli distributivi, e sia
v -
gr V(L) > V(L)

un morfismo di coni di valutazione, Allora esiste un uni-
co morfismo di reticoli

(p:L1 - L
tale che

’]"oi1_= izo(p ,

dove i1.i

5 denotano le immersioni naturali di L1 in

V(L1) e di L2 in V(La) , rispettivamente,

DIMOSTRAZIONE E° ovvio che gli elementi puri di V(L1) e V(Lz)
sono tutti e soli gli elementi di aumentazione 1., E' quindi
sufficiente provare che ¢!

muta elementi puri in elementi pu-~
ri, Ma, se xe V(L1) , ed x & puro, si ha

XX = X

che implica

P (x) 9 (x) = 9'(x)

da cui:
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20 (x))° = €9 (x))

quindi
e(p(x))=1 .

Sia L un reticolo distributivo finito; consideriamo il grup-
po abeliano libero su L. Tale gruppo si pud dotare di una strut
tura di Z-algebra mediante l'operazione di prodotto indotta dal-

1'inf A del reticolo. Questa algebra si dice algebra di semi-

gruppo di L, e si indica con ZD,&I . Sia I(L) 1'ideale di
ZEL,/S] generato dagli elementi del tipo

avb + aab—-a-b
con a,bel . L'anello quoziente
w(t) = z[L,4] /1(0)

si dird anello di valutazione di L, Gli elementi di Ww(L) im~

magine degli elementi di L si diranno elementi puri.

4,4, PROPOSIZIONE sia L un reticolo distributivo finito, e

sia M un gruppo abeliano. Per ogni valutazione
f:L = M
esiste un morfismo di gruppi
p:w(L) —> M

tale che

£f=@ei
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dove i & l'immersione canonica di L in W(L).

DIMOSTRAZIONE Analoga a quella della Proposizione 4ele m

Analogamente a quanto fatto per il cono di valutazione V(L) ,

definiamo 1'aumentazione
¢t W(L) > Z
nel modo seguente:

i) ¢(x) =1 se x & puro;

ii) @ x;) = )3 z(xi) se x; & puro per ogni i.
i i

Dal momento che W(L) & un anello con aumentazione, si pud

definire in esso la moltiplicazione di Geissinger X @
axb =a¢(b) + e(a)b - ab
per ogni a,bew(L) . Ovviamente, se a,b sono puri, risulta

axb = avb
e, se a = Z X; b =Z y‘j , dove Xi’yj sono puri, si ha:
i J
axb=§ (xivyj) .
i3

4.5. PROPOSIZIONE L'immersione canonica

j:v(L) = w(n)

& un morfismo di coni di valutazione.g
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Osserviamo che la costruzione di Ww(L) pud essere ripetuta

utilizzando l'operazione sup di L in luogo dell'operazione inf;
. . . x .

si ottiene cosi un anello W (L), che gode evidentemente delle

stesse proprietd di Ww(L). Pid precisamente:
4,6, PROPOSIZIONE Ltapplicagzione

T W(L)y — W(L)
tale che

T{x) = u+z-x

& un isomorfismo involutorio di anelli,
DIMOSTRAZIONE E' sufficiente osservare che

T(xAy) = z2+u~- (XAY) = 2+ U+ Xvy~-X-y =

= (z+u-x)v(z+u~-y) = 1(x)v 1(y) .

4.7. PROPOSIZIONE Gli elementi di W(L) che corrispondono

agli elementi sup-irriducibili di L costituiscono una ba-

se per W(L).

DIMOSTRAZIONE

i) gli elementi sup-irriducibili di L sono ovviamente linearmen

te indipendenti in WwW(L) 3

ii) sia xel, non sup-irriducibile, e sia

X = p1VP2Vo.-VPn

con Poreees P, sup~irriducibili e non confrontabili; grazie



27

al principio di inclusione-esclusione, in W(L) , si ha:

X = P1+p2+’00+ pn—P1AP2—P1/\p Teee t P1AP2/\P3+ eve H

3

)3

ciascuno degli addendi al secondo membro € strettamente mino—
re di x ; ripetendo il procedimento per ogni addendo che non
sia sup-irriducibile, dato che il reticolo L @& finito, otte-

niamo
X = q1+q2+...+ %

con Qyreces % sup-irriducibilis

iii) dato che gli elementi puri generano W(L), l'affermazione &

vera. g

4.8, PROPOSIZIONE Sia L wun reticolo distributivo finito, Ogni
valutazione su L @& determinata dai swoi valori su J(L) ,

& questi valori possono essere assegnati arbitrariamente,

DIMOSTRAZIONE Segue dal fatto che J(L) € una base per Ww(L) ,
e che ogni valutazione f:L — A si pud esprimere nella forma

Poi, dove ¢:W(L) > A & un morfismo di gruppi.

4,9, COROLLARIO Se J(L) @& un inf-semireticolo, allora J(L)
& un inf-sottosemireticolo di L, e W(L) & lralgebra di

semigruppo di (J(L),A).

DIMOSTRAZIONE Indichiamo ¢con » ltoperazione di inf in L, con
9 l'operazione di inf in J(L). Siano p,qe J(L); supponiamo

che

p§q<p4q=t .
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D'altra parte si avra

t: Va s e 0
a1 2 v v an

con a,ra,se..y 2, € J(L) 3 questo implica

A
PJq<ai

per qualche i, il che & assurdo, Di conseguenza
P{T\quf\q .

La seconda affermazione segue dal fatto che gli elementi di

J(L) costituiscono una base per W(L) .,

4,10. TEOREMA sia L un reticolo distributivo finito; L si
pud immergere in untalgebra di Boole finita, B(L) , di
rango IJ(L)I .

[N

DIMOSTRAZIONE E' sufficiente osservare che, per il Teorema 2.5,

L @& isomorfo a un sottoreticolo delltalgebra di Boole generata

dagli elementi di J() ‘.

4.11., PROPOSIZIONE Sia L un reticolo distributivo finito, e
B{L) 1'algebra di Boole generata da J(L)3; allora W(L)

e W(B(L)) sono isomorfi.

DIMOSTRAZIONE Segue dal fatto che
lsw)| = 3]

e quindi i due anelli di valutazione sono generati dallo stesso

numero di elementi.-
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S. La Ffunzione di M8bius

Sia L un reticolo distributivo finito, e sia J(L) 1ltinsie-
me parzialmente ordinato degli elementi sup—irriducibili di L,

Per ogni pe}(L) s ltinsieme

{xeL; b d <p%

ha un massimo, che indicheremo con ¢p. Osserviamo inoltre che,
se P‘l' Pg”"' pn sono gli elementi sup-irriducibili d4i L tali

che Py <p vper ogni i, allora
aPZP-IVPQV-c.an .
Nell'anello di valutazione Ww(L) , definiamo
e = - .
p = P OP

Poniamo inoltre

5.1. PROPOSIZIONE L'insieme

%ep; peJ(L)%

& una base di idempotenti ortogonali per W(L). Inoltre,

per ogni xeL , risulta

x:Z-eP .

P<x
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DIMOSTRAZIONE Innanzi tutto osserviamo che, per ogni pe J(L),
si ha:

2
eyt e, = (p-90p)° = pAp +3PAOJpP~2padp = pP=0Jp = e,

e, per ogni p,qeJ(L) , P # q , risulta
PAq=0padq ,
da cui
ey &= (P-9p)(q-9dq) = pPAq+Opadq-0PAq-Padg = O .

Inoltre, per ogni xel , risulta

x=£ep ’

P=x

infatti, supponiamo vera 1l'affermazione per ogni yeL, y<x3

se x non & sup-irriducibile, avremo x = avbj; se

a=2_e, b=)__e 3

P<a q<b

allora

anb=(3_e)d _e) =) _ e

p<a q<b P<asb

poiché gli eP sono idempotenti ortogonalis; quindi

Xx = a+b-aab = E eP .
P<x

Se invece x & sup~irriducibile, si ha:
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dal momento che 9x < x , la tesi é vera. g

Dato che gli elementi d4i J(L) sono una base per W(L) , sa-

. s .
ra 1n particolare

ey = } u(q,p) q
q<p
qeJ (L)

per ogni pe J(L). I coefficienti pn(q,p) sono evidentemente

numeri interi, Per convenzione, poniamo
u(q,p) = 0 se qtp .
Abbiamo quindi:

5.2. PROPOSIZIONE Per ogni xel si ha

x=p ___ weadp .
p,qeJ(L)
q<x

DIMOSTRAZIONE Segue dalla Proposizione precedente e dalla de-

finizione di u(p,q) ‘m

5.3. PROPOSIZIONE Per ogni a,beJ(L) si ha:

_/O se a#b
Z_ P(X’b)"\1

a<x<b



