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SEZIONE 4

PRCBLEMES MATHEMATIQUES
) DE LA
THEORIE DE LA TURBULENCE HOMOGKENE

JOSEPH KAMPE DE FERIET

INTRODUCTION

Les équations de la Mécanique des fluides visqueux.incompressibles
sont connues depuis plus d’un siécle; découvertes d’abord par NAVIER en
1822, .elles ont eté retrouvées par Sir Gabriel STOKES en 1845, elles

! .
s’ ecrivent:

u; D 1 %
N —e 2—-— - - - X ] = » »
(¥y) . +‘k3xk (ugup) = vAuy o o, + Xy Jj =123
dup
N, 22— =0
(4) k Oxp

(Les coordonnées d’un point x sont désignées par x;,x,,%xg, les com-
posantes du vecteur vitesse ' par u,,uY,,Us; la pression par P ;
X,,X,, X, désignent les composantes de la force extérieure; p et v
sont deux constantes caracteristiques du fluide, supposé. incompressible,
a température constante ed doué d’une conductibilité thermique infinie:
P = masse specifique, v = viscosité,cinematique).

Le probléme de la turbulence est ne le jour, ol Yon a constaté que
pour 1’écoulement d’un fluide dans un tube cylindrique, I'intégrale é18-
mentaire (mouvement permanent ’par droiteks paralléles) des equations de
'NAVIER donnait des resultats numeériques en desaccord complet avec les
mesures.expérimentales des.ingénieurs hydrauliciens: pour un débit donné
dans le tuyau, la perte de charge mesurée pouvait etre 10 ou 100 fois

plus grande que la perte de charge théorique. La situation se compliqua

-1-



2 A - MATHEMATIQUE DE LA TURBULENCE HOMOGENE

encore lorsque H.POISEUILLE en 1842, opérant sur des tubes capillaires
(dont le diamdtre était compris entre 0,01 et 0,1 mm) obtint au con-
traire pour le méme écoulement, un accord excellent, avec une précision
de 1’ordre du millidme, -entre les resultats expérimentaux et théoriques.

Devant de telles contradictions, on comprend 1’opinion exprimée en
1865, par d’ excellents spécia.listes comme DARCY et BAZIN "La question
se complique et s’obscurcit donc davantage 3 mesure que des experiences
plus nombreuses et plus precises paraftraient devoir y jeter une plus
grande lumiére”. BARRE DE SAINT VENANT ecrivait en 1872 "L’hydraulique
est une désespérante énigme”.

C est le grand ouvrage de JF. BOUSSINESQ (1872) "Essai sur la théorie
des Faux eourantes” [9] et les deux memoires d’ Osborne REYNOLDS [89];
[90] qui projetdrent, les premiers, quelques lueurs sur ce chaos.

BOUSSINESQ, reconnaissant nettement le caractdre d’extréme comple-
xite de la vitesse d°un ecoulement turbulent, en dégage la conclusion
essentielle, point de depart de la Mecanique statistique de la turbulen-
ce: "Les equations des mouvements de fluides parfaits regissent les
mouvements tourbillonnaires et tumultueux des fluides, pourvu qu'on y
introduise, au lieu des vitesses vraies et de la pression vraie a chaque
instant, leurs valeurs moyennes locales”.

Aprds BOUSSINESQ, REYNOLDS (1895) redecouvrit cette idee fondamen-
tale: dans le mouvement turbulent d’un fluide, il convient de distinguer
deux parts: un mouvement moyen et un mouvement d’ agitation. Une proprie-
te mesurable quelconque f du fluide (composante de la vitesse Uy, Uy, Ug,
pression 9, temperature T ...) doit se décomposer sous la forme:

f=f+f;

la composante moyenne f est seule accessible aux instruments de mesu-
re ordinaires (par exemple tube de PITOT pour la mesure de la vitesse,
thermomitre & mercure pour la mesure de la temperature), le but de la
theéorie est d’écrire les équations du mouvement moyen (liant les compo-
santes moyennes _“—1;‘_2;3; oo " etc...); ‘les composantes d'agitation qui
traduisent 1’ influence de la turbulence sur le mouvement moyen ne doi-

vent y figurer que par des moyennes (par exemple, ﬁ;gué).

- g9-



INTRODUCTION 3

BOUSSINESQ s’ efforce de conserver aux éqaations du mouvement moyen
la méme forme qu’ aux équations de NAVIER, mais en substituant au coef-
ficient v de viscosité moléculaire, un coefficient € de viscositeé
turbulente; algré 1’ extréme ingéniositeé dont il fit preuve au cours de
recherches qui occupérent une large partie de sa carriére (écoulements
dans des tuyaux et des canaux de sections variees, fleuves, torrents,
etc...) tout le monde est d’accord pour constater que son umique € n’est
pas suffisant pour rendre compte de 1’effet de 1’agitation turbulente
sur le mouvement moyen. Osborne REYNOLDS, au contraire, ouvre des hori-
zons nouveaux, en montrant que 1’'action des fluctuations turbulentes sur
le mouvement moyen se traduit par des forces de frottement, dont il don-
ne 1’ expression

Fi,p=-p ujup jok=123;

il met 1’accent sur ie bilan énergétique. évaluant les échanges d’ ener-
gie entre le mouvement moyen et le mouvement d’agitation.

I1 fallut attendre prés d’un demi-siécle, pour que le renouveau de
1a Mécaniaue des fluides, d au développement de I’ Aéronautique, améne,
entre 1920 et 1940, avec un flot 4’ idées neuves, des progreés considera-
bles. Mais, pour répondre aux nécessités de la pratique, les efforts se
dispersérent vers les aspects les plus divers de la turbulence: écoule-
ment dans un tuyau, écoulement autour &’ une aile d”avion, diffusion d’un
jet, structure du vent dans 1’ atmosphdre, etc...; tous ces problémes Sont
abordés simultanément et seuls.des fragments de théories, melees d’une
foule @’ hypothéses empiriques, reliees entre el’es parfois par un fil
bien tenu, s’élaborent autour de chacun de ces problémes.

Depuis 1’ introduction par L PRANDTL, en 1904, de la notion de cou-
che limite (dont les travaux experimentaux de J.M. BURGERS ne devaient
revéler la structure complexe qu’en 1924), on pouvait prévoir qu’ un des
facteurs discriminants de toute classification des problt‘ames. serait la
présence ou 1’ absence de parois solides; pour saisir la turbulence dans
un de ses états purs, il fallait se placer aussi loin que possible de
toute paroi solide; ¢’ est pourquoi, vers 1930, 1" attention commence‘a «s
concentrer autour d’un probléme assez schématique pour donner prise &

una elaboration logique plus approfondie: ’¢tude de la turbulence dans
-3 -



4 A - MATHEMATIQUE DE LA TURBULENCE HOMOGENE

un fluide incompressible sans frontiéres et par consé"quent emplissant
tout l’espace. Pour commencer, on introduit des considérations de syme-
trie (d’ ailleurs plausibles et souvent vérifiées avec une bomne appro-
ximation dans les mesures) et on ne considére que la turbulence homogé-
ne et isotrope, c’est & dire que les propriétés statistiques du champ
des vitesses turbulentes sont supposées invariantes pour toute transla-
tion des axes et pour toute rotation autour d’un point.-

Dans 1’ étude de la turbulence homogéne et isotrope, c¢’est & Sir
Geoffrey TAYLOR et & Th. VON KARMAN .que sont dues, au départ, toutes les
idees essentielles: le spectre d’énéréie de la vitesse et le coefficient
de correlation qui lui correspond, ont été introduits par TAXLOR; 1’ ex-
tension &.1’ espace de cette derniére notion fut faite sous la forme du
tenseur de corrélation par KARMAN-HOWARTH.

Un progrés ultérieur fut 1’ introduction du tenseur spectral,en 1948,
par G.K.BATCHELOR et J.KAMPE DE FERIET; le tenseur spectral est suscep-
tible de remplacer (dans 1’ étude de la turbulence homogéne,mais non ne-
cessairement isotrope) le tenseur de-corrélation et présente sur celui-
ci des avantages decisifs dans les recherches theoriques.

Une- série de travaux, qui ne fut connue de I’ensemble du monde scien-
tifique qu’ 3 la fin de la guerre mondiale, concentra 1’attention sur
1’ étude du spectre d’énergie: comment dans une turbulence homogéne et
isotrope, le spectre evolue-t-il en fonction du temps?Evolue-t-il tou-
jours vers une loi limite universelle? Les reponses a ces questions de-
pendent essentiellement des hypotéses sur la maniere dont, dans un écou-
lement les tourbillons de dimensions différentes, (dira-t-on, pour faire
bref) échangent leur énergie, purement cinétique d’ailleurs, puisqu’il
s’agit @ un fluide incompressible; A. KOLMOGOROFF apporta une série
d’ idées neuves et fascinantes dans une suite de mémoires (1941) [74];
[75], [76]; qui, des qu ils furent connus, firent sensation; indépendam-
ment de lui, W.HEISENBERG et L.ONSAGER [85], [86] avaient emis des idees
trés voisines. Toute une série de remarquables travaux de L.SEDOV [91];
A.OBUKHOFF [84], c.C.LIN [79]; [80], [81], Th. VON KARMAN [72], G.K. BAT-
CHELOR, L.S.G. KOVASZNAY [77], C. VON WEIZSACKER [95], S. CHANDRASEKHAR
[13] fut cbnsacrée ; ce nouveau domaine.

~4 -



INTRODUCTION 5

I1 ne saurait étre question de retracer ici le developpement de ces
idées dans tous ses détails. Nous nous permettrons de renvoyer aux ou-
vrages de G.K.BATCHFLOR [4] et de L.AGOSTINI et J.BASS [1]ou 1°on trou-
vera un excellent expose historique.

Dans 1’ étude de la turbulence, on peut se placer i des points de
vue trés différents:

Les problémes posés par la turbulence ont souvent une grande impor-
tance pratique pour les applications by 1° Aeronautique ou 3 1’ Bydrauli-
que. Pour les Ingénieurs, 1’ urgence du but ) atteindre prime toute autre
considération; ‘1’ explication scientifique des faits passe & 1'arriére
plan; ce qui importe avant tout, ¢’est de relier un ensemble de mesures
experimentales en un faisceau de courbes coherentes (introduction de va-
riables sans dimension); ‘1a valeur de ces courbes tient, a leurs yeux,
dans la possibilité de s’en servir pour preévoir: en interpolant, ol par-
fois méme, en extrapolant, on veut prévoir ds résultats numériques sans
avoir & faire de nouvelles experiences (une heure de calcul coute moins
cher, en général, qu’ une heure de soufflerie)

Cette attitude est parfaitement légitime:non seulement nous devons
1° approuver, mais encore nous ne pouvons qu’ 8tre reconnaissants de 1°en-
richissement considérable apporté par 1’ accumulation de mesures experi-
mentales faites & 1’occasion des divers problémes pratiques posés par
la turbulence; beaucoup d’ intuitions physiques, dont certaines sont pro-

fondes, ont certainement vu le jour de cette fagon.
Mais quand on parle d’une’théorie de la turbulence, c’est a tout

e - ~ o / o
autre chose que nous pensons; -la Mécan1que des .luides etant un chapitre
de la Mécanique, nous en évoquous d’ autres chapitres: 1la Mécanique cé-

leste, la Mécanique du solide indéformable, la Mécanique du corps éla-

stique. ‘L&, partant d’ hypothdses A,B,C,... on démontre par voie pure-
ment mathématique, qu’ il en résulte des propriétés, A, I,J,... ce sont
ces proprietes K, I.J,.:. que 1'on confronte ultérieurement avec les

. o | .
mesures experimentales, mais dans le passage des premisses 4, B, C, .::
¢ . . Lo
aux consequences H,I,J,... on se garde bien d’ajouter des premisses
o R Il o - .
supplémentalres EF,G,... suggerées plus ou moins heureusement, en cours

de route, par des observations expérimentales nouvelles. Quiconque par-

-5 -



6 A - MATHEMATIQUE DE LA TURBULENCE HOMOGENE

court la litterature scientifique de ces dernieres décades, se rende comp-
te, du premier coup d’oeil, qu’ aucune "theorie" de la turbulence n’a en-
core atteint ce stade de perfection. C est surtout sur la nécessité d’un
examen critique, ol 1’on tenterait d’'éprouver sérieusement quelques mail-
lons de la chaine logique, que nous voudrions attirer 1’attention dans
ces lecons, en conservant comme théme central: la turbulence homogene
dans un fluide incompressible remplissant tout 1’espace.

Un des grands problémes, qui tourmentent tous les spécialistes de
la turbulence, ¢’est de savoir si les equations de NAVIER restent vali-
des pour les mouvements turbulents d’un fluide.

Cette question est fondamentale, non seulement du point de vue ab-
strait de 1’ epistémologie (1’ explication scientifique de la turbulence
étant évidemment lice aux éguations qui en forment le cadre), mais en-
core au point de vue pratique le plus immédiat, puisque méme dans les
theéories semi-empiriques, pour relier les faits entre eux, 1’on utilise
toujours, au moins partiellement, certaines consequences des équations
de NAVIER, & travers les équations de REYNOLDS, qui en sont derivées.

Les arguments avancés, pour ou contre, la validité des équations
de NAVIER, dans une théorie de la turbulence, ne semblent gudre con-
cluants.

Pour donner une réponse précise a cette question, il faudrait prou-
ver qu’ en partant de prémisses A,B,N,... (N signifiant qu on n’admet-
tra un champ de vitesse dans une démonstration que s’il est établi que
les fonctions uj(x,t) sont des intégrales des equations de NAVIER),
on peut en déduire des conséquences HA,I,J,... qui, confrontées avec les
observations expérimentales, sont en accord ou en désaccord avec elles,
3 la précision prés des mesures.

Or, on est bien loin de ce but. La plupart du temps, dans les "théo-
ries de la turbulence"”, on adjoint, en cours de route, aux pre'.misses
A B N,... tant d’hypotheses supplementaires E,F,G,..., suggérées par
1’ examen des faits expérimentaux, que 1’ écheveau, ainsi tissé par ce
mélange de logique et &’ empirisme, devient impossible a débrouiller. Fn
effet, on ne sait presque jamais si les hypothéses supplémentaires ne

/.
sont pas contradictoires avec les premisses Par exemple, supposons qu’un

-6 -



INTRODUCTION 7

auteur, se basant sur 1°allure de courbes expérimentales, introduise des
écoulements, ou le champ des vitesses est représenté par des fonctions
presque periodiques dans le tempsoh dans 1° espace. §'il n’ a pas prouvé,
au prealable, que les equations de NAVIER sont susceptibles d’ admettre
des intégrales presque periodiques, quelle est la valeur logique de ses
conclusions?

/S'il etait demontre que les premisses 4, B,V,... conduisent par voie
purement logique, - sans 1°adjonction d’ aucune hypothése supplémentaire
dont la non-contradiction avec les premisses n’est pas prouvee, - a des
consequences H,I,J reellement incompatibles avec l'ensemble des obser-
vations d' ecoulements turbulents, il nous faudrait biem abandonner les
équations de NAVIFR; mais, comme on est tres loin, semble-t-il, d’une
telle demonstration, il nous parait naturel de continuer 3 les utiliser.

Les equations de NAVIFR se recommandent par la solidite et la sim-
plicité de 1a base que leur ont données Sir G.STCKES en 1845 et A.BARRE
DE SAINT VENANT et 1846: elles expriment, en effet, que la tenseur des

forces de viscosite Fi.p depend seulement du tenseur des vitesses de
> : Quy. Jup
deformation Vi p = —+— .
v BXk ij‘
La relation entre ces deux tenseurs traduisant une loi physique in-
dependante des replres, les composantes F, s,p doivent @tre fonctions
lineaires des ¥y,

Fy b =as,5Vs n+bs p

les coefficients aj p et bj & etant fonctions des invariants du ten-
seur V; , Dans les equations de NAVIER (pour un fluide incompressi-
ble), on admet que ces coefficients sont des constantes. -

Peut-8tre cette hypoth®se restrictive supplementaire n’est- elle
qu’ une approximation, suffisamment ecxacte pour les petites valeurs des
V; . mais insuffisante lorsque les ¥; p deviennent trés grands, ce
qui serait precisément le cas dans les ecoulements turbulents

Si, logiquement, la position des equations de NAVIER était, un jour,
rendue intenable, il y aurait 13 une interessante possibilité de retou-
che qui devrait, semble-t-il, précéder un rejet complet de lyhypothése
generale de G.STOKES et de A. BARRE DE SAINT VENANT.

P



CHAPITRE I

Les équations de NAVIER et 1'équation de la chaleur.

1 - Sur la deéfinition d’ intégrale d’une équation différentielle.

Nous voudrions tout d’abord attirer 1’attention sur la remarque sui-
vante: on ne peut faire oeuvre utile, tant que 1’on se contente de par-
ler, en termes vagues, d’ "integrales" des équations de NAVIER; ce mot
est susceptible de bien des sens différents; selon le sens choisi, les
propriétés essentielles de la théorie se modifient, spécialement les théo-
rémes d’existence et d’unicite qui, vrais avec une définition des "in-
tégrales;', deviennent faux avec une autre.

Pour s’en convaincre, il suffit de se souvenir de deux exemples
élémentaires:

a) Pour une équation différentielle aussi simple que:
(1] dy/dx = f(x)

le mot "intégrale" a regu toute une gamme de sens différents; rappelons
en au moins deux. Si f(x) € Clo,a] il existe dans [0,a] une et une
seule "integrale" y(x) telle que y(0) = 0, donnée par 1’intégrale
de RIEMANN:

y(x)i[ f(E)YdE
0

mais, si f€L[o,a)], la méme intégrale, prise au sens de LEBESGUE, pour-
ra encore s’ appelerv"inte'grale" de l’véquation [1] sion consent a ce que
[1] ne soit plus verifiee, en tout point x € [0,a], comme dans le pre-
mier cas, mais seulement presque partout.

b) Le théoreéme d’unicité de CAUCHY pour le mouvement & una dimension
d’ un point materiel:
(2] d2x/dt2 = X(x)

suppose essentiellement que les forces X sont analytiques en x. Si
1’on considc\are une fonction non-analytique pour x =0, aussi simple que:

X = +/]|x]|
-8_
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les deux mouvements, définis pour t >0 par

x(t) =0
t4
x(t) = T

correspondent tous deux aux memés conditions initiales:
x(0) = x' (0) = 0

L’ introduction de forces non-analytiques suffit pour détruire le deter-

minisme dans la Mécanique du point.

2 - Les équations de NAVIER et l’équation de ‘1a chaleur.

On sait depuis longtemps, que toute intégrale u(x,t) de 1°équa-
tion de la chaleur:

(3] Up = Upy
fournit une intégrale des équations de NAVIER, en posant:
(4] ug = ulxp,t) , up =ug =0 , p=po ;

cette intégrale définit un mouvement du fluide, en 1’absence de force
extérieure Xj=0; les plans paralléles & Ox;x; glissent les uns sur
les autres se déplagant en bloc, les trajectoires des particules étant
des droites paralldles & Ox, ‘(shear flow).

On peut tirer de cette remarque élémentaire un critére [49] qui met
au service de 1’ étude des équations de NAVIER, la somme, considerable
aujourd’ hui, des connaissances acquises sur 1’ eéquation de la chaleur.

Chaque fois que l’on se propose, en effet, de démontrer un theore-
me affirmant que toute intégrale des equations de NAVIFR possedant les
_proprietes A,B,C,... possé_de necessairement la propriete P, il suffit
de vérifier si, pour une integrale de l’equationde la chaleur, les pro-
priétés A,B,C,... impliquent toujours la proprieté P; si cen’est pas
le cas, on est certain que le theoréme est faux et il est inutile de
s’ acharner a sa demonstration.

- 9 -
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Bien entendu, le critére ne fonctionne pas en sens inverse:

Si l’on a prouve que pour toute intégrale de l’equation de la cha-
leur les proprietés A,B,C,... impliquent une propriéte P, il n’en re-
sulte nullement que la méme implication soit vraie pour toute intégrale
des equations de NAVIER; on peut soupgonner que la présence des termes
non-linéaires, disparus dans 1’ équation de la chaleur et présents dans
les équations de NAVIER, bouleverse complétement les rapports logiques
entre les proprié_tés -4,B,C,... et P; tout ce que ’on peut tirer du
critére dans ce sens, c¢’est que si le theoréme ANl BN ... =P est
vrai pour les intégrales de 1’ équation de la chaleur, la voie reste ou-
verte pour en chercher la démonstration pour les équations de NAVIER.

Du point de vue de la logique formelle, il est intéressant de noter
que des deux termes de l’alternative:

Pour 1’équation de la chaleur
AN BN C...=> 7P
AhBNc =P,
c’est le second seul, qui fait progresser definitivement nos connaissan-
ces sur lgés intégrales des équations de NAVIER, le premier ouvrant la
porte a una simple possibilite, tres éloignée de la certitude.
Rappelons, & titre d’ illustration, quelgues théorémes de la théorie

de l’équa.tion de la chaleur:
(a) P.HARTMAN et A.WINTNER [24] ont etabli:
Etant donné un domaine ouvert D dans le plan (x,t), si:

A ulx,t)€ o)
(B) u, et uyy existent en tout point de D
(CY up = Ugy en tout point de D
alors
® u(x t)€ C°(D)

(b) E.HOLMGREN [32] a démontré:
Etant donné un domaine ouvert D dans le plan (x,t), si:

A u(xt)e cD)
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(B) up(x,t) , up(x,t) , ugy(x, )€ C(D)
(C) up = Uyy en tout point de D
alors
(P) u(x,t) est analytique en x sur tout segment paralléle & Ox

contenu dans : D .

(c) E.HOLMGREN [32] a.démontré que:
Etant donne un domaine ouvert D dans le plan (x,t), les propo-
sitions:
a) u(x,t) € C(D)
(B) ut(x»t) s ux(x: t) » uxx(x’t)e C(D)

(C) up = Ugy en tout point de D
n’impliquent pas:

(P) u(x,t) est une fonction analytique de t sur tout segment

paralléle & Ot contenu dans D .

Les théoremes (a) et (b) appartiennent au type: 4N BN ... = p:
on n’en peut donc conclure rien de certain concernant les éauations de
NAVIER; le théoréme (b) montre seulement que 1’on pourrait chercher a
démontrer la proposition suivante (dont 1’ importance n’a pas besoin
d* tre soulignée).

Ftant donne un domaine ouvert D dans l’espace (xg,%,%x3,t) si

A uj(x,t) , p(xt)€ CD)

ou duj Q2uy &

® ==, =2, 2’,——7?—60(1))

ot Axp 933, dxj

(©) uj(x,t) et p(x,t) satisfont les equations de NAVIER (¥;)
en tout point de D

alors

®) u;(x,t) et p(x,t) sont analytiques en (x;,%5,%3) en tout

point du domaine D continu dans un plan t = Constante.



12 A —MMTHéMATIQUE DE LA TURBULENCE HOMOGENE

Par contre le théoréme (c) est du type AN BN ... A P; il en
découle immédiatement ce résultat fondamental pour les équations de NA-

VIER:
Etant donne un domaine ouvert D dans l’espace (x;,%, %5, t) les

propostitions:
@ y(xt) , p(xt)€ (D)

Juy duy  QPuy op
ot dxp axg ' oy

(B) € c(D)
(©) uj(x,t) et p(x,t) satisfont.les équations de NAVIER ¥3)
en tout point de D

n’impliquent pas:

(P) uj(x,t) et p(x,t) sont analytiques en t en tout point du

domaine D contenu dans un plan x; = C*®, x, = C%®, x,=cte.

G.DOETSCH [15] a donné de nombreux exemples d’ intégrales de 1’ équa- -

tion de la chaleur non . analytiques en ¢ ; M.GEVREY, - dont les recher-
ches dans ce domaine restent fondamentales encore aujourd’hui [21], [22] -

a démontré que les intégrales non analytiques en ¢ peuvent méme ne pas
étre quasi-analytiques, au sens de CARLEMAN; les recherches précédentes
concernent surtout le cas d’une demi-bande B = {(x,t) Ta < x < b,
0 <t<+am}; A TYCHONOFF [94] a donné un exemple & intégrales non-ana-
lytioues en t dans le demi-plan D = {(x,t) : ~@w<x<+m , 0<t <+co}.

Voici un exemple, dfi & G.DOETSCH, don la traduction dans le langa-
ge de la Mé‘canique des fluides, rend intuitives les raisons d’ existence
d’ intégrales non analytiques en ¢ des équations de NAVIER. '

Prenons comme domaine la demi-bande:
B={(x,t) : 0<x<a, 0<t<+ow}
En désigna.nt par T un nombre positif arbitraire, la fonction:

u(x,t) =0 o<t<a

= ;(t~T)_% exp [—

4(t-1)

(5]

] T<t< +®

<19 -
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satisfait (A), (B), (C) et n’est analytique en t sur aucune des droites
x =x5 , 0<x <a. Latraduction de cet exemple dans le langage de
1a Mécanique des fluides est immédiate: le fluide (qui, par hypothése,
se meut par plans paralléles & Oxlxs); est contenut entre deux plaques
planes x, =0, x, = a; la plaque x, = 0 est maintenue - constamment
fixe; la plaque x5, = a, restée immobile pendant.liintervalle 0<t<T,
_8 a?
vrend pour t-> T une vitesse égale & a(t—T) 2 exp [—————J : le
4(t -1)
fluide n’a aucun moyen de prévoir le mouvement gue nous appliquerons &
cette plaque; cette impossibilité de pfe’vision implique que la vitesse
du fluide u, (x,t) dans un intervalle 0 <t <8 ne prédétermine nul-
lement le prolongement de cette vitesse dans 1’intervalle O <t <+ w:
la fonction de t, qui définit ug(x,t) ne saurait donc &tre analj}ti—
aue en .

Contentons-nous pour le moment de noter que l’existence d’integrales
des equations de NAVIER, non analytiques en t (qui ne sont méme pas
quasi-analytiques en ¢, au sens de CARLEMAN) est peut-8tre grosse de
consequéences, jusqu’ici malheureusement inexploitees, dans l’étude des

circonstances qui president aux mouvements turbulents d’un fluide.

3 - Propriétés des solutions de 1’ equation de la chaleur.

Les liens que nous venons de souligner entre 1 equation de la cha-
leur et les équations de NAVIER, nous préparent 4 mieux comprendre Iur-
gence de fixer avec preécision la définition des integrales: en effet, pour
1’ équation de la chaleur, on dispose & 1’ heure actuelle, d un materiel
mathématique d'une telle richesse, que 1’on posséde non seulement une,
mais méme plusieurs theories compldtes: elles différent lune de 1‘autre,
précisément, par la définition & une "intégrale" La comparaison de ces
théories entre elles nous fournit, en quelque sorte, une illustration
experimentale de 1’ influence du choix de cette définition En réflechis-
sant h cette multiplicité des theories de 1 équation de la chaleur, nous
touchons du doigt la différence essentielle entre les Mathématiques et
1la Physique théorique; pour le Mathematicien les theories (4), (B), ()

- 13 -
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de 1’ équation de la chaleur, puisqu’elles sont logiquement cohérentes,
sont aussi valables 1°une que 1°autre; le Physicien au contraire, sera
conduit 4 en choisir une; celle dont les theorémes (7y), (Tp) ... (Ty)
conduisent & un accord d’ ensemble avec les faits expérimentaux; seul cet
accord, en bloc, de la théorie avec 1’ expérience, est discriminant; on
ne peut admettre ou rejeter a priori telle prémisse, comme des dames qui
choisiraient des chapeaux chez la modiste: 1'une déteste le rose, 1’au-
tre n’aime que le bleu... Ainsi entend-t-on dire, parfois, qu’il faut
exclure les fonctions non bornées, ou n’ admettre que des fonctions ana-
lytiques, etc... L’expression de ces "gouts" mathématiques n’est-elle
pas un peu futile? Seule la comparaison de 1°ensemble des conséquences
logiques d’ une théorie avec 1’ expérience nous convaincrait en dernier
ressort de la supériorité de 1’un des choix.

Ayant souligné leur valeur analogique pour la Mécanique des flui-
des, esauissons maintenant quelques unes des theéories de l’intégration

de 1’ équation de la chaleur:

(3] Uy = Upyx

dans une barre indéfinie - < x < +, lorsquon suppose donnée la
température initiale v(x). Dans ce paragraphe nous désignerons par:

(6] D={(xt) : —o<x<+tw, 0<t<+ow}

le demi-plan ouvert et par:

(7] D={(xt): —~-w<x<+w, 0<t<+ow}

le demi-plan semi ferme.
Les différentes théories se distinguent les unes des autres par:

(a) 1a classe des fonctions réelles v(x), définies pour —-® <x <+,
admises pour représenter la température initiale;

(B) 1a classe des fonctions réelles u(x,t), deéfinies dans D, ad-
mises pour representer une intégrale;

(Y) le sens précis donné & la phrase: - u(x,t) prend la valeur v(x)

pour t =0.
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¢’ est seulement quand ces trois choix sont faits que 1’on peut edi-
fier une théorie. Il est curieux de constater que, depuis le memoire
initial de FOURIER (1822), les contributions essentielles de FOURIER
lui-méme, de POISSON, de LAPLACE, de Lord RAYLEIGH, de J. BOUSSINESQ
aient fourni tant de méthodes ingénieuses et profondes de construction
d’ expression analytiques donnant des intégrales, sans que jamais ces
questions (¢), (B), (Y) ne se soient posées: c¢’est seulememt au début de
ce sidcle, entre 1900 et 1920, que les travaux de E.HOLMGREN, de M.GEVREY,
de F.GOURSAT, de J.HADAMARD [23] ont souligné la nécessité de "bien po-
ser le probléme" en se plagant dans des conditions, ou 1°on puisse éta-
blir non seulement un theoreme d’existence, mais encore, un theoréme
d’unicite. En 1936, dans son exposé historique, G.DOETSCH [15] a eu le
grand mérite & attirer fortement 1° attention sur ce point:

"Pour que le probldme soit clairement posé, il est indispensable
d’ un part de préciser quelles conditions on impose & la solution et aux
valeurs sur la frontidre, de fixer, d'autre part, le sens dans lequel
les conditions aux limites doivent &tre interpretées.

"Il est & regretter qu’une partie méme de la littérature moderne,
pour ne plus parler de la plus ancienne, reste extrémement vague sous
ce rapport. Ceci entraine d’une part, que les theoremes et démonstrations
sont faux eux—m@mes, d’ autre part, que des théorémes, justes sous cer-
taines restrictions, sont employes dans des cas ol ces restrictions ne
sont pas respectées. Ce sont surtout les démonstrations d’unicité qui
montrenht la gravite décisive dﬁ sens dans lequel on envisage le problé-
me aux limites”

Une revue rapide de quelques unes des theéories de 1’ équation de la
chaleur, basées chacune sur une réponse précise aux guestions (a), (B) et
(Y), nous semble éclairer trds heureusement les directions diverses que

. § [ .
pourraient prendre des recherches sur les integrales des equations de

NAVIER.

(A) On considére comme valeurs initiales possibles les fonctions v{x)

satisfaisant simultanément a:
(at) v(x)€ Cl-w, to) et v(x)€ L(-w, + o)
15
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(B)
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On choisit comme définition des mots “prendre la valeur initiale"
la limite & deux dimensions dans le plan:
(y) lim u(x,t) = via)

x-a,t-o

Ceci impose évidemment:

(B,) u(x,t)  C(D)

Si 1’on ajoute les conditions:

(B,) upg(x,t) , uge(x,t) € C(D)

(B5) s Julet)] < Ko™ a>0,

on obtient alors le théoreme de TYCHONOFF [94]:
Si v(x) satisfait a (), l’intégrale de POISSON-FOURIER:

~to

u(x, £) j k(x-£,t) v(E) dE

~0

_1 x2
k(x,t) = (4mvt) 2exp |- — |
4vt

represente dans D une intégrale de l’équation de la chaleur: c’est
la seule qui verifie les conditions (B,), (B,), (Bs) et ().

On suppose:

(o) v(x) € L(-w, +)

et on dit que u(x,t) prend la valeur initiale w(x) , si u(x,t)

tend faiblement vers v(x), c’est a dire si:

b b
(v) hlgf u(x,t) g(x)dx =f v(x) g(x) dx

pour tout intervalle fini [a,b] et toute fonction g(x) € Cla,b].

On impose a u(x,t) les conditions suivantes:

B,) ut(xit) et uy.(x,t) existent en tout point du demi-plan D
_16_
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(By) ulx,t) , up(x,t) et uge(x,t)€ L(A) dans tout rectangle fi-
ni A<D

(Bg) il existe une constante a >0 et deux suites xp,%p , Xp — +00,
Xy = -, telles que:

sup Julx, t)]| < o 0%
0 <t <+®

pour tout x appartenant A& 1’une ou 1’autre des deux suites. Alors
(J.L.B. COOPER [14]):

Si v(x) satisfait & (o), l’integrale de POISSON-FOURIER [8] est

integrale de l’équation de la chaleur; elle est la seule vérifiant
conditions (B,), (By), (Bs) et (Y).

\

La formulation suivante, plus abstraite, due a E.HILLE [25], [26],
[27], conduit & considérer wv(x) et u(x,t) (pour chaque t >0)
comme des points d’ un méme espace fonctionnel, constituant un espa-
ce de BanachéB ; c’est sans doute la mieux adaptée & la transposi-
tion dans le langage de la Mécanique statistique: quand t varie de
0 a +o, le point Wy = u(x,t) décrit une trajectoire [' issue du
point ® = v(x): 1’espace de Banach B joue ainsi le rdle d' un
"espace des phases", ou un point  représente un état du systéme.

On suppose:

(a) . v(x) € B

Nous designerons par ||| 1la norme de v(2); nous supposerons:
(8;) u(x,t)E B, pour tout t >0

et nous donnerons & "u(x,t) prend la valeur initiale v(x)" le sens

d’ une limite forte:

(v) Lim [u(x, ) —v(x)|l = 0
tio
Supposons encore que u% admette une derivee u; au sens fort, con-

tinue au sens fort:

(B2) up(x, )2 B pour tout ¢ >0
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, u(x, t+h)-u(x, t)

(Bg)  lim - uy(x,t)|l = 0 pour tout ¢t >0
h-o0 h

(B.) ’I‘im llup(ac, t+8) —up(x, t)l] = 0, pour tout t >0 .
-0

E.HILLE appelle probléme abstrait de CAUCHY, le probléme aqui consi-
ste, étant donnée une valeur initiale v(x) satisfaisant (a), 3 trou-
ver une intégrale de 1°équation de la chaleur satisfaisant (Bl), (Ba),
(Bs),(B,) et prenant la valeur initiale au sens (Y), puis a prouver
que cette intégrale est unigue.

E.HILLE a résolu [28] le probléme dans le cas ot 1’ espace de Banach

est 1’ ensemble de toutes les fonctions f(x) telles que:
f(x) exp [-]x]?] (p >0 donné)

soit continue dans 1’ intervalle fermé [—oo, +o]. Cet ensemble con-

stitue un espace de Banach & , si on le munit de la norme:
IFll=  sw [f(x) exp[-|x|?]
-0 £x <+

Lorsque 0 <p<1, si v(x)€ B 1’intégrale de POISSON - FOURIER
(8] donne une solution du probleme abstrait de CAUCHY et cette solution

est unique.
Lorsque 1< p <2, si la fonction u(x,t), definie par l’'integra-

le de POISSON-FOURIER, appartient & B pour tout t >0, elle donne la
solution unique du probléme abstrait de CAUCHY; mais il y ades v(x) pour
lesquelles u(x,t)€ & pour aucun t >0 ; dans ce cas, le probléme n'a
pas de solution.

Enfin lorsque p >2, si x}.if]mf(x) exp [-]x|?] # 0 1’integrale de
POISSON-FOURIER n’a de sens pour aucun t > 0; l’existence de solutions
du probléme abstrait de CAUCHY est douteuse; il peut exister des solu-

tions non nulles telles que:

lim [Ju(x, t)]| = 0
tio

Sans une formulation précise et générale du probleme abstrait de
CAUCHY, des résultats analogues, trés intéressants, avaient déia été ob-
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tenus par S.BOCHNFR et CHANDRASFKHARAN [8] pour le cas des espaces de
Banach L(-w, +®) et [2(-, +), specialement importants.

4 - pParadoxes de la mécanique des fluides.

Les theories (A) , (B) et (C) sont interessantes parce que, dans
chaque cas, on a pu prouver un théoréme d existence et un théoréme d’uni-
cité: une bonne théorie doit ainsi 8tre basée sur des prémisses (a),(B)
et (Y), assez larges pour aue des integrales puissent exister et suffi-
samment étroites pour que leur unicite soit garantie; il y % 1a une sor-
te de compromis, délicat 3 réaliser, auquel il faut prendre garde et qui
explique certains paradoxes fréquemment rencontres en Mécaxlique des
fluides.

Pour en donner un exemple, considérons le mouvement plan d’ un flui-
de visqueux incompressible, ou les trajectoires sont des circonférences
ayant 1’origine O pour centre. Utilisons des coordonnées polaires (r,@)
et désignons par &(r,t) 1le tourbillon qui est, comme on le sait, per-
pendiculaire au plan du mouvement. Des calculs classiques permettent de
déduire des équations de NAVIER que &(r,t) doit &tre une solution de

? . h .
1’ equation de la chaleur en coordonnees polaires:

3 v 9 14
(6] e |r=
ot r or or
Pour etudier la diffusion &u tourbillon par la viscosité, on con-
sidére une intégrale de [9] qui "prend comme vale.ir" une fonction don-
nee o(r) 4 1'instant t = 0. Si 1'on choisit la double limite dans
le plan (r,t):

(y) lim &(r,t) w(a)
r=q, t-0

. . . . N
il est parfaitement possible de construire une theorie analogue a (A),
possédant un theoreme d’ existence et d unicite Mais on ecarte, du meme
. N \ .
coup, le cas ou w(r) est discontinue, ¢ est-a-dire de nombreux pro-

blémes etudies dans tous les traites de Mecanique des fluides: par exem-

[¢]

pl
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(a) noyau tourbillonnaire d’ intensité constante Wy :

w(r) = 0<r<a

=0 r>a
(b) tourbillon ponctuel de circulation [ :
w(r) =0 r#0
Pour obtenir des solutions a ces problémes, on élargit (Y) en rem-
plagant la double limite par une limite a r constant:

(y") lim &(r,t) = w(r) pour tout r
t{o
(on place un instrument de mesure en un point fixe du plan et on étudie

la limite de la courbe enregistrée lorsque t } 0).
Dams le cas du tourbillon ponctuel, on donne en général]ﬁhﬂégrale:

I_‘O 7’2
[10] &(r,t) = vt &P E-Z:ﬁj

qui est continue dans le domaine:
A={(f‘,t)2 0<r<+ow, 0<t<+m}

o) elle satisfait 1’ équation de la chaleur.

Mais si 1’on ne prend pas de précautions supplémentaires, on risque
de perdre 1’unicité; en effet la dérivée par rapport & t de la fonction
[10] satisfait evidemment [9]; donc K désignant une constante arbi-
traire, la fonction:

(11] &(r,t) = 3. +—I£ (i— 1)} exp {— i}

8nvt  t2 \ 4qvt 4vt

est également une intégrale de [9] définie dans le méme domaine que [10]

La circulation [’ qui lui correspond a pour valeur:

r2 r2
['(r,t) =Ty - 1| + — -
(1" ) I} [o 271:[( tz]exp[ 4\}2‘:]
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et on a, pour [11] comme pour [10]:

lim &(r,t) = 0 r >0
t}o

[12] 1im [ (r,t) = I} r>0
to

=0 r =20

Les deux intégrales [10] et [11] sont toutes deux continues ainsi
que toutes leurs dérivées partielles dans le domaine A; elles sont du
méme type, non bornées au voisinage du point r =0, ¢t =0; elles sa-
tisfont toutes deux aux conditions du probléme exprimées par [12]: pour
préférer 1’une 4 1°autre, ¢’ est & dire pour conserver l’unicite, il fau-
drait donc introduire des conditions supplémentaires; si on les omet,
les conclusions qu’on en tire perdent beaucoup de valeur, puisqu’ il n'y

a plus de raison de préférer 1’intégrale [10] & 1’ intégrale [11].

5 - Nécessité d’un théoreme d’ existence et unicité pour les
equations de Navier.

Pour 1’ étude des intégrales des equations de NAVIER, dans le cas
général, rien de comparable aux exemples (A), (B), (C) du § 3 n’existe
3 1’ heure actuelle; on est trés loin de connattre 1’influence de pré-
misses équivalentes a (o), (B) et (Y), sur la possibilité d’établir un

théor®me &' existence et d’unicité.
Dans le cas du fluide incbmpressible, sans frontidres, remplissant

tout 1’ espace, nous possédons, il est vrai, les recherches tres impor-
tantes et tres profondes de J.LERAY [78]: mais elles sont, malheureuse-
ment, inutilisables comme point de depart d’une etude de la turbulence
homdgene; en voici les raisons.

La force vive du fluide contenu dans un domaine B de 1’ espace:
o [ )
— [ 2 up(x, t)2dx
2 k
B

\Y i . o

s’ introduisant naturellement dans tout probleme de Mecanique des flui-
o [

des, on doit nécessairement supposer que cette integrale a un sens, c’est
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4% dire que u;j(x,t) € [2(B), pour tout domaine fini B; A tout instant
t >0, cette condition est, bien entendu, satisfaite si nous imposons
la condition plus forte uj(x,t) € C(B) ; par contre, & 1°instant ini-

tial, nous avons le choix, et c’est une hypothdse que de poser:
(a) vi(x) € 12(B) pour tout B fini

Mais J.LERAY va plus loin: il postule que la force vive totale du

fluide est finie, c’est & dire qu il choisit comme prémisses:

(a) vi(x)€ L2(R®)
(B) uj(x,t) € L2(R®) pour tout t >0

B={x:-w<xj<+o, j=123}.

Autrement dit, en adoptant le langage de 1’ exemple (C), il opére
constamment dans un espace de Hilbert; 4 chaque instant les propriétés
de 1° espace de Hilbert interviennent dans ses démonstrations. Or la no-
tion de turbulence homogéne s’ oppose & considerer la force vive totale
comme finie: des fonctions uj(x,t) , périodiques en x, doivent pou-
voir entrer, comme cas particulier, dans le cadre général des champs de

. \ . Z
vecteurs spatialement homogenes; dans ce cas, 1’ integrale:

/ uj(x, t)2dx
R

Si 1°on ne fait aucune autre hypothése, que 1’ existence de 1la for-

ne saurait 8tre finie.

ce vive pour tout domaine B fini, 1°ensemble des champs de vitesses,
correspondant & une turbulence homogeéne, constitue un espace fonctionnel
appartenant A la catégorie des espaces de G.MACKEY. La topologie de ces
espaces se définit, non 4 partir d’ une norme (comme dans les espaces de
Banach, dont 1’ espace de Hilbert est 1°exemple le plus simple), mais S
partir d'une famille de pseudo-normes; il est naturel de prendre ici les

boTtes cubiques:
By={x:-N<x; <V, j=123}

et 1'on considérera comme famille de pseudo-normes du champ de vecteurs



