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FAISCEAUX ANALYTIQUES COHERENTS

par Henri Cartan

1, - Théoréme des syzygles pour l'anneau des séries convergentes

a4 n variables,

Soit K un corps (commutatif) valué complet, non discret, On
note K i xl, e s xn} I'anneau des séries entiéres convergentes
4 n variables x, ..., xn , c'ést-a-dire des séries qui convergent au
voisinage de l'origine, C’'est un anneau intégre et noethérien ; de plus,
c’est un anneau local: l'unique idéal maximal me (A ') de ranneau
./\. = K %xl, ,xn} se compose des béries dont l_e terme con-
stant est nul, c'est-a-dire des éléments non-inversibles de A . L'i-

déal fm,(_/\. ) est engendré par x_, ... X et l'on a la propriété:

1
(Pn)-gi Jk désigne (pour 0 & k < n) l'idéal engendré par

xl, ’xk’ alors, pour 0 £ k £ n-l1, xk+1 n’'est pas diviseur de

zéro dans l'anncau A /Jk .
(En effet, A /3, s'identifie 2 K { X g oo ,xn} , qui

est un anneau intégre),

Pour tout anneau J\. , on a la notion de résolution libre

dun A -module M: c’est une suite exacte (infinie & gauche)

Ly ... -—>Xn—~> Xn — ... — X

1 —>X°—>M—»0

1

formée de -A -modules et d’applications ./\.—Hnéaires, les Xi
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étant des ./\. -modules libres, Il existe toujours de telles résolutions
(pour un M donné); en effet, M est quotient d'un module libre, donc

on a une suite exacte
0 ——>Y1——>X°—-> M——>0,
puis on a une suite exacte

0 —> Y2—>X1—-—> Y1—>0,

et ainsi de suite; en mettant bout 4 bout ces suites exactes, on obtient
la suite (1,1), On dit que la résolution (1, 1) est de longueur < p si
Xn =0 pour n» p,

Si A est noethérien, et si M est un module de type fini,
il existe une résolution libre de type fini, c’est-a-dire dans laquelle les
modules libres Xi ont chacun une base finie: en effet on peut choisir pour
X

un module libre de base finie, et alors Y, est de type fini (car tout

° 1

sous-module d’un module de type fini est lui-méme de type fini quand
I'anneau est noethérien), On peut ensuite choisir pour X 1 un module libre
de base finie, et ainsi de suite,

On se propose de montrer les deux théorémes:

Théoréme 1,1 - Soit A un anneau local noethérien satis-

faisant & la condition (Pn). Tout _/\, -module de type fini posséde une

résolution libre, de type fini, et de longueur < n. Plus précisément,

pour toute suite exacte

f
Xn—l —> X 5 —>-. —»X,—> M —>0,

4
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ou les Xi sont libres de base finie, le noyau de f est un module libre (de

base finie), [Lorsque n=1, f désigne 1'application X, —vM] .

Théoréme 1,2, - Soit /A un anneau comme dans le théoreme

1, Siun j\_ -module M de type fini posséde une résolution libre de lon-

gueur < p, alors, pour toute suite exacte

X )
p-1 p-z—* —> Xy —>M —>0

ou les Xi sont libres de base finie, le noyau de f est libre ,

Ces théorémes s'appliqueront notamment % 1’anneu K 5 xl, vee
X } , ainsi qu'a 1'anneau des séries formelles K ]_[ xl, vee ,xn] . On
démontre, en fait, que les anneaux locaux pour. lesquels le théoréme 1
est vrai (pour un n convenable) sont les anneaux locaux réguliers, c'est-a-
dire dont le complété est isomorphe A un anneau de séries formelles (cf,

[15] ).

On va donner, des théorémes 1 et 2, une démonstration qui utili-
se les foncteurs T ox"’:1 (A,B), ol A et B désignent deux A. -modules,
et n un entier > 0. (cf, [5] ). On a seulement besoin de savoir ici
que T ox"'tn (A, B) est, pour chaque n, un A -module, foncteur covariant
de A et B; que Tox‘J;1 (A,B)=0 lorsque n 2 1 et que 1'un au moins des mo-
dules A et B est libre; que Tor '2‘ (A, B) n'est autre que le produit tenso-

riel A @A B; que, pour toute suite exacte de N\ -modules:
/ !
(1.2) 0 —> A —> A —>» A" —> 0,

on a des applications linéaires
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. A " A )
Sn : Tor n (A",B) w—ep Tor n-1 (A ,B)

qui dépendent fonctoriellement de la suite exacte (2); et que la suite illi-

mitée

N
oo —> Tor> (& ,B) —>TorJ; (A,B) —»Tor'> (A",B) —2»
—Tor® (4 ,B) — __,.Tor"L (A" B)—pA’@ B —p
n-l F) LN ] l ’ A

+>AQ,B—> A"QA B—>0

est une suite exacte, Propriété analogue lorsqu'on travaille sur la variable

B, et qu'on considére une suite exacte
0—>»B— 3B —3%B"'—a0.
La démonstration des théorémes 1 et 2 va alors résulter de

plusieurs lemmes:

Lemme 1 ("lemme de Nakayama'), - Soit A un anneau local,

d'idéal maximal me , et soit K= A e le corps résiduel, consi-
déré comme _A_ -module, Soit M un ./\. -module de type fini; si

M@AK=M/m~M

est nul, alors M=0 .

Par 1'absurde; soit (x_,,,., xk) un systéme minimal de généra-

1
teurs du ,A. -module M; puisque M= wg.M, ona
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k
X1= 21 (>\ix' 5\1€'ch:
1:
d'olu k
(1 - >\1)xl= E >‘ix1‘

Orl- )\ 1 a un inverse dans 1'anneau local -A- , donc x1 est combinaison

linéaire de xz, vees xk, contrairement a l'hypothése de minimalité,

Corollaire du lemme 1, -  Soient X; € M des éléments en nom-

bre fini, dont les images gi dans l'espace K-vectoriel M QJL K=M/m.M
engendrent cet espace vectoriel, Sile A-module M est de type fini, les
xi l'engendrent,

En ef(et, soit M’ le sous-module de M engendré par les x;; on

a une suite exacte

M'@AK——f—>M®

!
B, K—> (M/M') 8, K—=0,

et puisque f est surjective par hypothese, on a (M/M') ®,_ K=0, donc
M/M' =0 d'apres le lemme 1, puisque M/M’ est de type fini,

Lemme 2 - Soit A un anneau local, de corps résiduel K, Pour qu'un A\ -

module Y, de type fini, soit libre, il faut et il suffit que Tor‘l‘ (Y, K)=0,

La condition est évidemment nécessaire, Pour yoir qu'elle est
suffisante, on choisit des Yy € Y dont les images 'Vli € Y @tK forment
une base de cet espace vectoriel; les A sont en nombre fini, et engendrent
Y (corollaire du lemme 1), Soit X le /L -module libre ayant pour base
des éléments x, en correspondance bijective avec les yiona donc une ap-
Plication linéaire surjective X —-f—> Y, qui par passage aux quotients in-

duit un isomorphisme X ® K 5y ®, K. Soit N le noyau de f .
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La suite exacte des foncteurs Tor donne ici:

Tor'l:' (Y,K) —» N @ K —»X @, K Loy 8, K.

Puisque g est un isomorphisme, et que Tor"‘I (Y,K)=0 par hypothese, on
obtient N @A K=0, donc (lemme 1) N=0; par suite, f:X—>Y est un isomor-
phisme, et puisque X est libre, Y est libre,

C.Q.F.D,

Lemme 3. - Soit A un anneau local satisfaisant - la condition (Pﬂ) .

Alors on a, pour tout _A -module M,

(1.3) Torh M, A/3):0  pour i>k,

et en particulier, pour k=n,(Jn= wm(N)):
A
(1,4) Tor n+1 (M,K)=0.

En effet, considérons, pour chaque entier k tel que 1 & k € n,

la suite exacte

uk Vk
(1,s) 0 —= /\/Jk_1 A5 > A/l —>0,

ol Vi est 1’application canonique de A / Jk- | Sur son quotient A. /3 K’

et Uy désigne la multiplication par Xy

La suite exacte des Tor nous donne ici des suites exactes

, qui par hypotheése est une injection,
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(1.6) TorAi ™, A [3,.) —* Tor"i o, A /Jk)_-i-yTori_l(M,A 13,

On va alors prouver (3) par récurrence sur k: c'est trivial si k=0, car
Tor’i‘ (M, AL )=0 pour i > 0, Si (1,3) est vrai pour k-1 (k > 1), et sii > k,
les deux termes extrémes de la suite exacte (1, 6) sont nuls, donc le terme
médian est nul,

C.Q.F.D,

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 1, 1, Nous avons,

par hypothése, des suites exactes

0 — Yl—vxo—vM—»O

0 —» Y2—> Xl-—» Yl—-v 0

e o s e o s 8 o o e o e 0 o e

0——> Y =+ X —>Y —»0
n n-1 n-1

ol X° beeor X sont libres de base finie, On en déduit des suites exactes

n-1

A A A A
Torn+1 (Xo,K)—-, Tox‘n+l (M, K) —>'I‘ox‘n (YI'K) —>» Tor n (X.,K)

A A A A
Tor 0 (XI,K) —» Tor 0 (YI'K) —» Tor n—l(YZ'K) —> Tor -1 (XI'K)

e e e & e e o 6 s s 6 s e o e s & s e & e e & o s s 0+ o e s o s s

Tof (X K) —a Tor™ (Y K)—» Tor~ (Y ,K) —» Tor" (X .K)
Or2 n—l' or n-l' 0 ‘ n, R 1 n-

2 U

Dans chacune de ces lignes, les termes extrémes sont nuls, puisque les

Xi sont des modules libres; on obtient donc
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A A A A
Tor n+1 (M,K) o Tor 0 (YI'K) 2 Tor -1 (YZ,K)” e g Tor1 (Yn'K)'

Or, d’apres le lemme 3, Tor'A;lJrl (M, K)=0. Donc

TorA (y ,K)=0,
4 n

et comme Yn est de type fini, ceci entrafne que Yn est libre (lemme 2),
Ceci démontre le théoreéme 1,
Démontrons enfin le théoréme 1,2, Supposons 1l'existence de

suites exactes

0—>Bl——'>A°—->M—>0

O—vBZ-——yAl—s-Bl-—y 0

e & e e o s o & s o s s e s o e o

0 —B —>A — B —=»90,
P p-1 p-1

0
o AooocolAp-l

raisonnant comme ci-dessus, on trouve

et Bp sont libres (non nécessairement de type fini), En

A A A .
Tor p+1.(M'K) o Tor o (BI‘K) & ... 0 Tor ) (Bp',K) =0,

Donc TorJ;+1 (M,K) = 0. Soit maintenant une suite exacte comme dans
I'énoncé du théoréme 2 (les Xi, pour i € p-1, étant libres de base finie),
et soit Y le noyau de X

p p-1
méme raisonnement que ci-dessus montre que

—> Xp_2 (resp, de X_— M sip=1). Le

10
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IOI } l hltl: ﬁ IOI 1 Y JI: ’

et par suite TorJt1 (Yp, K) = 0; d’aprés le lemme 2, Yp est libre, et le
théoréme 1,2 est démontré,

2, Préfaisceaux, falsceaux et espaces étalés,

On rappelle ici succinctement les notions essentielles; pour
plus de détails on renvofe au livre de Godement [7] .

T désigne un espace topologique, donné une fois pour toutes,
Un préfaisceau G de groupes abéliens, sur T, est défini par la donnée,
pour chaque ouvert U € T, d'un groupe abélien G(U), et pour tout cou-
ple d'ouverts (V,U) tel que V¢ U, d'un homomorphisme LPVU:
G(U) =» G(V); on suppose que (PUU est 1'identité, et que, pour
wevey, ‘PWU & LFWV ° Yy . Un préfaisceau G est donc

simplement un foncteur contravariant de la catégorie des ouverts de

T (les morphismes étant les inclusions) dans la catégorie des groupes
abéliens,

Si'G et G’ sont deux préfaisceaux, un morphisme f:G —» G
est défini par la donnée, pour chaque ouvert U, d'un homomorphisme
f(U) : G(U) ~——> ¢ (U) , de telle maniére que, 8i V € U, le diagram-

me

G(U) _ﬂ_, ¢’ ()

You You

o) — )y &y

11
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soit commutatif; f est donc un morphisme du foncteur contravariant
G dans le foncteur contravariant G',

Ces définitions s’appliquent aussi bien a d’autres catégories
que celles des groupes abéliens; on peut notamment considérer des pré-

faisceaux d’anneaux (i élément unité), étant entendu que, dans la ca-

tégorie des anneaux, les homomorphismes d'anneaux doivent transfor-
mer 1'élément unité en 1'élément unijté, A

L'image d'un x & G(U) par L\OVU : G(U)=® G(V) se note
souvent x | V, et s’appelle la restriction de x a V,

Un faisceau de groupes abéliens (resp, d'anneaux, etc,.,)
sur l'espace T est, par définition un préfaisceau G qui satisfait a la
condition suivante:

(F) Si un ouvert U est réunion d'ouverts Ui' et si l'on se

donne, pour chaque i, un X, € G(Ui) de fagon que

X,
1

U.nU, = x,
1 ] ]

Ui ) Uj quels que soient i et j,

alors il existe un x € G(U) et un seul, tel que

U = X, pour tout i,

Les faisceaux sur T forment une sous-catégorie pleine de la catégorie
des préfaisceaux: si G et G' sont deux faisceaux, les morphismes G -oG', dans
la catégorie des faisceaux, sont les meémes que dans la catégorie des préfaisceaux,
Les fonctions numériques différentiables, sur une variété différen-

tiable T, donnent un exemple de faisceau d'anneaux: pour chaque ouvert U,

G(U) est 1'anneau des fonctions différentiables dans U; la condition (F) est sa-
tisfaite, De méme, sur une variété analytique complexe, on a le faisceau des
fonctions holomorphes, noté souvent U : ¢'est un faisceau d’anneaux,

Définition: on appelle espace étalé sur T un couple (F,p), ol

12
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F est un espace topologique, et p: F —» T une application continue qui

est localement un homéomorphisme (i,e,: chaque point x € F possede

un voisipage ouvert U tel que la restriction de p & U soit un homéo-
morphisme de U sur un voisinage ouvert de p(x) ).

L’espace T étant donné, les espaces étalés sont les objets
d'une catégorie dont les morphismes (F,p) — (F',p') sont les appli-

cations continues f: F —p F'rendant commutatif le diagramme

f
F—onu F'
k /)’
T
(autrement dit, f doit appliquer la fibre F, = p'l(t) dans la fibre Ftl =
= p"l(t),que‘l que soit t € T).
Le produit fibré de deux espaces étalés (F,p) et (F',p')

est I'espace (F",p'"), od F'" désigne le sous-espace du produit F x F'

formé des couples (x,x') tels que p(x)=p’(x'), et od p" est définie par
p' (x,x!) = px) = p'tx) .

Une section d'un espace étalé p: F—p T est, par définition,
une application s: T —» F telle que pss soit 1'identité de T, Si s est
continue, c’est un homéomorphisme de T sur l'espace image s(T) € F,

Définition: on appelle espace étalé en groupes abéliens (sur

T) un espace étalé (F,p) dans lequel chaque fibre Ft est munie d'une
structure de groupe abélien (noté additivement), de fagon que soient

vérifiées les deux conditions suivantes :

13
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(i) ’application F x_ F—»F, définie par la loi de composi-

tion dans chaque fibre, est c;rntinue (c’est donc un morphisme d’espa-
ces étalés) ;

(ii) la section zéro (qui & chaque t € T associe 1'élément
neutre du groupe Ft) est continue,

On définit de mé&me un espace étalé en anneaux (3 élément

unité) : chaque fibre Ft a une structure d’'anneau, 1'addition et la mul-

tiplication définissent deux applications continues F x_ F —»F , la

T
section zéro et la section un sont des sections continues,

Les espaces étalés en groupes abéliens (resp, en anneaux)
sur T sont les objets d'une catégorie, dont les morphismes sont les
applications f: F —p r/ qui sont des morphismes d’espaces étalés;
et induisent en outre, pour chaque t € T, un homomorphisme de
groupes abéliens (resp., d'anneaux) Ft — F: .

On va définir deux foncteurs covariants J' et L: le fonc-
teur [ fait passer de la catégorie des espaces étalés sur T a celle
des faisceaux sur T, le foncteur L fait passer de la catégorié des pré-
faisceaux sur T & celle des espaces étalés sur T,

Le foncteur [' : soit (F,p) un espace étalé en groupes abéliens (resp,
en anneaux a élément unité) sur T; pour chaque ouvert U ¢ T, l'en-

semble F (U,F) des sections continues U —» F est muni d'une struc-

ture de groupe abélien (resp, d’anneau a élément unité); pour V ¢ U,
on a un homomorphisme de restriction F(U,F) —» ["(V,F). D'od
un préfaisceau noté | ,F), ou simplem'entv I (F). 11 est immeé-
diat que c’est un faisceau, De plus, si f: F —» F'v est un morphisme
d’espaces étalés en groupes abéliens (resp, en anneaux), { induit, pour

chaque ouvert U, un homomorphisme r (U,F)-——-’F.(U,F') (a3 sa-

14
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voir celui qui, a chaque section continue s : U —»F, associe la sec-
tion fe s: U=—+F'), donc définit un morphisme [ (F) —» ["(F'),
On a ainsi défini un foncteur P .

Le foncteur L : soit G = (G(U), LPVU) un préfaisceau de groupes a-
béliens (resp, d'anneaux), Pour chaque t € T, soit Ft le groupe abé-

lien (resp, d'anneau)

lim! G(U))

Ust

limife inductive des G(U) associés aux voisinages ouverts U de t, relativement
aux homomorphismes LPVU . Soient F 1a réunion des F‘t (teT), et
p:F — T la projection évidente, On va définir sur F une topologie
qui fera de (F,p) un espace étalé en groupes abéliens (resp, en an-

neaux), Pour chaque ouvert U ¢ T, et chaque S; € G(U), soit
s : U —» F
§

l'application qui, & chaque t € U, associe l'image de g dans la
limite inductive Ft; s,, est une section de F au-dessus de U, Défi-
nissons, sur F, la topologie la plus fine rendant ces sections conti-
nues; pour cette topologie, les sr (U) forment un systéme fondamen-
tal d'ouverts de F, et on vérifie que (F,p) est alors un espace étalé
en groupes abéliens (resp, anneaux). Soit maintenant G —» G’ un mor-
phisme de préfaisceaux; les homomorphismes Ft — F; obtenus par
passage a la limite inductive définissent un morphisme F —» F' d'es-

paces étalés en groupes abéliens (resp, en anneaux), Ceci achéve de

15
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définir le foncteur L ,
Avec les notations précédentes, 1'application !-—» S¢ est
un homomorphisme du groupe (resp, anneau) G(U) dans le groupe (resp,

anneau) des sections continues du faisceau F au-dessus de U:
G(U) —> [*(U,L(G) ) .

Quand U varie, ces homomorphismes définissent un morphisme de pré-
faisceaux : G —= "L(G) . Le faisceau [ L (G) s’appelle le fais-
ceau associé a G,

Soit maintenant F un espace étalé quelconque en groupes abé-
liens (resp, anneaux), Si f: L (G)—3 F est un morphisme d’espaces

étalés en groupes abéliens (resp, anneaux), le morphisme composé

f
¢ —>rr@ —I9 o pe)
est un morphisme de préfaisceaux; d’'od une application

(2,1) Hom, (L(G), F) — Homp

" .(G, Lw);

réf
elle est naturelle vis-a-vis des morphismes G —» G’ et F —F!, On
vérifie aussitot que 1'application (2,1) est une bijection, Elle fait donc

des foncteurs L et F des foncteurs adjoints au sens de Kan, En

particulier, prenons G = I’ (F) dans (2,1); au second membre, on a
un élément privilégié de Hom ( I (F), " (F)), a savoir le morphis-

me identique; alors (2, 1) lui associe un morphisme

16
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(2.2) LT (F)— F,

défini naturellement pour tout espace étalé F, On prouve facilement

que (2,2) est un isomorphisme d'espaces étalés, D’autre part, lorsque

G est un faisceau, le morphisme G — [1L (G) est un isomorphisme
de faisceaux,

De tout ceci il résulte que si on considére L comme un fonc-
teur de la catégorie des faisceaux dans la catégorie des espaces éta-

1és, les foncteurs I et [7 sont inverses l'un de l'autre (i,e, : on

a un isomorphisme naturel de L[ avec l'identité, et un isomor-
phisme naturel de [P L avec l'identité), Ceci définit une équivalence
de catégories entre la catégorie des faisceaux de groupes abéliens (resp,
d’anneaux) sur T, et la catégorie des espaces étalés en groupes abé-
liens (resp, en anneaux) sur T,

Désormais, par abus de langage, on dira "faisceau' au lieu
d’ "espace étalé", Tant6t le point de viie des faisceaux est plus com-
mode, tantdt c’est le point de vue des espaces étalés, Par exemple,
si T est une variété analytique complexe, on confondra le faisceau (J°
des fonctions holomorphes, avec l'espace étalé en anneaux O: ( U t
étant 1'anneau des germes de fonctions holomorphes au point t € T).

Faisceau constant : soit g un groupe abélien, On va définir le faisceau

constant de groupe g, sur l'espace topologique T, en adoptant par exem-
ple le point de vue des espaces étalés: on munit g de la topologie dis-
créte, on prend pour F l'espace topologique produit T x g, pour p la
premieére projection T x g —» T ; chaque fibre s’identifie & g, ce qui
définit la structure de groupe abélien des fibres, On note aussi g le

faisceau constant défini par g, On définit de méme le faisceau constant
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associé a un anneau,
On dit qu'un faisceau sur T est trivial s'il est isomorphe

a un faisceau constant,

3, Faisceau de modules sur un faisceau d’anneaux,

Désormais, on se donne un espace topologique T et un fais-
ceau d’'anneaux A (il s’agit d’anneaux commutatifs & élément unité),
On adopte le point de vue des espaces étalés, bien qu’on emploie le
mot '"'faisceau',

Définition : on appelle faisceau de A-modules un faisceau

de groupes abéliens F, muni de la donnée, pour chaque t ¢ T, d'une
structure de At-module sur la fibre Ft ; ces données sont assujetties

4 la condition suivante : 1'application

A X F—>F
définie par la multiplication, dans chaque fibre Ft’ par les scalaires
de At’ est continue,

Si F et F!' sont deux faisceaux de A-modules, on appelle
morphisme f: F——>FI un morphisme de faisceaux tel que, pour
chaque t € T, 1'application ft: Ft_’ F{ soit At-linéaire.

Les faisceaux de A-modules forment ainsi une catégorie, El-
le posséde un élément privilégié ; le faisceau A lui-méme, considéré
comme faisceau de A-modules (chaque anneau At étant considéré comme
At-module au moyen de la loi de multiplication),

La théorie des faisceaux de A-modules contient, comme cas

particulier, celle des faisceaux de groupes abéliens : elle correspond au cas

18



- 17 -

H, Cartan

ol A est le faisceau constant Z (anneau des entiers),

Soit F un faisceau de A-modules (on adopte ici le point de
vue des espaces étélés); iin sous-faisceau F/ est un sous-espace ou-
vert de l'espace étalé F—p>T, tel que, pour chaque t € T, la
fibre F{ soit un sous-module du At-module Ft . Alors 1'application
A xT F —» F définit, par restriction, une application A xT F'———> )34
qui fait de F/ un faisceau de A-modules,

Soient F un faisceau de A-modules, et F! un sous-faisceau

comme ci-dessus, Le faisceau-quotient F/F' est défini comme suit :

sa fibre au-dessus de t est le At-module quotient Ft/F: , et sa topo-
logie est la topologie-quotient de celle de F, pour. l’application canoni-
que F —» F/F!, On vérifie que F/F’ est bien un faisceau de A-mo-
dules, et que la propriété suivante a lieu: pour tout t € T, et toute
section continue s : U—yF/F' au-dessus d'un ouvert U contenant t,
il existe un ouvert V tel que t € V € U, et une section continue & :
V —s F, telle que la section composée V —» F —» F/F’ soit
égale 4 la restriction de s é V. En revanche, il n’existe pas néces-
sairement de section continue U —as, F telle que la composée

U—» F — F/F/! soit égale 2 s,

Noyau, image, conoyau: soit u: F —» G un morphisme de

faisceaux de A-modules (sur l'espace T), Pour chaque t ¢ T, soit

Ker u, c Ft le noyau de l’application.,-.At-linéaire ut:‘ Ft —> Gt . On
vérifie que les Ker u quand t parcourt T, forment un sous-faisceau
de F; on l'appelle le noyau du morphisme u, et on le note Ker u, De
méme, la collection des Im u C Gt est un sous-faisceau de G, appelé
I'image du morphisme u, et noté Imu, Enfin, le faisceau quotient

G/Im u s'appelle le conoyau de u, et se note Coker u,
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u . .
Soit F ——> G —1—+ H une suite de faisceaux de A-mo-

dules et de morphismes, On dit que c’est une suite exacte si
Im u = Ker v,

Ceci exprime que, pour chaque t € T, la suite de At-modules et d'ap-

plication At-linéaires

u v
t t
Ft ’ Gt E Ht
est exacte,

Si u: F — G est un morphisme, on a les deux suites exactes

0 — Keru — F —» Imu —» 0,

0 — Imu —» G —» Cokeru — 0,

qui fournissent la décomposition canonique du morphisme u,
Enfin, soit (Fi)iel une famille de faisceaux de A-modules,
On appelle somme directe de cette famille, et on note @ F., le
E— ) i
iel
faisceau dont chaque fibre est la somme directe @ (Ft)i , muni

d'une topologie évidente, lel

Exemples de faisceaux de A-modules et de morphismes.

Exemple 1 : soit T une variété différentiable COO; soit B le
faisceau constant défini sur T par l'anneau (corps) des nombres réels,
et soit, pour chaque entier n 3 0, )" 1e faisceau des formes dif-
férentielles (réelles) de degré n, et de classe Cw. On définit la suite

de morphismes
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6.1 0»R -0 -0 .. Q% o™,

ol d est induit par l'opération de différentiation extérieure des formes
différentielles, et i est l'inclusion (qui, & tout élément c € R, associe
le germe de fonction constént égale 4 c), La suite (3,1) est une suite
exacte, en vertu du théoréme classique de Poincaré qui affirme que
toute forme différentielle ¢y de degré n% 1, dans un ouvert U, telle
que dw =0, est, au voisinage de chaque point de U, égale & la dif-
férentielle extérieuie d'une forme de degré n-1,

Exemple 2 : T désigne une variété analytique complexe, 7
le faisceau des fonctions holomorphes; soit L1 1e faisceau des
formes différentielles (complexes) de type (p,q), c’est-a-dire qui, avec

des coordonnées locales complexes z ,.,.,zn, s'expriment comme som-

1
mes de formes

fiz)dz, A ... Adz, A daz; A ... Adz,
i 1 3 Iq

1

f étant de classe C*, Soit d" I'opérateur de différentiation extérieure par-

tielle (noté aussi souvent @ ) qui, & chaque forme ¢ de type (p,q),
associe la composante de type (p,qt+l) de dew . Off a la suite de fais-

ceaux

. 0,0 q" 0,1 q"
3.2) 00— s N — 5.
n

. o,n d 0,n+l
ooo——) _Q — _Q —_— e

Le morphisme j est défini par 1'inclusion de l'anneau des fonctions ho-
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lomorphes dans 1’anneau des fonctions complexes de classe COO; on
sait que si f est une fonction complexe de classe COO dans un ouvert
U, la condition d'f=0 exprime que f est holomorphe , La suite

U/—J—-> _Q..M —d"> —0-0'1 est donc exacte, De plus, si on
considere tous les faisceaux de la suite (3,2) comme des faisceaux de
@ -modules, les morphismes d" sont des morphismes dans la caté-
gorie des faisceaux de ¢ -modules, puisque d'f = 0 pour une fonc-
tion holomorphe f, Enfin, la suite (3,2) est une suite exacte, en ver-
tu du théoréme de urothendieck-Dolbeault, qui.est pour d'' 1'analogue
du théoréme de Poincaré pour d: si une forme différentielle w de
type (p,q) (g » 1), dans un ouvert U, satisfait & d"'w =0, alors,au
voisinage de chaque point de U, il existe une forme différentielle &o
de type (p,q-1), telle que d"e@ = W

11 n'est pas possible de donner ici la démonstration de ce

résultat; mais, en raison de son importance, on va énoncer deux théo-
rémes précis, dont il résulte :

Théoréme 3,1, - Considérons, dans l'espace Cn = Cx.,.xC,

le produit K = K1 X .0 X Kn de n compacts Ky (un dans chaque espace
facteur €), Soit ey une forme différentielle de type (p,q) (q 3 1) et

de classe Ck (n-q< k< + ) au voisinage de K, ﬁd""w = (0 au voi-

sinage de K, il existe, dans un voisinage de K (éventuellement plus

—

petit), une forme différentielle &3 , de type (p,q-1) et de classe
k-{n- — : ‘
C (n q)‘ telle que d'¢3 = &  au voisinage de K,

Ce théoreéme se prouve, par un procédé de récurrence, a

partir du lemme suivant :

Lemme, - Soit f(z) une fonction d'une variable complexe z,

bornée et de classe Ck (k»1) dans un ouvert borné D € €, Alors
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1'intégrale

1 ft)dt Adt  _
o i H t-z = glz)
D

a un sens, la fonction g(z) est bornée dans D, de classe Ck, et on a

d"g = f(z)df , Si en outre f est fonction' de classe Ch de certains pa-

ramétres réels (resp, est fonction holomprphe de certains paramétres

complexes), il en est de méme de g,

Théoréme 3,2, - Considérons, dans l'espace Cn, le produit

U= U1 X,.. X Un de n ouverts Ui (un dans chaque facteur C€). Soit w

une forme différentielle de type (p,q) (q 2 1) et de classe C* dans U,

telle que d"cww =0, Alors il existe, dans U, une forme différentiel-

le @ , de type (p,q-1) et de classe c®, telle que d"%® = dans
U,

Ce théoréme ge déduit du théordme 3,1 en appliquant ce der-
nier & des produits de compacts K, C Ui’ puis en faisant un passage
8 la limite qui utilise des théorémes d'approximation pour les fonctions
holomorphes, Si on ne veut pas utiliser le théorédme d'approximation
de Runge dans le cas le plus général, on peut se borner & prouver
le théoréme 3,2 dans le cas ol les U; sont des disques ouverts de C;
ce cas suffit pour la suite, et les théorémes A et B (voir ci-dessous)

permettront ensuite de récupérer le théoréme 3,2 dans le cas général,

4, Faisceaux cohérents ,

Comme au nt, 3, on considére, sur l'espace T, des faisceaux
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de A-modules, A étant un faisceau cohérent d’anneaux, Si F est un tel
faisceau, un morphisme f: A —» F est défini par la donnée de la

section continue ue [ (T,F) image de la section-unité de A par

f; u peut etre choisie arbitrairement, et définit, pour chaque t € T,
1’application ft : At —_ Ft par At-li.néarité.

Désignons, pour p entier >» 0, par Ap le faisceau de A-mo-
dules, somme directe de p faisceaux isomorphes & A, Un morphisme
Ap—) F est défini par la donnée de p sections continues de F,

Pour que f: Ap —» F soit surjectif, c’est-a-dire de co-
preeeiS, € I x,F)

qui définissent { jouissent de la propriété suivante : pour tout t € T,

noyau 0, il faut et il suffit que les p sections s

tout élément de Ft est combinaison linéaire, & coefficients dans At’
de sl,.,.,sp (ou, plus exactement, des images de sl,...,sp par l'ap-
plication canonique J'(X,F) —p Ft) .
" Dans ce qui suit, nous suivons le mode d’exposition da a

Serre [133 . _

Définition : un faisceau F de A-modules est de type fini
si tout point t € T posséde un voisinage ouvert U jouissant de la pro-
priété suivante: il existe un entier p et un morphisme surjectif
(AlU)p—v F|U (F|U désigne la restriction du faisceau F au sous-
espace U € T: de méme pour A|U),

La propriété, pour un faisceau de A-modules, d’étre de type
fini, a donc un caractere local,

Définition :  un faisceau F de A-modules est dit cohérent
s'il est de type fini, et s'il satisfait en outre & la condition

(a) pour tout ouvert U< T, et tout morphisme (A|U)p—-> Flu,

le noyau de ce morphisme est un faisceau de type fini (dans U),
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La propriété, pour un faisceau, d’'étre cohérent, a un ca-
ractére local,

Tout sous-faisceau de type fini d'un faisceau cohérent est

cohérent : c'est trivial, d'aprés la condition (a),

Toute extension d'un faisceau cohérent par un faisceau co-

hérent est un falsceau cohérent : cela signifie que si on a une suite

exacte
03 F s F — 5 F' 50,

et si F/ et F" sont cohérents, F est cohérent, En particulier, la som-
me directe de deux faisceaux cohérents (donc d'un nombre fini de fais-
ceaux cohérents) est un faisceau cohérent,

§91t u: F —» G un morphisme, F et G étant cohérents,

Alors Keru, Imu et Coker u sont des faisceaux cohérents,

Toutes ces propriétés se prouvent sans difficulté (cf, [13] )

Elles permettent de travailler avec les faisceaux cohérents:
en fait, ils forment une "catégorie abélienne',

L'intérét de la notion de faisceau cohérent est que ceux-ci
permettent de passer de propriétés ponctuelles & des propriétés locales.

Par exemple :

Proposition 4,1, - Soit F %> G ——> H une suite de

faisceaux cohérents et de morphismes, Si, en un point t, la suite
ut v
Ft —_— Gt ——t—y Ht est exacte, il en est de méme en tous les

points suffisamment voisins,

En effet, le faisceau Ker (vo u) est un faisceau cohérent M;

c’est un sous-faisceau de F; le faisceau cohérent F/M est nul au point
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t par hypothése, donc il est nul en tout point t' assez voisin de t
(parce qu'il est de type fini), Cela signifie que Vt'o u, = 0 pour t’
assez voisin de t, donc que Im u C Ker v dans un voisinage de t,
Dans ce voisinage, Ker v/Imu est un faisceau cohérent ; ce faisceau
est nul au point t, donc nul dans un voisinage de t,
| C.Q.F.D,
Jusqu'a présent, rien ne garantit I'existence de faisceaux

cohérents, .en dehors du faisceau nul, Mais supposons que le faisceau

A soit cohérent (coinme faisceau de A-modules), Alors, pour tout
entier p > 0, Ap est cohérent; le conoyau de tout homomorphisme
At — Ap est donc un faisceau cohérent, On obtient de cette maniére
tous les faisceaux cohérents, au moins localement (et & un isomor-

phisme prés), Autrement dit, si F est cohérent, tout t € T posséde un

voisinage ouvert U dans lequel il existe une suite exacte
(AIU)q-—+ (AlU)p-—> FIU — 0 ;

cela résulte des définitions, et c’est vrai méme sans supposer que A
soit cohérent,

Explicitons la condition : "A est cohérent, Cela exprime
que A satisfait & la condition (a) (car A est évidemment de type fini):

quel que soit l'ouvert U ¢ T, et quelles que soient les sections con-

tinues sl,...,sp € P (U,A) en nombre fini, le faisceau des relations

entre sl""‘sp est de type fini dans U, [On appelle "faisceau des

relations'" le sous-faisceau N ¢ Ap tel que, en chaque point t ¢ U, N

se compose des (c ,...,c ) € (A )p satisfaisant a i ¢, s, = 0
i=1

t
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