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FAISCEAUX ANALYTIQUES COHERENTS 

par Henri Cartan 

1. - Th~oreme des syzygies pour l'anneau des s~ries convergentes 

a. n variables. 

Soit K un .:orps (commutatif) valu~ complet, non discret. On 

l' anneau des s~ries entieres convergentes 

a. n variables x , ••. , x ,c'est-a.-dire des s~ries qui convergent au 
I n 

vOisinage de l'origine. C'est un anneau integre et noetherien; de plus, 

c'est un anneau local: l'unique id~al maximal 'YYt (A ) de l'anneau 

A = K t xl' ... ,X n 1 se compose des series dont Ie terme con-

stant est nul, c'est-a.-dire des ~l~ments non-inversibles de A L " 1-

d~al 'rf'r; (A) est engendre par Xl' .•. ,xn' et l'on a la propri~te: 
(Pn)-si Jk .d~signe (pour O:! k ~ n) l'ideal engendr~ par 

xl' ••• ,~, alors, pour 0 ~ k ~ n-l, xk+1 n'est pas diviseur de 

z~ro dans l' anne au A / J k ' 

(En effet, A. / Jk s'identifie a. K f \+1' ... ,xn J ,qui 

est un anneau integre). 

Pour tout anneau A ,on a. la notion de r~solution libre 

d'un .A -module M : c'est une suite exacte (infinie a gauche) 

form~e de .It -modules et d'applications A -lineaires, les X. 
1 
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etant des A -modules libres, 11 existe toujours de telles resolutions 

(pour un M donne); en effet, M est quotient d'un module libre, donc 

on a une suite exacte 

o ---+Y1~Xo~ M~O, 

puis on a une suite exacte 

o ~ Y2---+ Xl ~ Y1 ----+ 0, 

et ainsi de suite; en mettant bout a bout ces suites exactes, on obtient 

la suite (I, I), On dit que la resolution 0,1) est de longueur ~ p si 

X = 0 pour n > p , 
n 

Si A est noetherien, et si M est un module de type fini, 

il existe une resolution libre de type fini, c'est-a-dire dans laquelle les 

modules libres X. ont chacun une base finie: en effet on peut choisir pour 
1 

Xo un module libre de base finie, et alors Y 1 est de type fini (car tout 

sous-module d'un module de type fini est lui-m~me de type fini quand 

l' anneau est noetherien), On peut en suite choisir pour Xl un module libre 

de base finie, et ainsi de suite, 

On se propose de montrer les deux theoremes: 

Theoreme 1,1 - Soit A un anneau local noetherien satis

faisant a la condition (P ), Tout A -module de type fini possede une 
n 

resolution libre, de type fini. et de longueur $ n, Plus precisement. 

pour toute suite exacte 

X 
n-1 

f 
X 2 ~'" ~Xo~ M~O, n-
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ou les X. sont libres de base finie, Ie noyau de f est un module libre (de 
-- 1 -

base finie). [LorSqUe n= 1, f designe l' application Xo ~ M ] . 

Theor~me 1.2. - Soit A un anneau comme dans Ie theor~me 

,!. Si un A -module M de type fini poss~de une resolution libre de lon

~ ~ p, alors, pour toute suite exacte 

X 
p-1 -----'~~ X 2 ----+ . •. -+ Xo ~ M ~ 0 , p-

ou les X. sont libres de base finie, Ie noya:u de f est libre • 
-- 1 -

Ces theor~mes s'appliqueront notamment ~ l'anneu K 1 Xl' .•• , 

\ J . ainsi qu'a l'anneau des series formelles K lC xl' ••• ' xn~ • On 

demontre, en fait, que les anneaux locaux pour. lesquels Ie theor~me 1 

est vrai (pour un n convenable) sont les anneaux locaux reguliers, c'est-a

dire dont Ie complete est isomorphe a un anneau de series formelles (cf. 

[15] ). 
On va donner, des theor~mes 1 et 2, une demonstration qui utili

se les foncteurs T or~ (A, B), ou A et B designent deux A -modules, 

et n un entier ~ O. (cf. [5] ). On a seulement besoin de savoir ici 

que T 0/' (A, B) est, pour chaque n, un A -module, foncteur covariant 
n 

de A et B; que TorA (A, B)=O lorsque n ~ 1 et que l'un au moins des mo
n 

dules A et Best libre; que Tor!" (A, B) n'est autre que le produit tenso-

riel A ®,A B; que, pour toute suite exacte de A -modules: 

0.2) 
I 

O~ A -~A ~ A"~ 0, 

on a des applications lineaires 
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b : Toll. (A",B) ~Tor.A I (I': ,B) 
n n n-

qui d~pendent fonctoriellement de la suite exacte (2); et que la suite illi

mit~e 

A ( , .A () A ( II fn .•• ~ Tor A ,B) ~Tor A,B --+Tor A ,B)--+ 
n n n 

A (' ) A(II) 1f!1\ -.Tor n-l A ,B ~ ••• ~Tor I A ,B ~ A ~A B~ 

est une suite exacte. Propri~t~ analogue lorsqu'on travaille sur la variable 

B, et qu'on consid~re une suite exacte 

I II 
O~B ~B --+B ~O. 

La d~monstration des th~or~mes I et 2 va alors r~sulter de 

plusieurs lemmes: 

Lemme I ("lemme de Nakayama"). - Soit A un anneau local, 

d'id~al maximal iW'(. ,et soit K= A /'WC Ie corps r~siduel, consi-

d~r~ comme .A -module. Soit M un A -module de type fini; si 

M ®,A K = M/'frr.. M 

est nul, alors M=O • 

Par l'absurde: soit (xl' ••• ,xk) un syst~me minimal de g~n~ra

teurs du A -module M; puisque M= ~. M, on a 
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x = 
1 

k 
, ~,x,' 
~ 11 

i= 1 

k 

(1 - ~ )x = 
1 1 2-

i=2 

~,x, • 
1 1 

H. Cartan 

Or 1- ~ 1 a un inverse dans l'anneau local A ,done xl est combinaison 

lineaire de x2' ••• '\' contrairement a I'hypothese de minimalite. 

Corollaire du lemme 1. - Soient xi €: M des elements en nom-

bre fini, dont les images Ji dans l'espace K-vectoriel M ®,ft. K=MI 'n'(.M 

engendrent cet espace vectoriel, Si Ie A -module M est de type fini, les 

x, l'engendrent. 
1 

En effet, soit M' Ie sous-module de M engendre par les x,; on 
1 

a une suite exacte 

I f 
M ®.A, K ~ M ®,A. K ~ (M/M') ~ K ~ 0 , 

et puisque f est surjective par hypothese, on a (MIM') ®,A. KeO, donc 

MIM' =0 d'apres Ie lemme 1, puisque MIMI est de type fini. 

Lemme 2 - Soit.A un anneau local, de corps residuel K. Pour qu'un A
module Y, de type fini, soit libre, il faut et 11 suffit que Tor~ (y, K)=O. 

La condition est evidemment necessaire. Pour '{oir qu'elle est 

suffisante, on choisit des Yi £ Y dont les images '~t € Y ®,A K forment 

une base de cet espace vectoriel; les y, sont en nombre Hni, et engendrent 
-- 1 

Y (corollaire du lemme 1). Soit X Ie A -module libre ayant pour base 

des elements x, en correspondance bijective avec les y,; on a done une ap-
1 1 

plication lineaire surjective X ~ Y, qui par passage aux quotients in-

duit un isomorphisme X ®Jl K ~ Y ®,A K . Soit N Ie noyau de f • 
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La suite exacte des foncteurs Tor donne ici: 

Puisque g est un isomorphisme, et que TO~ (y, K)=O par hypoth~8e, on 

obtient N QP", K=O, donc (lemme 1) N=O; par suite, f:X - Y est un isomor

phisme, et puisque X est libre, Y est libre. 

C.Q.F.D. 

Lemme 3. - Soit A un anneau local satisfaisant °a la condition (P n) • 

Alors on a, pour tout .It. -module M, 

0.3) 

et en particulier, pour k=n,(J = 'We. ( A ) ): 
n 

pour i) k, 

0.4) 
A 

Tor n+l (M,K) = O. 

En effet, consid~rons, pour chaque entier k tel que 1 $r kEn, 

la suite exacte 

0.5) 

OU vk est l'application canonique de A /Jk_1 sur son quotient A/Jk , 

et Uk d~signe la multiplication par xk' qui par hypoth~se est une injection. 

La suite exacte des Tor noils donne ici des suites exactes 
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0.6) 

On va alors prouver (3) par recurrence sur k: c'est trivial si k=O, car 

Tor~ (M,A )=0 pour i > O. 8i 0.3) est vrai pour k-l (k ~ 1), et si i :> k, 
1 

les deux termes extr@mes de la suite exacte 0.6) sont nuls, done Ie terme 

median est nUl. 

C.Q.F.D. 

Nous pouvons maintenant demontrer Ie theor~me 1.1. Nous avons, 

par hypoth~se, des suites exaetes 

o --... y 1 -+ Xo --+ M ~ 0 

0-... y -+-X ~1 Y ~1 0 n n- n-

oil X , ••• , X 1 sont libres de base finie. On en deduit des suites exactes 
o n-

A A A A 
Tor +1 (X , K) ~ Tor 1 (M, K) ~ Tor (Yl' K) -+ Tor (X ,K) 

n 0 n+ n n • 
A J.. .}.. A. 

Tor n (X1,K) ~Tor n (Y1,K) ~ Tor n_l(Y2,K) ~Tor n-l (X1,K) 

Dans ehacune de ces lignes, les termes extr@mes sont nuls, puisque les 

X, sont des modules libres; on obtient done 
1 
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Or, d'apr~s Ie Iemme 3, Tor I (M,K)=O. Done 

n+ 

A 
Tor .. (y ,K) = 0, 

,;a n 

H. Cartan 

et eomme Y est de type fini, eeci entrafne que Y est libre (lemme 2). 
n n 

Ceci d~montre Ie th~or~me 1. 

D~montrons enfin Ie tMor~me 1.2. Supposons l'existenee de 

suites exaetes 

0-+ BI ---'Ao--+ M ~ 0 

0-+B2~Al~BI~ 0 

o ~B ~A ~I B -""PI 0, 
P p- p-

oj) A , .. ., A I et B sont libres (non n~eessairement de type fini). En 
o p_ p --

raisonnant eomme ei-dessus, on trouve 

... ~ .A 
Tor 1 (B ,K) ='0 • 

p 

Done Tor J,. 1 (M, K) = 0 • Soit maintenant une suite exaete eomme dans p+ 
l'~none~ du tMor~me 2 (les X., pour i ~ p-l, ~tant libres de base finie), 

1 

et soit Y Ie noyau de X 1 ~ X 2 (resp. de X - M si p=l) • Le 
p p- p- • 

m~me raisonnement que ei-dessus montre que 
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.A .A 
Tor p+l (M,K) :::s Tor 1 (Yp,K) , 

.A 
et par suite Tor 1 (Yp,K) = 0; d'apr~s Ie lemme 2, Yp est libra, et Ie 

th~or~me 1. 2 est d~montr6. 

2. Pr~faisceaux, faisceaux et espaces ~tal~s. 

On rappelle ici lIuccinctement les notions essentielles; pour 

plus de d~tails on renvofe au livre de Godement [7] . 
T d~signe un espace topologique, donn~ une fois pour toutes. 

Un prMaisceau G de greupes ab~liens, sur T, est d~fini par la donn~e, 

pour chaque ouvert U C T, d'un groupe ab~lien G(U), et pour tout cou

ple d' ouverts (V, U) tel que V C U, d'un homomorphisme ~ VU: 

G(U) -. G(V); on suppose que <fuu est l'identit~, et que, pour 

W eve u, 'f wu ~ If wv 0 4' vu t, Un prMaisceau G est donc 

simplement un foncteur contravariant de la cat~gorie des ouverts de 

T (les morphismes ~tant les inclusions) dans la cat~gorie des groupes 

ab~l1ens. 

SiG et G) Bent deux prMaisceaux, un morphisme f:G ~ 0' 
est d~fini par la donn~e, pour chaque ouvert U, d'un homomorphisme 

f(U) : G(U) --+ c' (U), de telle mani~re que, si V C U, Ie diagram-

me 

G(U) f(U) ~ 0'(U) 

Ifvu 
G(V) f(V) 

1 ~;u 
~ 0' (V) 
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soit commutatif; fest donc un morphisme du foncteur contravariant 

G dans Ie foncteur contravariant G I. 

Ces definitions s' appliquent aussi bien a d' autres categories 

que celles des groupes abeliens; on peut notamment considerer des ~

faisceaux d' anneaux (a element unite), etant entendu que, dans la ca

tegorie des anneaux, les homomorphismes d'anneaux doivent transfor

mer l' element unite en l' element unite. 

L'image d'un x ! G(V) par tf VV : G(V)'" G(V) se note 

souvent x I V, et s'appelle la restriction de x a v. 
Vn faisceau de groupes abeliens (resp. d' anneaux, etc".) 

sur l' espace T est, par definition un prefaisceau G qui satisfait a la 

condition suivante: 

(F) Si un ouvert Vest reunion d'ouverts V., et si l:on se 
1 

donne, pour chaque i, un x. ~ GW.) de fa<;on que 
1 1 

x.1 v. r'I. V. = x.1 v. "v. quels que soient et j, 
1 1 J J 1 J 

alors il existe un x E G(V) et un seul, leI que 

= x 
i 

pour tout i . 

Les faisceaux sur T forment une sous-categorie pleine de la categorie 

des prefaisceaux: si Get G1 sont deux faisceaux, les morphismes G - G', dans 

la categorie des faisceaux, sont les m~mes que dans la categorie des prefaisceaux, 

Les fonctions numeriques differentiables. sur une variete differen

tiable T, donnent un exemple de faisceau d'anneaux: pour chaque ouvert V, 

GW) est I' anne au des fonctions differentiables dans V; la condition (F) est sa

tisfaite. De m~me, sur une variete analytique complexe, on a Ie faisceau des 

fonctions holomorphes , note souvent rJ : c'est un faisceau d'anneaux, 

Definition: on appelle espace etale sur T un couple (F I p) I Oll 
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F est un espace topologique, et p: F ~ T une application continue qui 

est localement un hom~omorphisme (i. e.: chaque point x " F possede 

un voisipage ouvert U tel que la restriction de p a U soit un hom~o

morphisme de U sur un voisinage ouvert de p(x) ) • 

L'espace T ~tant donn~, les espaces ~tal~s sont les objets 

d'une cat~gorie dont les morphismes (F, p) ~ (F I ,pi) sont les appli

cations continues f: F --.. F I rendant commutatif Ie diagramme 

f , 
F ~F 

'\ f' 
T 

(autrement dit, f doit appliquer la fibre F t 
, -1 

= p (t),quel que soit t E T). 

-1 I 
p (t) dans la fibre F = 

t 

Le produit fibr~ de deux espaces ~tales (F, p) et (F', p' ) 

est l'espace (F", pill. ou F" d~signe Ie sous-espace du produit F x F' 

form~ des couples (x, x') tels que p(x)=p'(x'), et ou pIt est dMinie par 

p"(x,x') = p(x) = p'(x'). 

Une section d'un espace ~tal~ p : F ~T est, par d~finition, 

une application s : T -. F telle que p ~ s soit l' identit~ de T. Si s est 

continue, c'est un hom~omorphisme de T sur l'espace image s(T) c:. F. 

DMinition: on appelle espace ~tal~ en groupes ab~liens (sur 

T) un espace ~tal~ (F, p) dans lequel chaque fibre F test munie d'une 

structure de groupe ab~lien (not~ additivement), de fa90n que soient 

v~rifi~es les deux conditions suivantes : 
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(i) l' application F xT F -+ F, definie par la loi de composi

tion dans chaque fibre, est continue (c'est donc un morphisme d'espa

ces etales) ; 

(ii) la section zero (qui a chaque t E T associe l' element 

neutre du groupe F t) est continue, 

On definit de m~me un espace etale en anneaux (a element 

unite) : chaque fibre Ft a une structure d'anneau, 1'addition et la mul

tiplication definissent deux applications continues F xT F ...... F, la 

section zero et la section un sont des sections continues, 

Les espaces etales en groupes abeliens (resp, en anneaux) 

sur T sont les objets d'une categorie, dont les morphismes sont les 

applications f: F ~ F' qui sont des morphismes d'espaces etales, 

et induisent en outre, pour chaque t E T, un homomorphisme de 
I 

groupes abeliens (resp, d' anneaux) F t -+ Ft' 

On va definir deux foncteurs covariants P et L : Ie fonc

teur r fait passer de la categorie des espaces etales sur T a celle 

des faisceaux sur T, Ie foncteur L fait passer de la categorie des pre

faisceaux sur T a celle des espaces etales sur T, 

Le foncteur r soit (F, p) un espace etale en groupes abeliens (resp. 

en anneaux a element unite) sur T; pour chaque ouvert U , T, l' en

semble r (U, F) des sections continues U ...... Fest muni d'une struc

ture de groupe abeIien (resp, d'anneau a element unite); pour V c:. U, 

on a un homomorphisme de restriction f(U,F)..--.. l(V,F), D'ou 

un prefaisceau note r ( ,F), ou simplement r (F), II est imme-

diat que c'est un faisceau, De plus, si f: F --. FI est un morphisme 

d'espaces etales en groupes abeliens (resp, en anneaux), f induit, pour 

chaque ouvert U, un homomorphisme r (U,F) ~ fW,F') (a sa-
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voir celui qui, a chaque section continue s : U -+ F, associe la sec-

tion f. s : U ...... F '), donc dMinit un morphisme [' (F) ~ r (F'). 

On a ainsi d~fini un foncteur r . 
Le foncteur L: soit G = (G(U), <f VU) un pr~faisceau de groupes a

b~1iens (resp. d' anneaux). Pour chaque t ~ T, soit F Ie groupe ab~-
t 

lien (resp. d' anneau) 

lim~ G (U), 

U~ t 

limite inductive des G(U) associ~s aux voisinages ouverts U de t, relativement 

aux homomorphismes If VU • Soient F Ill. r~union des F t (t ~ T), et 

p : F -. T la projection ~vidente. On va dMinir sur F une topologie 

qui fera de (F, p) un espace ~tal~ en groupes ab~liens (resp. en an

neaux). Pour chaque ouvert U c:: T, et chaque r E G(U), soit 

U ---. F 

l'application qui, a chaque t E U, associe l'image de } dans la 

limite inductive Ft ; Sy est une section de F au-dessus de U. DMi

nissons, sur F, la topologie la plus fine rend ant ces sections conti

nues; pour cette topologte, les sr (U) forment un syst~me fondamen

tal d'ouverts de F, et on v~rifie que (F, p) est alors un espace ~tal~ 

en groupes ab~liens (resp. anneaux): Soit maintenant G ~ G I un mor

phisme de prMaisceaux; les homomorphismes F --. F' obtenus par 
t t 

passage a la limite inductive dMinissent un morphisme F --.. F I d'es-

paces ~tal~s en groupes ab~liens (resp. en anneaux). Ceci ach~ve de 
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d~finir Ie foncteur L • 

Avec les notations pr~c~dentes, l' application ! _ s rest 

un homomorphisme du groupe (resp. anneau) G(U) dans Ie groupe (resp. 

anneau) des sections continues du faisceau F au-dessus de V : 

G(V) --+ r (V, L(G) ) • 

Quand V varie, ces homomorphismes definissent un morphisme de pr~

faisceaux: G ~ r L(G) • Le faisceau r L (G) s'appelle Ie fais-

ceau associ~ a. G • 

Soit maintenant F un espace etal~ quelconque en groupes ab~

liens (resp. anneaux). Si f: L (G) -+- F est un morphisme d' espaces 

~tal~s en groupes ab~liens (resp. anneaux), Ie morphisme compos~ 

G --+ rL(G) 
f(f) 

est un morphisme de prefaisceaux; d'oil une application 

(2. 1) Hom~t. (L (G), F) ~ Hompref. (G, r (F) ) ; 

elle est naturelle vis-a.-vis des morphismes G -+ c' et F ~F'. On 

v~rifie aussitOt que l' application (2.1) est une bijection. Elle fait donc 

des foncteurs L et r des foncteurs adjoints au sens de Kan. En 

particulier, prenons G = r (F) dans (2.1); au second membre, on a 

un ~1~ment privil~gie de Hom ( r (F), .r (F)), a. savoir Ie morphis-

me identique; alors (2.1) lui associe un morphisme 
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(2.2) L r (F) -. F, 

d~fini naturellement pour tout espace ~tal~ F. On prouve facilement 

que (2.2) est un isomorphisme d'espaces ~tal~s. D'autre part, lorsque 

G est un faisceau, Ie morphisme G ~ r L (G) est un isomorphisme 

de faisceaux. 

De tout ceci il r~sulte que si on considere L comme un fonc

teur de la cat~gorie des faisceaux dans la cat~gorie des espaces ~ta

l~s, les foncteurs I et r sont inverses l'un de l'autre (i. e. : on 

a un isomorphisme naturel de L r avec l'identit~, et un isomor

phisme naturel de r L avec l'identit~). Ceci definit une, ~quivalence 

de cat~gories entre la cat~gorie des faisceaux de groupes aMliens (resp. 

d' anneaux) sur T, et la cat~gorie des espaces ~tal~s en groupes aM

liens (resp. en anneaux) sur T. 

D~sormais, par abus de langage, on dira "faisceau" au lieu 

d' "espace ~tal~lI. TantOt Ie point de vile des faisceaux est plus com

mode, tantOt c'est Ie point de vue des espaces ~tal~s. Par exemple, 

si Test une vari~t~ analytique complexe, on confondra Ie faisceau (j 

des fonctions holomorphes, avec l'espace ~tal~ en anneaux ~ ( crt 

~tant l' anne au des germes de fonctions holomorphes au point t , T). 

Faisceau constant: soit g un groupe ab~lien. On va d~finir Ie faisceau 

constant de groupe g, sur l' espace topologique T, en adoptant par exem

pIe Ie point de vue des espaces ~tal~s: on munit g de la topologie dis .. 

crete, on prend pour F l'espace topologique produit T x g, pour p la 

premiere projection T x g ~ T ; chaque fibre s'identifie a g, ce qui 

definit la structure de groupe aMlien des fibres. On note aussi g Ie 

faisceau constant defini par g. On definit de meme Ie faisceau constant 
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associe a un anne au, 

On dit qu'un faisceau sur T est trivial s'll est isomorphe 

a un faisceau constant, 

3, Faisceau de modules sur un faisceau d'anneaux • 

Desormais, on se donne un espace topologique T et un fais

ceau d'anneaux A (il s'agit d'anneaux commutatifs a element unite). 

On adopte Ie point de vue des espaces etales, bien qu'on emploie Ie 

mot "faisceau". 

D~finition: on appelle faisceau de A-modules un faisceau 

de groupes abeliens F, muni de la donnee, pour chaque t E T, d'une 

structure de A -module sur la fibre Ft ; ces donnees sont assujetties 
t . 

a la condition suivante : l' application 

definie par la multiplication, dans chaque fibre F t' par les scalaires 

de At' est continue, 

Si F et F' sont deux faisceaux de A-modules, on appelle 

morphisme f: F ~ F I un morphisme de faisceaux tel que, pour 

chaque t € T, l' application f : F ~ F' soit A -lineaire. 
t t t t 

Les faisceaux de A-modules forment ainsi une categorie. El-

Ie possMe un element privilegie: Ie faisceau A lui-meme, considere 

com me faisceau de A-modules (chaque anneau A etant considere comme 
t 

At -module au moyen de la loi de multiplication). 

La theorie des faisceaux de A-modules contient, comme cas 

particulier, celle des faisceaux de groupes abeliens : elle correspond au cas 
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ou A est Ie faisceau constant Z (anneau des entiers). 

Soit F un faisceau de A-modules (on adopte iei Ie point de 

vue des espaces etales); un sous-faisceau F' est un sous-espace ou

vert de 1'espace etale F P)ll T, tel que, pour chaque t ~ T, la 

fibre F ~ soit un sous- module du A( module Ft' Alors l' application 

A xT F ~ F definit, par restriction, une application A xT F'~ F' 

qui fait de F' un faisceau de A-modules. 

Soient F un faisceau de A-modules, et F' un sous-faisceau 

comme ci-dessus. Le faisceau-quotient F IF I est defini comme suit: 

sa fibre au-dessus de t est Ie At-module quotient F /F: ' et sa topo

logie est la topologie-quotient de celie de F, pour l' application canoni

que F --. F/F'. On verifie que F/F' est bien un faisceau de A-mo

dules, et que la propriete suivante a lieu: pour tout t e T, et toute 

section continue s : U ~ F/F' au-dessus d'un ouvert U contenant t, 

il existe un ouvert V tel que t EVe U, et une section continue tr: 

V ~ F , telle que la section composee V...!...... F ---+ F IF' soit 

egale a la restriction de s a v. En revanche, il n'existe pas neces

sairement de section continue U ~ F telle que la composee 

U -. F --+ F IF' soit egale a s. 

Noyau, image, conoyau: soit u: F ~ G un morphisme de 

faisceaux de A-modules (sur 1'espace T). Pour chaque t f T, soit 

Ker ut C Ft Ie noyau de 1'application:oI\-lineaire ut: Ft ~ Gt • On 

verifie que les Ker ut ' quand t parcourt T, forment un sous-faisceau 

de F; on l' appelle Ie noyau du morphisme u, et on Ie note Ker u. De 

mame, la collection des 1m ut C Gt est un sous-faisceau de G, appele 

1'image du morphisme u, et note 1m u. Enfin, Ie faisceau quotient 

G/lm u s'appelle Ie conoyau de u, et se note Coker u • 
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Soit F ~ G ~ H une suite de faisceaux de A- mo

dules et de morphismes. On dit que c'est une suite exacte si 

1m u = Ker v. 

Ceci exprime que, pour chaque t € T, la suite de A - modules et d' ap
t 

plication At -lineaires 

est exacte, 

Si u : F ~ G est un morphisme, on a les deux suites exactes 

o ---. Ker u -+ F --+- 1m u _ 0, 

o --+- 1m u ~ G ---. Cokei' u -+ 0 , 

qui fournissent la decomposition canonique du morphisme u, 

Enfin, soit (F.J. I une famille de faisceaux de A-modules, 
111 

On appelle somme directe de cette famille, et on note EB F., Ie 
iE I 1 

$ (F)., muni 
t 1 

faisceau dont chaque fibre est la somme directe 

d'une topologie evidente, 
i E I 

Exemples de faisceaux de A-modules et de morphismes. 

Exemple 1 : soit Tune variete differentiable Coo; soit It Ie 

faisceau constant defini sur T par l'anneau (corps) des nombres reels, 

et soit, pour chaque entier n ~ 0, n n Ie faisceau des formes dif

ferentielles (reelles) de degre n, et de classe Coo, On definit la suite 

de morphismes 
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(3. 1) ~ 1"'\0 d rll rln d nn+l o ~ lR --~.l. --+ ~L --i" ••• ~ .U. --+-~ -+ ... , 

ou d est induit par l'operation de differentiation exterieure des formes 

differentielles, et i est l'inclusion (qui, a. tout element c € JR, associe 

Ie germe de fonction constant egale a c). La suite (3.1) est une suite 

exacte, en vertu du theor~me classique de Poincare qui affirme que 

toute forme differentielle w de degre n} 1, dans un ouvert U, telle 

que d w = 0, est, au voisinage de chaque point de U, egale a la dif

ferentielle exterieui e d 'une forme de de gre n-l, 

Exemple 2: T designe une variete analytique complexe, if 
Ie faisceau des fonctions holomorphes; soit.fl p, q Ie faisceau des 

formes differentielles (complexes) de type (p, q), c'est-a.-dire qui, avec 

des coordonnees locales complexes z 1" .. , z n' s' expriment comme som

mes de formes 

f(z) dz. A ... " dz. A dz. A ... "dz. , 
11 . Ip J 1 lq 

f etant de classe Coo. Soit d" l'operateur de differeritiation exterieure par

Helle (note aussi souvent 0 ) qui, a chaque forme w de type (p, q), 

associe la composante de type (p, q+1) de dw • orr a la suite de fais-

ceaux 

(3.2) 0 ---. rr ~ ~,o ~ st' 1 __ d_".~ ••• 

.... ~ /"lO,n d" f"'I0,n+1 
..JL --~~~..JL ~ ..• 

Le morphisme jest defini par !'inclusion de l' anne au des fonctions ho-
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lomorphes dans 1'anneau des fonctions complexes de classe COO; on 

sait que si fest une fonction complexe de clas se COO dans un ouvert 

U, la condition d"f=O exprime que fest holomorphe. La suite 

/r'.-L........ 1"'10,0 d" "'" f"'\~, 1 v -------.-- J'- T -1 '- est done exacte, De plus, si on 

considere tous les faisceaux de la suite (3,2) comme des faisceaux de 

cr -modules, les morphismes d" sont des morphismes dans la cate

gorie des faisceaux de if -modules, puisque d"f = 0 pour une fonc

tion holomorphe f, Enfin, la suite (3,2) est une suite exacte, en ver

tu du theoreme de Grothendieck-Dolbeault, qui. est pour d" l' analogue 

du theoreme de Poincare pour d: si une forme differentielle w de 

type (p,q) (q~ 1), dans un ouvert U, satisfait a d"w = 0, alors,au 

voisinage de chaque point de U, il existe une forme differentielle W 

de type (p,q-l), telle que d" W W, 

Il n' est pas possible de donner ici la demonstration de ce 

resultat; mais, en raison de son importance, on va enoncer deux theo

remes precis, dont il resulte : 

Theoreme 3.1. -
n 

Considerons, dans 1'espace t = (;x ... xt, 

Ie produit K = K 1 x .•• x K n de n compacts K\. (un dans chaque espace 

facteur f:). Soit GO une forme differentielle de type (P, q) (q ~ 1) ~ 

de classe Ck (n-q < k ~ + (0) au voisinage de K, Si d" co = 0 au voi

sinage de K, il existe, dans un voisinage de K (eventuellement plus 

petit), une forme differentielle ~ I de type (p, q-l) et de classe 

Ck-(n-q) t 11 d" - = I. \ • • d K , e e que Co ....... au vOlsmage e • 

Ce theoreme se prouve, par un procede de recurrence, a 
partir du lemme suivant : 

Lemme, - Soit f(z) une fonction d'une variable complexe z, 
k 

bornee et de classe C (k ~ 1) dans un ouvert borne D C «:. Alors 
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= g(z) 

k 
a un sens, la fonction g(z) est born~e dans D, de classe C , et on a 

d"g = f(z)d! • Si en outre f est fonction' de c1asse Ch de certains pa

rametres r~els (resp. est fonction holomprphe de certains parametres 

complexes), il en est de mGme de g. 

Th~oreme 3.2, - Consid~rons, dans l'espace tn, Ie produit 

U = U 1 x , " x Un de n ouverts U i (un dans chaque facteur t), Soit (J,) 

une forme diff~rentielle de type (p,q) (q ~ 1) et de classe COO dans U, 

telle que d" CAl = 0, Alors il existe, dans U, une forme diff~rentiel

Ie w ,~(p,q-l) et de c1asse Coo, telle que d"e;, = W dans 

U, 

Ce th~oreme ee d~duit du tMoreme 3, 1 en appUquant ce der

nier A des produits de compacts Ki CUi' puis en faisant un passage 

A la limite qui utilise des th~oremes d' approximation pour les fonctions 

holomorphes, S i on ne veut pas utiliser Ie tMoreme d'approximation 

de Runge dans Ie cas Ie plus g~n~ra1, on peut se borner A prouver 

Ie th~oreme 3, 2 dans Ie cas ou les Ui sont des disques ouverts de t ; 

ce cas suffit pour la suite, et les tMoremes A et B (voir ci-dessous) 

permettront ensuite de r~cup~rer Ie tMoreme 3,2 dans Ie cas g~n~ra1. 

4, Faisceaux coh~rents • 

Comme au nt. 3, on considere, sur l'espace T, des faisceaux 
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de A-modules, A etant un faisceau coherent d'anneaux. Si F est un tel 

faisceau, un morphisme f : A ~ Fest defini par la donnee de la 

section continue u £ r (T, F), image de la section-unite de A par 

f; u peut ~tre choisie arbitrairement, et definit, pour chaque t '" T, 

l' application ft : At -. F t par A( linearite. 

Designons, pour p entier > 0, par AP Ie faisceau de A-mo

dules, somme directe de p faisceaux isomorphes a A. Un morphisme 

AP ~ Fest defini par la donnee de p sections continues de F. 

Pour que f: AP ~ F soit surjectif, c'est-a-dire de co

noyau 0, il faut et il suffit que les p sections sl' ••• ' sp e r (X,F) 

qui definissent f jouissent de la propriete 8uivante: pour tout t £ T, 

tout element de F test combinaison lineaire, a coefficients dans At' 

de s I' ••• , s p (ou, plus exactement, des images de s l' .•• , s p par l' ap

plication canonique r (X, F) ~ F ) . 
t 

Dans ce qui suit, nous suivons Ie mode d'exposition dO a 

Serre [1~ . 

Definition: un faisceau F de A-modules est de type fini 

si tout point t € T possede un voisinage ouvert U jouissant de la pro

priete suivante: il existe un entier p et un morphisme surjectif 

(A I ul ~ FI U (FI U designe la restriction du faisceau F au sous

espace U C T : de m~me pour AI U). 

La propriete, pour un faisceau de A-modules, d'~tre de type 

fini, a donc un caractere local. 

Definition: un faisceau F de A-modules est dit coherent 

s'il est de type fini, et s'il satisfait en outre a la condition 

(a) pour tout ouvert U C T, et tout morphisme (AI U)p ~ FI U, 

Ie noyau de ce morphisme est un faisceau de type fini (dans U). 
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La propri~t~J pour un faisceau, d'etre coherent, a un ca

ract~re local. 

Tout sous-faisceau de type fini d'un faisceau coherent est 

coherent: c' est trivial, d' apr~s la condition (a), 

Toute extension d'un faisceau coherent par un faisceau co

herent est un faisceau coherent: cela signifie que si on a une suite 

eXacte 

I " 0-7'F~F---'rF ~O, 

et si F I et F" sont coherents, F est coherent. En particulier, la som

me directe de deux faisceaux coherents (done d'un nombre fini de fais

ceaux coherents) est un faisceau coherent. 

Soit u : F -+ G un morphisme, F ~ G etant coMrents, 

Alors l(er u, 1m u ~ Coker u sont des faisceaux coherents. 

Toutes ces proprletes se prouvent sans difficulte (cr, [13J ). 
Elies permettent de travailler avec les faisceaux coherents: 

en fait, 11s forment une "categorie abelienne", 

L'interet de la notion de faisceau coherent est que ceux-ci 

permettent de passer d~ proprietes ponctuelles a des proprietes locales. 

Par exemple : 
u v 

Proposition 4, 1, - Soit F ---+ G --+ H une suite de 

faisceaux coherents et de morphismes. Si, en un point t, la suite 
Ut Vt 

Ft ~ Gt :> Ht est exacte, 11 en est de me me en tous les 

points suffisamment voisins, 

En effet, Ie faisceau Ker (v 0 u) est un faisceau coherent M; 

c'est un sous-faisceau de F; Ie faisceau coherent F/M est nul au point 
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t par hypothese, donc il est nul en tout point t I assez voisin de t 

(parce qu'il est de type fini). Cela signifie que vt'o Uti = 0 pour t' 

assez voisin de t, donc que 1m u C Ker v dans un voisinage de t. 

Dans ce voisinage, Ker v/1m u est un faisceau coh~rent ; ce f~isceau 

est nul au point t, donc nul dans un voisinage de t. 

C.Q.F.D. 

Jusqu' a .pr~sent, rien ne gar ant it l' existence de faisceaux 

coherents, .en dehors du faisceau nUl. Mais supposons que Ie faisceau 

A soit coh~rent (co:.nme faisceau de A-modules). Alors, pour tout 

entier p> 0, AP est coh~rent; Ie conoyau de tout homomorphisme 

A q ~ AP est donc un faisceau coh~rent. On obtient de cette maniere 

tous les faisceaux coh~rents, au moins localement (et a un isomor

phisme pres). Autrement dit, si F est coh~rent, tout t E. T possede un 

voisinage ouvert U dans lequel il existe une suite exacte' 

cela r~sulte des dMinitions, et c'est vrai m~me sans supposer que A 

soit coh~rent. 

Explicitons la condition: "A est coh~rent". Cela exprime 

que A satisfait a la condition (a) (car A est ~videmment de type fini) : 

quel que soit I I ouvert U C T, et quelles que soient les sections con

tinues sl"'" sp E r W, A) en nombre fini, Ie fais.ceau des relations 

entre sl"'" sp est de type fini dans U. [on appelle "faisceau des 

relations" Ie sous-faisceau NeAP tel que, en chaque point t E U, Nt 

se compose des (c1, ••• , c ) € (A)P satisfaisant a ..E... c. s. = 0 
P t .2..... 1 1 

i = 1 


