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1 Einleitung

1 Einleitung

Grofsen und Messen ist eine der fiinf Leitideen in den Bildungsstandards (KMK
2022) und steht fiir die Anwendungsorientierung der Mathematik in der
Grundschule. Grundschulkinder sollen von Schulbeginn an Vergleichs- und
Messerfahrungen sammeln, auf dieser Grundlage Stiitzpunktwissen, Stiitz-
punktvorstellungen und Wissen iiber Messwerkzeuge erwerben und letzt-
endlich in der Lage sein, begriindete Schitzungen in Anwendungssituationen
vorzunehmen, aber auch in Alltagssituationen vorgefundene Groffenangaben
auf der Basis von Groflenvorstellungen zu bewerten und mit GrolRen verstian-
dig zu rechnen. So sollen Grundschulkinder Ende Klasse 4 einerseits ,liber
Grollenvorstellungen verfiigen®, ,,Gro8en messen und Maflangaben bestim-
men“ und ,mit Grof3en in Kontexten umgehen“ konnen (KMK 2022, S. 15).

Der Erwerb sogenannter Groflenvorstellungen ist demnach ein langfristi-
ger Prozess und muss fiir alle Gr68enbereiche spiralcurricular und fiir ver-
schiedene Kinder zeitlich sehr unterschiedlich ausgedehnt gedacht werden.
So ist das Messen von und das Rechnen mit Gréf3en zwar durchaus an ein
Zahlverstdndnis und an Rechenkompetenzen in bestimmten Zahlenrdumen
gebunden, dies gilt jedoch nicht fiir Vergleichserfahrungen, die auch schon
vor einer Orientierung in den entsprechenden Zahlenrdumen maoglich sind.
Vergleichserfahrungen sind zu allen fiir die Grundschule relevanten Grof3en-
bereichen also ganz grundsétzlich von Schulbeginn an moglich. Dariiber hin-
aus wissen wir aufgrund von Untersuchungen in verschiedenen Schuljahren,
dass die jeweiligen Vorkenntnisse in allen Groflenbereichen sehr hetero-
gen sind und in allen Klassenstufen {iber mehrere Schuljahre streuen. Um
dieser Heterogenitit gerecht zu werden, finden sich im vorliegenden Buch
zu allen Grofenbereichen diagnostische Aufgabenstellungen, sogenannte
Lernstandserhebungen, zu den zentralen Bereichen Vergleichen, Messen,
Stiitzpunkte und Schétzen. Diese Lernstandserhebungen dienen dazu, Vor-
erfahrungen zu erfassen und den nachfolgenden Unterricht darauf abstim-
men zu kénnen. Die Aufgaben sind den vier Bereichen zugeordnet und ent-
sprechend gekennzeichnet (Abb. 1.1).
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Abb. 1.1: Kernbereiche zum Aufbau eines GrolRenverstandnisses




1 Einleitung

Wenn verschiedene Bereiche angesprochen sind, dann ist nur ein fokussier-

ter Bereich als Schwerpunkt markiert, weitere angesprochene Bereiche wer-

den ggf. im Text erwahnt. Alle Aufgaben zur Erhebung der Lernstidnde kon-
nen in schriftlicher Form als Klassentest eingesetzt werden. Vorlagen finden
sich im digitalen Anhang des Buches. Die meisten Aufgaben konnen ab Ende

Klasse 1 bis Ende Klasse 4 in unverinderter Form eingesetzt werden. Die Auf-

gaben liegen alle als Worddokumente vor. Dies bietet die Moglichkeit, dass

sie individuell abgewandelt bzw. in Abhéngigkeit von den Klassenstufen ge-
kiirzt werden konnen. Um Lernstinde zu einem fritheren Zeitpunkt als Ende

Klasse 1 zu erheben, sollten statt schriftlicher Klassentests mathematische

Gesprache bzw. Interviews und keine schriftlichen Lernstandserhebungen

eingesetzt werden (vgl. z. B. Wollring et al. 2011). Wenn die Lesekompetenz

noch wenig ausgepragt ist, konnen die Aufgaben der Lernstandserhebung in

Klasse 2 auch vorgelesen werden.

Die beschriebenen Unterrichtsmodule folgen derselben Systematik wie
die Lernstandserhebungen. Sie sind ebenfalls in die Bereiche Vergleichen,
Messen, Stiitzpunkte und Schétzen gegliedert. Eine Ausnahme bildet der Gro-
RBenbereich Geldwerte (Kap. 6). Aufgrund der spezifischen Besonderheiten
weichen die Bereiche hier von der erwédhnten Systematik ab. Die Unterrichts-
module sind, wie auch die Lernstandserhebungen, in der Regel in verschie-
denen Schuljahren einsetzbar. Mogliche Zuordnungen zu Klassenstufen wer-
den vorgeschlagen. Die Module folgen dem Aufbau offener Lernangebote
(z. B. Schiitte 2008; Rathgeb-Schnierer, Schuler & Schiitte 2022):

+ Gemeinsame Problemstellung: Ausgangspunkt ist stets eine gemeinsame Pro-
blemstellung, die zum inhaltlichen Austausch anregt und so ein Lernen
von- und miteinander ermoglicht. Durch den gemeinsamen Beginn wird
das Unterrichtsthema allen verstdndlich und zugénglich, hat also keinen
Schwellencharakter.

Erarbeitung: Die Erarbeitung in Form einer eigenstdndigen Beschiftigung

mit dem Lerngegenstand dient dem Erkunden, Erforschen, Entdecken und

Sammeln von Losungsideen. Sie kann in Einzel-, Partner- oder Gruppen-

arbeit erfolgen.

Austausch und Reflexion: Diese Phase dient dem Austausch von Losungs-

wegen, der Prisentation von Eigenproduktionen und der Reflexion iiber

Ideen und Vorgehensweisen.

Ideen fiir diese drei Unterrichtsphasen werden jeweils beschrieben und exem-
plarisch durch Schiilerbeispiele und Fotos aus Unterrichtserprobungen illus-
triert. Fiir die Phase der Erarbeitung schlagen wir vor, dass die Kinder in ihrem
GroRenbuch arbeiten. Hier konnen sie ihre Erkundungen dokumentieren.
Das Groflenbuch kann ein Blankoheft oder ein Schnellhefter mit leeren Blit-
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tern sein, ggf. auch fiir jeden Gréflenbereich ein eigenes Heft, das iiber die
Schuljahre hinweg gefiihrt wird und in dem u. a. Stiitzpunktwissen {iber einen
langeren Zeitraum festgehalten und angereichert wird (vgl. auch Rink 2014
und 2017). Wird ein Blankoheft verwendet, konnen Arbeitsauftrage von der
Lehrperson auf Streifen ausgedruckt und von den Kindern eingeklebt werden.
Teilweise empfiehlt es sich, den Kindern fiir die Dokumentation Tabellen zur
Verfiigung zu stellen. Auf das Erstellen von Arbeitsblittern wurde bis auf ein-
zelne Ausnahmen bewusst verzichtet, da Vergleichs- und Messerfahrungen
haufig auch auf die Gegebenheiten vor Ort angepasst werden miissen. Es fin-
den sich aber stets Vorschlége fiir die Gestaltung des Grofienbuchs.

Im Anschluss an die Uberlegungen zu den drei Unterrichtsphasen finden
sich Impulssammlungen fiir die Hand der Lehrperson. In der Arbeitsphase
kann die Lehrperson diese Impulse nutzen, um die Kinder in ihrem Lernpro-
zess zu unterstiitzen, in der Austauschphase konnen sie das Plenums- oder
Kleingruppengesprich strukturieren.

In Kapitel 2 erfolgt nun zunéchst eine Klarung zentraler Begrifflichkeiten,
um eine gemeinsame Verstindnisgrundlage fiir die Lernstandserhebungen
und die Unterrichtsmodule zu schaffen. In Kapitel 3 bis 8 werden die sechsin
der Grundschule relevanten GrolRenbereiche in den Blick genommen: Léan-
gen, Flacheninhalte, Rauminhalte, Geldwerte, Zeitspannen und Gewichte.

Am Ende jedes Kapitels finden sich Hinweise auf Literatur zu weiteren Un-
terrichtsbeispielen.
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2 Grundlagen und begriffliche
Klarungen

Kinder sollen in der Grundschule Erfahrungen zu verschiedenen Groienbe-

reichen - Lingen, Flicheninhalte!, Rauminhalte, Geldwerte, Zeitspannen,

Gewichte - machen, sodass sie Ende Klasse 4 ,iiber GroRenvorstellungen ver-

fiigen”, ,,Groflen messen und Mallangaben bestimmen” und ,,mit Gréf3en in

Kontexten umgehen“ kénnen (KMK 2022, S. 15), so die zentralen Kompetenz-

formulierungen der Bildungsstandards.

Doch was versteht man unter Grofenvorstellungen? Der Begrift Grofsenvor-
stellungen taucht in der Literatur in vielfaltigen Bedeutungsvariationen auf,
was insbesondere damit einhergeht, dass der Begriff unterschiedlich umfas-
send verstanden wird (Heid 2018, S. 28): So finden sich Beitréage, in denen sich
der Begriff Grofenvorstellungen mit dem Begriff Stiitzpunktvorstellungen stark
iiberschneidet oder sogar deckt (z. B. Grund 1992, S. 42), und damit sehr eng
verstanden wird, als auch Beitrige, in denen Groflenvorstellungen weiter ge-
fasst werden, indem z. B. verschiedene Aspekte ausgefiihrt werden, die als
grundlegend fiir den Aufbau von Grofsenvorstellungen angesehen werden (z. B.
Frenzel & Grund 1991b; KMK 2022):

+ Das Erkennen und Unterscheiden verschiedener Groflenarten, also der
verschiedenen Groflenbereiche und welche Mafeinheiten dortjeweils ver-
wendet werden,;

+ das Kennen von Reprisentanten zu wichtigen Standardgrof3en;

¢+ das Umrechnen bzw. Umwandeln von Gré8enangaben

- sowie grundlegende Fihigkeiten im Messen, Schitzen und Uberschlagen.

Diese unterschiedlichen Begriffsfassungen sind mit gewissen Schwierigkei-
ten verbunden, die exemplarisch verdeutlicht werden sollen:

1 In den Lehr- und Bildungsplanen einiger Bundeslander wird der GréBenbereich ,Flacheninhalte” nicht unter
der Leitidee ,GroRBen und Messen”, sondern unter der Leitidee ,Raum und Form"” angefiihrt. Dies liegt darin
begriindet, dass fiir diesen GroRenbereich die MaReinheiten (z. B. Quadratzentimeter oder Quadratmeter)
noch keine Anwendung finden. Daher sind etliche Standards der Leitidee ,GroRen und Messen” wie
,kennen Standardeinheiten”, ,entwickeln und nutzen Représentanten fiir Standardeinheiten”, ,benennen
GréRenangaben mit unterschiedlichen Einheiten und stellen diese in unterschiedlichen Schreibweisen dar”
fiir den GréRenbereich Flacheninhalte noch nicht relevant (KMK 2022, S. 15). In der Grundschule kénnen aber
durchaus Flachen im Hinblick auf ihren Flacheninhalt verglichen und durch Auslegen gemessen werden, z. B.
mit Zentimeterquadraten oder mit Meterquadraten. Deswegen wurde dieser GroRenbereich ebenfalls mit in
dieses Buch aufgenommen.

10



2.1 GroBen und GroRBenbereiche

Bei einer weiten Begriffsfassung tragen Schitzaktivititen zum Aufbau von
Grollenvorstellungen bei, sind also eine Voraussetzung;

bei einer engen Begriffsfassung im Sinne von Stiitzpunktvorstellungen sind
GroRenvorstellungen hingegen die Voraussetzung, um schitzen zu kénnen.

Aus diesem Grund verzichten wir im Folgenden auf den Begriff Grofenvorstel-
lungen. Stattdessen verwenden wir die Begriffe Gro3enverstindnis, Stiitz-
punktvorstellungen und Stiitzpunktwissen, deren Bedeutungen im weite-
ren Verlauf des Kapitels geklidrt werden.

2.1 GrofRen und GroRenbereiche

Groflen sind, in der Regel, objektiv messbare Eigenschaften von Objekten oder
Vorgingen und die Ergebnisse von Messprozessen (Baireuther 1999, S. 94).
Grollen als Eigenschaften von Objekten sind, bis auf den Geldwert von Wa-
ren, sinnlich wahrnehm- und erfahrbar. Lingen, Flichen- und Rauminhalte
sind visuell wahrnehmbar, das Gewicht von Objekten ist taktil, die Zeitdauer
von Vorgingen ist beispielsweise liber Bewegung erfahrbar. Die sinnliche
Erfahrbarkeit gilt aber nur fiir gewisse Bereiche, z.B. nicht fiir sehr kleine
oder sehr grofle Langen- oder Gewichtsangaben, was Auswirkungen auf den
Aufbau von Stiitzpunktvorstellungen hat. Im Rahmen der Unterrichtsmodu-
le liegt der Schwerpunkt auf der Auseinandersetzung mit sinnlich erfahrba-
ren Repréasentanten.

Grundsatzlich ist also zwischen Objekten, den sogenannten Reprisentan-
ten, und ihren Eigenschaften, den Grolien, zu unterscheiden. Eine Grof3e ist
ein Element eines GroRRenbereichs und umfasst eine ganze Klasse von Repré-
sentanten. So umfasst die Gr6f3e 5cm alle tatsdchlichen und denkbaren Ge-
genstinde, die 5cm lang, breit, hoch oder grof sind.

Anregung zur Weiterarbeit
Suchen Sie nach geeigneten Reprasentanten fiir folgende GroRen: 100cm, 100g, 100 ml,
100ct, 100ss.

Groflenbereiche, die in der Grundschule behandelt werden, sind Lingen, Fl&-
cheninhalte, Rauminhalte, Geldwerte, Zeitspannen und Gewichte. Die ers-
ten drei Grollenbereiche konnen auch als geometrische Groenbereiche be-
zeichnet werden, da sie innerhalb der Leitidee Raum und Form eine wichtige
Rolle spielen. So werden z. B. Lingen, Flacheninhalte und Rauminhalte von

11



2 Grundlagen und begriffliche Klarungen

geometrischen Flachen und Korpern verglichen, gemessen und bestimmt.
Da Langen als Vorstellung fiir alle anderen Gréf3enbereiche herangezogen
werden (Ruwisch 2019a und b), z.B. bei Skalen auf Messwerkzeugen wie
Messbechern, analogen Waagen und Uhren, gilt der GroRenbereich Langen
als grundlegend (vgl. auch Lorenz 2005). Abgesehen vom Grofienbereich
Geldwerte handelt es sich aullerdem durchgiingig um sogenannte physika-
lische Groflen bzw. Messgroflen. Der Groflenbereich Geldwerte stellt dage-
gen eine Ausnahme dar - hier spricht man von einer Zdhlgré3e. So konnen
Geldeinheiten im Unterschied zu physikalischen Grof3en nicht beliebig klein
gewahlt werden und es gibt keine standardisierten Malieinheiten, sondern
weltweit verschiedene Wahrungen, deren Werte von den Schwankungen der
Wechselkurse abhéangen (Franke & Ruwisch 2010, S. 232). Der Wert eines Ge-
genstandes ist abhdngig von Angebot und Nachfrage, manchmal ist er auch
subjektiv. Daher lasst sich der Wert von Gegenstdnden nicht objektiv messen,
auch Messwerkzeuge gibt es in dem Sinne nicht.

Grollen eines GroRenbereichs kann man stets eindeutig vergleichen. Es
gilt fiir zwei Groflen aus einem Grofenbereich immer einer der folgenden
drei Fille:

GroRe 1 ist kleiner als Grof3e 2,

Grofe 1 ist grofler als Grofie 2 oder

Grofe 1 ist gleich Grofe 2.

Marlene ist groRer als Tom, Marlene ist kleiner als Tom oder Marlene ist gleich grofl wie Tom.

Anschaulich bedeutet dies, dass GroRRen auf einer Skala angeordnet werden
konnen. Entsprechend gilt innerhalb eines Gr68enbereichs auch die Transi-
tivitdtsrelation: Wenn Grof3e 1 grofRer ist als Grofle 2 und Grofle 2 grofler ist
als Grof3e 3, dann kann hieraus geschlussfolgert werden, dass Grofie 1 auch
grofer ist als Grof3e 3.

Wenn Marlene groRer ist als Tom und Tom groBer ist als Luise, dann ist Marlene auch groRer
als Luise.

Grollen zeichnen sich weiter dadurch aus, dass eine Verdnderung in Form
oder Lage ohne Auswirkung ist. Ein Faden behilt seine Lange unabhéngig
davon, ob er gerade ausgelegt oder aufgewickelt wird. Man spricht in diesem
Zusammenhang von der sogenannten Invarianz - der Unverdnderlichkeit der

12



2.2 GroRen im Mathematikunterricht der Grundschule

Grofleneigenschaft. Diese Unveranderlichkeit gilt auch fiir die anderen Gro-
Benbereiche, so fiir den Flacheninhalt z. B. in Bezug auf das Zerschneiden ei-
ner Fldche, fiir den Rauminhalt im Hinblick auf das Umschiitten einer Fiill-
menge oder fiir Geldwerte im Hinblick auf das Wechseln von Geldbetrigen.
Des Weiteren kann man zwei Groflen des gleichen Groflenbereichs addie-
ren und subtrahieren, man kann eine Grol3e vervielfachen und teilen sowie
eine Grolle mit einer zweiten ausmessen (Franke & Ruwisch 2010, S. 201f.).
So kann man z.B. durch die Vervielfachung (wiederholte Addition) des Ge-
wichts fiir eine Mehlpackung das Gesamtgewicht eines Kartons mit zwolf
Mehlpackungen ermitteln: 12*1 kg=12 kg. Dagegen fiihrt die Multiplikation
zweier Gewichtsangaben nicht zu einem entsprechend ,sinnvollen” Ergeb-
nis. So macht die Multiplikation 3kg*3 kg keinen Sinn. Bei der Multiplikation
von zwei Langen ergibt sich eine Flicheninhaltsangabe, man verlasst also
den Grollenbereich Langen.?

Die Benennung von GrofRen setzt sich aus Maflzahl und MaReinheit zu-
sammen und ist, mit Ausnahme des Gré8enbereichs Geldwerte (Kap. 6), das
Ergebnis eines Messvorgangs. Dieser erfolgt mit groflenbereichsspezifi-
schen Messwerkzeugen (z. B. Mal$band, Lineal, Zollstock im Gré8enbereich
Léangen).3 Die Maf3zahl einer GroRenangabe eines Représentanten ist jedoch
nicht eindeutig festgelegt, sondern hingt von der Wahl der MaReinheit ab.
So kann man die Grof3e 5 cm auch durch die Schreibweise 50 mm oder 0,05 m
darstellen. Je nach Wahl der Maf3einheit dndert sich die Mafzahl entspre-
chend - man spricht von Verfeinern und Vergrébern. Die Maf$zahl ist also in
Abhiangigkeit zur gewahlten Malleinheit zu verstehen.

2.2 GroBen im Mathematikunterricht der Grundschule

Fiir die unterrichtliche Behandlung von Grofen wird héiufig auf das didak-
tische Stufenmodell verwiesen. Der Unterricht gliedert sich nach diesem
Modell in verschiedene aufeinander aufbauende Stufen vom Leichten zum
Schweren mit dem Ziel, ein Grollenverstindnis aufzubauen (z.B. Radatz
& Schipper 1983, S. 125; Franke & Ruwisch 2010, S. 184 ff.; Schipper et al. 2017,

2 Diese Aussagen gelten fiir die in diesem Buch behandelten GroRenbereiche und lassen sich nicht in jeder
Hinsicht generalisieren. So ist z. B. die Addition von Temperaturen nicht vergleichbar mit der Addition von
Langen.

3 Nihrenbdrger (2002, S.29 ff.) unterscheidet zwischen normierten, gegenstandlichen und korpereigenen
Messwerkzeugen. Korpereigene Messwerkzeuge, sogenannte Korpermale, kdnnen fiir das Messen von
Léngen (z.B. Elle, Schritt), Flacheninhalten (z. B. Handflache) und ggf. Zeitspannen (z. B. regelméRiges
Klatschen) verwendet werden. Fiir das Messen von Rauminhalten und Gewichten eignen sich kérpereigene
Messwerkzeuge nicht.

13



2 Grundlagen und begriffliche Klarungen

S.229). Ein solches kleinschrittiges Vorgehen wurde in der Mathematikdidak-
tik lange Zeit fiir sinnvoll erachtet, um mogliche Verstindnisschwierigkeiten
bei den Lernenden zu vermeiden (Krauthausen 2018). Man ging insbesonde-
re davon aus, dass die Kinder genau dann ein Groflenverstindnis aufbauen,
wenn sie die kulturgeschichtliche Entwicklung der Maf3systeme in vorgege-
benen Schritten, ausgehend vom direkten Vergleichen iiber das Messen mit
nicht-standardisierten Einheiten zum Messen mit standardisierten Einheiten,
selbst durchlaufen. Nach Winter (1992, S. 17) ist es allerdings ,Krampf, wenn
man glaubt, man miisse in der Schule das Messen gemi($ der geschichtlichen
Genese ab ovo entwickeln; die Kinder haben doch schon Erfahrungen mit
Metern, Sekunden und Kilogramms usw.“ Entsprechend kniipft ein Vorgehen
nach dem Stufenmodell weder an die Vorerfahrungen der Lernenden zum je-
weiligen Groflenbereich an noch orientiert es sich am individuellen Lernweg
des Einzelnen (vgl. zur Kritik am kleinschrittigen Vorgehen nach dem Stu-
fenmodell auch Nithrenborger 2004). Dariiber hinaus weil§ man mittlerweile,
dass sich das Verstdndnis zum Vergleichen sowie zum Messen nicht nachei-
nander, sondern in Form von zwei Denkstrukturen simultan entwickelt (Bat-
tista 2012). Dariiber hinaus belegen Studien, dass ein Unterricht, der einem
kleinschrittigen Aufbau folgt, nur in einem geringen Male zum Aufbau eines
Groflenverstdndnisses bei den Lernenden fiihrt (Niihrenborger 2002).

,Um einen kontinuierlichen Aufbau von GréRenvorstellungen [bzw. eines GroRenver-
standnisses, d. Verf.] iiber die Schuljahre hinweg zu ermdglichen, ist [dagegen, d. Verf ]
ein Aufbau nach dem Spiralprinzip notwendig, um auf der Basis des Vorwissens der
Kinder eine zunehmende Vertiefung und damit inhaltliche Ausdifferenzierung der The-
matik und der Konzepte anzubahnen.” (Rechtsteiner 2018, S. 8)

Die Idee des Spiralprinzips geht auf Bruner (1973, S. 44) zuriick. Es steht fiir
ein wiederkehrendes Aufgreifen und Vertiefen von zu lernenden Inhalten.
Das

»Spiralprinzip verlangt, dass im Unterricht fundamentale Ideen des fraglichen Fachs
im Vordergrund stehen. Das Lernen soll ,spiralig” organisiert sein, wobei die wesentli-
chen Begriffe schon friih aufgeworfen und behandelt werden und dann immer wieder
aufgegriffen und mit zunehmender Mathematisierung, Systematisierung und mit
wachsendem Abstraktionsgrad vertieft werden.” (Bruder et al. 2015, S. 42)

Ein GroRenverstdndnis in allen GroRenbereichen wird somit in einem kon-
tinuierlichen Prozess liber mehrere Schuljahre hinweg — unter Beriicksichti-
gung der jeweiligen alterstypischen Vorkenntnisse - entwickelt und vollstan-
dig ausgebildet (Grund 1992, S. 43; Franke & Ruwisch 2010, S. 183).
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2.3 Aufbau eines GroBenverstandnisses:
Vergleichen, Messen und Schatzen

Wie kann im Unterricht nun ein Gré8enverstidndnis aufgebaut werden? Wel-
che Aktivitdten sind zentral? Wesentlich sind drei Tatigkeiten: das Verglei-
chen, das Messen und das Schétzen (Heid 2018, S.18; KMK 2022, S.11; Ru-
wisch 2014b), wobei Handlungserfahrungen zum Vergleichen und Messen
die Grundlage fiir das Schéitzen bilden. Das folgende Modell (Abb. 2.1) stellt
in Anlehnung an Ruwisch (2014b) die Beziehungen dieser drei Kerntétigkei-
ten untereinander sowie enthaltene Teilaspekte dar. Die Pfeile verweisen
dabei auf vorhandene wechselseitige Beziehungen (<) bzw. Voraussetzun-
gen (1), die gestrichelten Linien visualisieren vorhandene flieBende Uber-
ginge zwischen den Tatigkeiten.

mentale Vergleiche

qualitatives SCHATZEN quantitatives SCHATZEN

@ <
e
23]
Q
= 3
v .
or —
g . 3]
g Stlitzpunktvorstellungen =
@ Stiitzpunktwissen -~ ®
2 <
= 2
= M :t}i dni: na
H— essverstindnis )
©  VERGLEICHEN MESSEN =
=
oy i
direktes Vergleichen = Wissen liber Messwerkzeuge ®
indirektes Vergleichen Inva;ianz «  Umgang mit Messwerkzeugen

Transitivitat - Wissen Uber Mafeinheiten
i Umgang mit GréRenangaben

konkrete \}ergleiche

Abb. 2.1: Kerntatigkeiten zum Aufbau eines Grolenverstandnisses
(in Anlehnung an Ruwisch 2014b, S. 47)

2.3.1 Konkrete Vergleiche

Betrachten wir zunichst die konkreten Vergleiche (untere Hilfte),
also den Vergleich konkret vorliegender Reprédsentanten (i. U.

zu mentalen Vergleichen). Konkrete Vergleiche kénnen sowohl
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2 Grundlagen und begriffliche Klarungen

bei Tdtigkeiten des Vergleichens als auch des Messens auftreten: So konnen
zwei Gegenstinde z.B. in Bezug auf ihre Linge qualitativ oder quantitativ
miteinander verglichen werden.

Qualitative Vergleiche kommen ohne Zahlen aus (Battista

2012): Gegenstand A ist langer/kiirzer als bzw. gleich lang wie
Gegenstand B. Qualitative Vergleiche konnen direkt oder indi-
rekt vorgenommen werden.

Beim direkten Vergleich werden zwei Gegenstinde in Hin-
blick auf den zugehorigen Groenbereich durch gleichzeitiges Wahrnehmen
der GroReneigenschaft - z. B. bei den Lingen durch das Nebeneinanderlegen
zweier Stdbe - miteinander verglichen. Verbale Beschreibungen greifen auf
Adjektive und ihre zugehorigen Komparative und Superlative zuriick (z.B.
lang, langer, am ldngsten, leicht, leichter, am leichtesten) (Ruwisch 2019a).
Inwieweit ein direkter Vergleich erfolgreich ist, hdngt einerseits von den zu
vergleichenden Objekten und andererseits vom ausgewidhlten GroRenbe-
reich ab. Wahrend der direkte Vergleich fiir die Gré8enbereiche Ldngen, Fld-
chen- und Rauminhalte in Form eines visuellen Vergleichs fiir die Objekte in
Abb. 2.2 (links) als erfolgsversprechend eingeschétzt werden kann, ist der di-
rekte Vergleich fiir die Objekte in Abb. 2.2 (rechts) deutlich schwieriger vor-
zunehmen.

Ry

Abb. 2.2: Reprasentanten visuell vergleichen
(in Anlehnung an Ruwisch 2019, Vortrag an der PH Freiburg)

Anregung zur Weiterarbeit

Suchen Sie nach Beispielen fiir direkte Vergleiche in den verschiedenen GréRenberei-
chen. In welchen Situationen ist der direkte Vergleich erfolgreich durchfihrbar, in wel-
chen Situationen fallt eine Entscheidung schwer?

Wie an den Beispielen in Abb. 2.2 deutlich wurde, ist ein direkter Vergleich
manchmal nur schwer méglich, da das erforderliche Zerlegen und Umstruk-
turieren hohe kognitive Anforderungen stellen. Manchmal ist ein direkter
Vergleich auch gar nicht méglich, ndmlich dann, wenn die Reprédsentanten
z.B. zu grof§ oder nicht beweglich sind. Dann kann nur ein indirekter Ver-
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gleich durchgefiihrt werden. Bei einem indirekten Vergleich wird ein Mittler
benotigt, der entweder die Linge eines der Repriasentanten hat und dann an
den anderen Reprisentanten angelegt wird (qualitativer Vergleich) oder bei-
de Repréasentanten werden mit einem kleineren Mittler ausgemessen (quan-
titativer Vergleich: Gegenstand A ist dreimal so lang wie Gegenstand B, oder
Gegenstand A ist zwei Zentimeter linger als Gegenstand B ...). Im letzteren
Fall spricht man von Messen als indirektem mittelbaren Vergleich (Schipper
2009, S. 232).

Das Messen kann als Herzstlick des Aufbaus eines Grof3en-
verstdndnisses bezeichnet werden und ist somit von besonde-

rer Bedeutung (Winter 1992, S. 16; Ruwisch 2019b). Die Basis zur
Ausbildung eines Messverstiandnisses bilden zahlreiche Erfah-

rungen der Schiilerinnen und Schiiler zum direkten und indi-
rekten Vergleichen von Représentanten einer Grofde (Nithrenborger 2002).
Beim Messen muss der Mittler, wenn er nicht genau in den Reprédsentanten
passt, systematisch (in kleinere Einheiten) untergliedert werden.

,Der Vorgang des Messens basiert demnach — und das ist der wesentliche Unter-
schied zur qualitativen Bestimmung [..] mittels [direktem, d. Verf.] Vergleichen — auf
der Idee des Vervielfaltigens, Zerlegens und Zahlens von konstant groRen linearen Ein-
heiten.” (Niihrenbérger 2002, S. 23)

Unabhingig davon, um welchen Grolienbereich es sich handelt, liegen dem
Prozess des Messens also drei ineinandergreifende Kernideen zugrunde,
deren Verinnerlichung fiir den Aufbau eines Messverstandnisses notwendig
ist (Nithrenborger 2002; Peter-Koop & Niithrenborger 2008; Ruwisch 2019b;
Schipper 2009):

1. Auswahl einer geeigneten Einheit

Bei jedem Messvorgang muss eine passende MalReinheit ausgewdhlt werden.
Diese Einheit ist sinnvollerweise kleiner als das zu messende Objekt. Ver-
schiedene Messwerkzeuge konnen hierbei miteinander verglichen werden,
um deren Unterschiede in Abhingigkeit zur Messsituation zu verstehen. Da-
durch wird das Wissen iiber Messwerkzeuge bei den Lernenden erweitert. Auch
Wissen iiber MafSeinheiten eines GroRenbereichs und iiber ihre Beziehungen
zueinander werden hierdurch aufgebaut.

2. Mehrfaches und sachgerechtes Verwenden dieser Einheit

Durch das mehrfache Anlegen der MaReinheit (Vervielfachen) und paralle-
les Mitzdhlen dieses wiederholten Anlegens wird der Messvorgang vollzogen.
Dabei muss darauf geachtet werden, dass er sachgerecht erfolgt: Dies impli-
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2 Grundlagen und begriffliche Klarungen

ziert ein liickenloses und liberlappungsfreies Anlegen. Wichtig zu beachten
ist, dass der Startpunkt beim Messen als Anfangspunkt kenntlich gemacht
werden muss. Beim Messen mit normierten Messwerkzeugen ist der Start-
punkt der Einfachheit halber in der Regel die Null auf der Skala, dies ist aber
kein Muss. So kann auch mit einem abgebrochenen Zollstock noch gemes-
sen werden. Es geht also um den sachgerechten Umgang mit Messwerkzeugen.

3. Zerlegen der Einheit in eine Untereinheit

Ist es nicht mdglich, das zu messende Objekt als natiirliche Maf3zahl der zu-
erst ausgewahlten Einheit zu erfassen, muss eine systematische Untergliede-
rung der MaReinheit erfolgen. In diesem Zusammenhang erwerben Kinder
einerseits Wissen iiber Mafseinheiten sowie Kompetenzen im Umgang mit Gro-
fenangaben (Verfeinern, Vergrobern, Darstellung in gemischter Schreibwei-
se und in Kommaschreibweise, Rechnen mit GroRenangaben). Das Zerlegen
in Untereinheiten findet sich - z.B. durch unterschiedlich lange Striche -
auch auf den Skalen von Messwerkzeugen wieder. Um Wissen iiber MaRein-
heiten und die Untergliederung in Untereinheiten verstandnisbasiert aufzu-
bauen, konnen im Unterricht normierte Messwerkzeuge selbst hergestellt
werden. Dies ist sinnvoll méglich zu Langen (Kap. 3), Rauminhalten (Kap. 5)
und Zeitspannen (Kap. 7). Die Untergliederung in Untereinheiten hat das
Ziel, die Messgenauigkeit zu erhShen. Gleichzeitig bleibt jedoch fiir jede Gro-
Renmessung - in Abhingigkeit der gewéhlten kleinsten Einheit - eine Res-
tungenauigkeit (Niihrenborger 2002, S. 28).

Fiir das Vergleichen und Messen ist aullerdem das Verstdndnis von Invari-
anz und Transitivitdt grundlegend. Bei der Anwendung der Transitivitdtsregel
gibt es Ubergangsstadien, in denen die Kinder die Transitivititsrelation intu-
itiv anwenden, jedoch noch nicht verbalisieren konnen (Ruwisch 2008). Das
Invarianzverstdndnis entwickelt sich bei Kindern fiir die einzelnen Gréf3en-
bereiche zeitlich unterschiedlich. AuRerdem zeigen sich Ubergangsstadien,
in denen das Erkennen der Invarianz noch nicht stabil erfolgt. Dariiber hi-
naus gibt es nach Piaget und Inhelder (1969) drei unterschiedliche Begriin-
dungslinien, liber die Kinder - abhingig von ihrem Verstindnisstand - ar-
gumentieren:

Beispiel fiir den Groflenbereich Rauminhalte: Ein mit Wasser gefiilltes Glas
wird in eine flache Schale geschiittet. Ist es immer noch die gleiche Menge
Wasser?

Identitdt des Materials: Es istimmer noch die gleiche Menge Wasser, es wur-

de kein Wasser hinzugefiigt oder weggeschiittet.

Reversibilitdt: Man kann den Schiittvorgang riickgdngig machen, das Was-

ser also wieder zurtick in das Glas schiitten, sodass die Wassermenge wie-

der genauso wie vorher aussieht.
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+  Kompensation: Veranderungen haben immer Auswirkungen auf mehr als
eine Dimension, sodass eine Verdnderung in einer Dimension mindestens
durch die Verdnderung in einer anderen Dimension ausgeglichen wird. Die
Fiillhohe in der flachen Schale ist zwar niedriger als im Glas, dafiir ist die
Schale aber breiter und tiefer.

Anregung zur Weiterarbeit
Uberlegen Sie: Wie sehen die entsprechenden Begriindungen fiir die anderen GréRenberei-
che aus?

Zum Aufbau eines umfassenden Messverstdndnisses sind also auf der Ebene
der konkreten Vergleiche folgende Aspekte von Bedeutung (Abb. 2.1):
+ direktes und indirektes Vergleichen,;
+ Invariang;
+ Transitivitit;
+ Kernideen des Messens verbunden mit
- Wissen iiber Messwerkzeuge,
- Umgang mit Messwerkzeugen,
- Wissen iiber Malleinheiten,
- Umgang mit GroRenangaben.

Das Ziel konkreter Vergleiche ist aber nicht nur der Aufbau eines

Messverstandnisses, sondern auch der Aufbau von Stiitzpunktwis-
sen und Stiitzpunktvorstellungen. Beides wird fiir das Durchfiihren
mentaler Vergleiche benoétigt. Stiitzpunkte stellen also das Binde-

glied zwischen den konkreten und den mentalen Vergleichen dar.

2.3.2 Mentale Vergleiche

Betrachten wir nun die mentalen Vergleiche (obere Hilfte), also

den Vergleich gedanklich vorgestellter Repridsentanten (i. U. zu
konkreten Vergleichen vorliegender Reprisentanten). Mentale
Vergleiche werden als Schitzen bezeichnet. Werden zwei Re-

priasentanten mental qualitativ miteinander verglichen, wird in
der Literatur von qualitativem Schétzen gesprochen. Wird ein Objekt mittels
eines anderen Objekts gedanklich ausgemessen, ist von quantitativem Schit-
zen die Rede (Weiher & Ruwisch 2018).

Schdtzen stellt eine grundlegende Alltagskompetenz dar (Ruwisch 2014a).
Es handelt sich um ,,das Ermitteln einer ungefdhren Gréflenangabe durch

19



2 Grundlagen und begriffliche Klarungen

gedankliches Vergleichen mit eingeprigten Reprasentanten als Stiitzpunk-
ten“ (Franke & Ruwisch 2010, S. 248). Schitzen zeichnet sich demnach da-
durch aus:

Es findet ein mentaler Vergleichs- oder Messprozess statt;

dieser Vergleichs- oder Messprozess greift auf Stiitzpunktvorstellungen zu-

riick.

Eine Schitzung ist somit nicht mit richtig oder falsch zu bewerten, sondern
mit angemessen oder brauchbar. Ob sie angemessen oder brauchbar ist,
hingt beispielsweise davon ab, wie vorgegangen wurde, auf welche Stiitz-
punkte zuriickgegriffen wurde und ob passende MaReinheiten gewéhlt wur-
den. Entscheidend ist das gedankliche In-Beziehung-Setzen mit passenden
Reprasentanten; dies unterscheidet das Schitzen vom Raten (Bonig 2001,
S. 43; Weiher & Ruwisch 2018).

Abhiéngig von der Schitzsituation kann das zu schétzende Objekt, das
Vergleichsobjekt, beide oder keines vorliegen (vgl. zu verschiedenen Schétz-
situationen Bonig 2001, S.45). Wenn beide Objekte ,vorliegen®, also die zu
schitzende sowie die VergleichsgroRe unmittelbar erfahren und damit wahr-
genommen werden konnen, ist das Schitzen einfacher, als wenn nur eines
der Objekte oder keines vorliegt. Der Vergleichs- oder Messvorgang muss
aber in jedem Fall mental vorgenommen werden, sonst sprechen wir nicht
von Schitzen, sondern von Vergleichen oder Messen. Im internationalen Ver-
gleich zeigen sich in Bezug auf die Sichtweise, was unter Schétzen verstan-
den wird, jedoch durchaus Unterschiede. So ist es beispielsweise im asiati-
schen Raum iiblich, auch das Messen mit korpereigenen Messwerkzeugen als
Schétzen einzuordnen, was nah an der bei uns iiblichen (alltdglichen) Ver-
wendung des Begriffs ,,(Ab-)Schitzen” ist (z. B. Hoth et al. 2020).

Beim Schitzen sind verschiedene Schétzstrategien beobachtbar (Weiher
& Ruwisch 2018; Heid 2018, S. 136 ff.). So greift das Schitzen insbesondere bei
den visuell wahrnehmbaren Gré3en hiufig auf ein Zerlegen und Zusammen-
setzen — ggf. mit einer Neuanordnung - zuriick. Alternativ findet ein soge-
nanntes Einschachteln statt: hierbei wird die zu schétzende Gréfle in einen
nach oben und unten abgegrenzten Grofenbereich eingeordnet (z.B.
»--- Wiegt zwischen 100 g und 500 g, weil es schwerer als eine Tafel Schokola-
de, aber leichter als eine Packung Nudeln ist.“). Daneben gibt es noch ein Vor-
gehen, das sich an einer globalen bzw. visuellen Auffassung einer oder mehrerer
Dimensionen orientiert (z.B. ,,..., weil es so grof3 ist.“). Hierbei findet nicht in
jedem Fall ein In-Beziehung-Setzen zu Stiitzpunkten statt, weswegen dieses
Vorgehen nicht unbedingt das enge Verstdndnis von Schitzen erfiillt.

Stiitzpunktvorstellungen bilden entsprechend dieser Begriffsbestimmung
die Basis fiir einen erfolgreichen Schétzvorgang. Stiitzpunktvorstellungen
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geht nach Reuter (2011) sogenanntes Stiitzpunktwissen voraus,

welches sich ausschlieflich auf theoretisches und auswendig
gelerntes Wissen bezieht (vgl. auch Heid 2018, S. 71). Darunter
fallt beispielsweise das Wissen, dass eine Zuckerpackung 1kg

wiegt bzw. dass eine handelsiibliche Zuckerpackung ein Repra-
sentant fiir die Grofle 1kg ist (Weiher & Ruwisch 2018, S.15). Ein solches
Wissen ist zwar notwendig, Frenzel und Grund (1991a) bezeichnen es aller-
dings als noch sehr formal und inhaltsleer, denn solches Wissen ist noch mit
keinem Vorstellungs,bild“{iber die (wahrnehmbare) GroReneigenschaft ver-
bunden (z. B. Wie schwer fiihlt es sich an?). Dies geschieht erst durch konkrete
Handlungserfahrungen, wodurch das theoretische Wissen mit der erfahrba-
ren Groeneigenschaft (z. B. bei Langen die visuell wahrgenommene Lan-
ge, bei Gewichten ein gefiihltes Gewicht) in Zusammenhang gebracht wird
(Reuter 2011). Vorstellungen entstehen also aus Sinneswahrnehmungen,
»wobei von der Art, von der Haufigkeit und insbesondere von der Bewulf3t-
heit der Wahrnehmung der einzelnen Objekte die Qualitdt der Vorstellun-
gen entscheidend geprigt wird“ (Grund 1992, S. 42). Bei Stiitzpunktvorstel-
lungen handelt es sich demnach um mental gespeicherte Repréasentanten,
bei denen das Stiitzpunktwissen durch die zusitzlich gespeicherte Gré3en-
eigenschaft - z.B. ein visuell gespeichertes Bild der Lange oder ein mental
gespeichertes gefiihltes Gewicht - erweitert wird (Reuter 2011, 2015; Weiher
& Ruwisch 2018).

Stilitzpunktvorstellungen lassen sich in unmittelbare und mittelbare Vor-
stellungen einteilen (Grund 1992, S. 42). Unter unmittelbaren Stiitzpunktvor-
stellungen werden solche verstanden, die sich aufgrund konkreter Erfahrun-
gen bilden lassen. Dies ist moglich fiir Grof3en, die sinnlich wahrnehmbar
sind. Zu kleine (z. B. 1ug) oder zu grolle Groflen (z.B. 1t) konnen nicht un-
mittelbar wahrgenommen werden. Daher spricht man in diesem Zusammen-
hang von mittelbaren Stiitzpunktvorstellungen. Grundlage fiir den Aufbau
mittelbarer Stiitzpunktvorstellungen sind tragfdhige Zahlvorstellungen sowie
Wissen iiber die Beziehungen zwischen Maf3einheiten.

Anregung zur Weiterarbeit

Fertigen Sie zu allen GroRenbereichen eine umfassende Tabelle mit mdglichen Stiitzpunkten
an. (vgl. z. B. Franke & Ruwisch 2010, S.236f.; Peter-Koop & Niihrenborger 2008, S. 107,
Schipper et al. 2017, S. 240, 255, 264, 280; Schipper et al. 2018, S. 284)

Bietet man den Schiilerinnen und Schiilern die Méglichkeit, vor dem Schit-
zen ausreichende Messerfahrungen zu sammeln, entwickeln diese zum ei-
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nen ein Messverstindnis. Zum anderen erhalten sie dadurch die Gelegenheit,

Reprisentanten kennenzulernen, von denen sie sich ausgewihlte als menta-

le Reprisentanten, sogenannte Stiitzpunktvorstellungen, einpriagen konnen,

um diese als mentale Vergleichsobjekte zum sinnvollen und realistischen

Schitzen einer GroRe heranzuziehen. Daher ist ein Unterricht unverzicht-

bar, in welchem grundlegende (Standard-)Reprisentanten hervorgehoben

und bei den Lernenden im Gedéchtnis verankert werden (Reuter 2015; Hinze

2012; Peter-Koop & Niihrenborger 2008). Dazu eignen sich vor allem Aufga-

ben, bei welchen die Schiilerinnen und Schiiler typische Reprisentanten zu

Standardeinheiten sammeln, z.B.: Finde Gegenstinde, die 1kg wiegen. Ein

Vorteil dieser Vorgehensweise ist, dass alle von den Lernenden gefundenen

Représentanten aus ihrer Erfahrungswelt stammen und durch diese subjek-

tive Bedeutsamkeit besonders einpriagsam sind.

Sind Stiitzpunktvorstellungen aufgebaut, folgen im Unterricht Aufgaben
zum Schétzen. Dabei werden sowohl grundstidndige als auch eingebettete
Schitzaufgaben eingesetzt (Franke & Ruwisch 2010, S. 251 ff.). Unter grund-
stdndigen Schitzaufgaben versteht man Aufgaben, bei denen Gréflen ge-
schitzt werden sollen, z.B.: Wie hoch ist das Klassenzimmer? Bei einge-
betteten Schitzaufgaben sind vorzunehmende Schétzungen Teil eines
komplexeren Problemléseprozesses. Sie stellen notwendige Zwischenergeb-
nisse dar, die rechnerisch weiterverarbeitet werden. Dies ist beispielsweise
der Fall bei der Bearbeitung von Fermi- oder sogenannten Kann-das-stim-
men-Aufgaben wie ,Das Toilettenpapier, das in deiner Schule im Jahr ver-
braucht wird, wiegt mehr als 1000 Kilogramm. Kann das stimmen?“ (Ruwisch
& Schaffrath 2009). Bei eingebetteten Schétzaufgaben ist ,,das Schétzen nicht
von aullen, sondern durch die Inhaltlichkeit der Situation motiviert” (Bonig
2001, S. 45). In Schulbiichern dominieren grundstdndige Schétzaufgaben oft
als ,Vorschritt zum Messen“ (Heid 2018, S. 31): Schitze zuerst, miss dann. Die-
se Aufgabenstellungen sind (nur) dann als problematisch einzuordnen, wenn
¢+ Kinder noch nicht iiber ausreichende Stiitzpunktvorstellungen auf der Ba-

sis von Vergleichs- und Messerfahrungen verfiigen, und in der Folge nicht

geschitzt, sondern geraten wird;

+ und wenn fiir die Kinder im Vordergrund steht, dass Schitz- und Mess-
ergebnis mdglichst wenig voneinander abweichen diirfen und die Schét-
zung in der Folge nur dann ,gut” ist, wenn sie moglichst nahe am Mess-
ergebnis liegt.

Sowohl grundstdndige als auch eingebettete Schitzaufgaben bediirfen also

einer fundierten Basis im Vergleichen und Messen sowie einer Thematisie-
rung des Sinns des Schétzens sowie des Unterschieds zum Raten.
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2.4 Zusammenfassung

Der Aufbau eines tragfiahigen Groflenverstindnisses kann gelingen, wenn
Kinder im Unterricht ausreichend und wiederholt Vergleichs-, Mess- und
Schitzerfahrungen sammeln kénnen. Diese drei Kerntdtigkeiten sind die
wesentliche Grundlage. Stiitzpunktwissen und Stiitzpunkvorstellungen sind
das Bindeglied, das den Ubergang von den konkreten zu den mentalen Ver-
gleichen, also vom Vergleichen und Messen zum Schitzen ermdoglicht. Ver-
gleichs- und Messerfahrungen zielen also auf den Aufbau von Stiitzpunktwis-
sen und Stiitzpunktvorstellungen und schaffen damit die Voraussetzungen
fiir angemessene bzw. brauchbare Schitzungen. Aktivititen zum Umwan-
deln bzw. Umrechnen von sowie zum Rechnen mit Gré8enangaben finden
insofern Berlicksichtigung, als sie in die Lernangebote zu den drei Kern-
tatigkeiten eingebunden sind. Sie werden im Rahmen der Module also nicht
separat thematisiert. Lernangebote zur Leitidee GrofSen und Messen im darge-
stellten Sinn sind materialintensiv, benotigen eine umfassende Vorbereitung
und eine entsprechende Unterrichtsorganisation. Deswegen ist es fiir Lehr-
krifte durchaus herausfordernd, Erfahrungen zum Vergleichen, Messen und
Schétzen im Unterricht spiralcurricular, also iiber die gesamte Grundschul-
zeit hinweg, zu ermoglichen. Durch dieses Buch wird (exemplarisch) darge-
stellt, wie dies dennoch gelingen kann.
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