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Einleitung

Die klassische Mechanik gilt fiir Kérper, deren Geschwin-
digkeit kleiner ist als die Lichtgeschwindigkeit. Bei Ge-
schwindigkeiten nahe der Lichtgeschwindigkeit muss die
klassische Mechanik durch die relativistische Mechanik von
Albert Einstein ersetzt werden.

In der Relativititstheorie ist die Lichtgeschwindigkeit in
allen Bezugssystemen gleich — sie ist eine Naturkonstante:

¢ =299.792.458 m/sec.

In bewegten Bezugssystemen ist der Lauf der Zeit anders
als in einem ruhenden System. Die Zeit ist ,,gedehnt® (Zeit-
dilatation).

In der Relativititstheorie sind Energie und Masse dqui-
valent. Fiir eine ruhende Masse gilt die Formel £ = mc?.
Die Transformationen der Raum-Zeit-Koordinaten zwi-
schen den verschiedenen Bezugssystemen sind durch die
Lorentz-Transformationen gegeben.

Hermann Minkowski zeigte 1908, dass in der Relativi-
titstheorie Raum und Zeit zur vierdimensionalen Raum-
Zeit vereinigt werden. Lorentz-Transformationen sind Dre-
hungen der vierdimensionalen Raum-Zeit. 1908 sagte
Minkowski auf einer Tagung der Gesellschaft Deutscher
H. Fritzsch, Quantenfeldtheorie — Wie man beschreibt, was die Welt im Innersten

zusammenhilt, DOI 10.1007/978-3-662-45246-2_1, © Springer-Verlag Berlin
Heidelberg 2015



2 Quantenfeldtheorie

Naturforscher und Arzte in Kéln einen Satz, der in die Ge-
schichte einging: ,Von Stund an sollen Raum fiir sich und
Zeit fiir sich vollig zu Schatten herabsinken, und nur noch
eine Union der beiden soll Selbstindigkeit bewahren.*

Die Elektrodynamik ist das Teilgebiet der Physik, das sich
mit elektrischen Ladungen und mit elektromagnetischen
Feldern beschiftigt. Die Theorie der klassischen Elektro-
dynamik wurde von James Clerk Maxwell in der Mitte
des 19. Jahrhunderts aufgestellt. Die Grundgleichungen
der Elektrodynamik werden als Maxwell’sche Gleichungen
bezeichnet.

Die Quantenphysik startete 1900 mit einer Arbeit von
Max Planck tiber die Quantelung der Energie bei elektro-
magnetischen Prozessen. Die Energie einer elektromagneti-
schen Welle ist gegeben durch das Produkt einer Konstan-
ten 4 und der Frequenz. Die Konstante 4 wird heute als
Planck’sche Konstante bezeichnet.

Albert Einstein schlug im Jahr 1905 eine Quantisierung
der Energie des Lichtes vor, um den fotoelektrischen Ef-
fekt zu erkldren. Licht besteht aus Teilchen, den Lichtquan-
ten oder Photonen. Die Energie eines Photons ist gegeben
durch das Produkt der Planck’schen Konstanten und der
Frequenz.

1911 erkannte Ernest Rutherford, dass die Atome aus
einem massiven Atomkern bestehen, der umgeben ist von
einer Wolke von Elektronen. Niels Bohr kombinierte dieses
Atommodell mit Einsteins Idee der Photonen. 1913 konn-
te er die Spektrallinien des Wasserstoffatoms mithilfe der
Quantenphysik erkliren.
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1924 veréftentlichte Louis de Broglie seine Theorie der
Materiewellen. Ein Teilchen, etwa ein Elektron, ist zugleich
auch eine Welle. Die Umlaufbahn des Elektrons um den
Atomkern wurde als stehende Materiewelle interpretiert.

Die moderne Quantenmechanik begann 1925 mit der
Formulierung der Matrizenmechanik durch Werner Hei-
senberg und Wolfgang Pauli. Wenige Monate spiter fand
Erwin Schrédinger die Wellenmechanik und die nach ihm
benannte Wellengleichung. Er interpretierte die Materie-
wellen von de Broglie als Wellenfunktionen der Teilchen.
Kurz darauf konnte Schrédinger nachweisen, dass sein An-
satz dquivalent zur Matrizenmechanik von Heisenberg und
Pauli ist.

1927 wurde von Niels Bohr und Werner Heisenberg die
Kopenhagener Interpretation der Quantenmechanik einge-
fihrt. Sie stiitzte sich auf den Vorschlag von Max Born, das
Quadrat der Wellenfunktion als Wahrscheinlichkeitsdichte
zu interpretieren.

1925 konstruierten Werner Heisenberg, Max Born und
Pascual Jordan die erste Quantenfeldtheorie. Sie betrach-
teten die Freiheitsgrade eines Feldes als harmonische Os-
zillatoren und benutzten die kanonische Quantisierung fiir
diese Oszillatoren. 1929 gelang es Heisenberg und Pauli, das
elektromagnetische Strahlungsfeld zu quantisieren. Daraus
entwickelte sich die Quantenelektrodynamik. Die elektro-
magnetischen Krifte werden durch den Austausch von Pho-
tonen erzeugt.

1928 vereinigte Paul Dirac die Quantenmechanik mit
der Speziellen Relativititstheorie. Hierzu fiihrte er eine neue
relativistische Wellengleichung ein, die Dirac-Gleichung.
In dieser Gleichung treten nur erste Ableitungen nach den
Raum-Zeit-Koordinaten auf.
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Dirac entdeckte, dass seine Gleichung nur konsistent
war, wenn es zum Elektron ein Antiteilchen gibt, das Po-
sitron. Dieses positiv geladene Teilchen wurde 1932 in der
kosmischen Strahlung gefunden.

1930 erkannte Wolfgang Pauli, dass der Energieerhal-
tungssatz und der Impulserhaltungssatz beim radioaktiven
Beta-Zerfall nur dann erfiillt sind, wenn bei der Umwand-
lung eines Neutrons in ein Proton und ein Elektron zusitz-
lich ein drittes, bis dahin unbekanntes Teilchen entsteht.
Da niemand zu diesem Zeitpunkt dieses Teilchen nachwei-
sen konnte, postulierte Pauli ein unbekanntes Teilchen. Der
italienische Physiker Enrico Fermi nannte das Teilchen spi-
ter ,kleines Neutron“: Neutrino. 1956 wurde das Neutrino
an einem Kernreaktor in den USA entdeckt.

Die Quantenelektrodynamik ist eine Eichtheorie. Die
Photonen sind Eichbosonen. Die Eichinvarianz der Elek-
trodynamik wurde 1918 von Hermann Weyl entdeckt. Die
Eichgruppe der Quantenelektrodynamik ist die Gruppe
U(1) der Phasentransformationen.

Ein Problem in der Quantenelektrodynamik waren auf-
tretende Divergenzen. Ein Elektron kann virtuelle Photo-
nen emittieren und wieder absorbieren. Wenn man diesen
Prozess berechnet, findet man ein divergentes Resultat — die
Masse und die Ladung des Elektrons sind unendlich.

Das Problem der Divergenzen wurde etwa um 1950
durch die Idee der Renormierung geldst (Julian Schwinger,
Richard Feynman, Freeman Dyson). Ein Elektron ohne
elektromagnetische Wechselwirkung besitzt eine ,nackte®
Masse und eine ,nackte” Ladung. Nach Einfithrung der
Wechselwirkung erhilt man unendlich grofle Werte fur die
Masse und Ladung. Die nackte Masse und die nackte La-
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dung werden als ,,minus unendlich“ angenommen, und die
Summen aus beiden Termen ergeben dann die gemessenen
Werte fiir die Masse und die Ladung. Man konnte zeigen,
dass damit alle Divergenzen absorbiert werden konnen.

In der Quantenelektrodynamik kann man alle Prozesse
sehr genau berechnen, z. B. das anomale magnetische Mo-
ment des Elektrons. Die Differenz zwischen dem gemesse-
nen und dem experimentellen Wert ist kleiner als 108!

1953 wurde von Wolfgang Pauli eine Eichtheorie entwi-
ckelt, bei der die Eichgruppe die Isospingruppe SU(2) war.
Pauli hat diese neue Theorie nicht publiziert, da er keine
Moglichkeit sah, eine Masse fiir die Eichbosonen einzufiih-
ren. Ein Jahr spiter wurde diese Theorie von Chen Ning
Yang und Robert Mills veroffentlicht. Beide arbeiteten am
Institute for Advanced Study in Princeton. Die Eichboso-
nen dieser Theorie hatten keine Masse.

In den Sechzigerjahren des 20. Jahrhunderts wurden die
Quantenelektrodynamik und die schwachen Wechselwir-
kungen zu einer Eichtheorie der elektroschwachen Wechsel-
wirkung vereinigt (Shelley Glashow, Abdus Salam, Steven
Weinberg). Die schwachen Krifte werden durch den Aus-
tausch von massiven schwachen Bosonen vermittelt.

Die Massen der schwachen Bosonen werden durch
eine spontane Symmetriebrechung erzeugt. Dieser ,Higgs-
Mechanismus“ wurde 1964 von Robert Brout, Francois
Englert, Gerald Guralnik, Carl Hagen, Peter Higgs und
Thomas Kibble eingefithrt. 1971 zeigten Gerard ¢Hooft
und Martinus Veltman, dass eine solche Eichtheorie renor-
mierbar ist, wenn die Massen der Eichbosonen durch den
Higgs-Mechanismus erzeugt werden.
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Es gibt kein einfaches Gesetz fiir die Krifte in den Atom-
kernen. Die Atomkerne bestehen aus den Nukleonen. Diese
sind ebenfalls zusammengesetzte Systeme — die Bausteine
der Nukleonen sind die Quarks. Ein Nukleon besteht aus
drei Quarks. Zwei verschiedene Quarks sind notwendig fiir
die Beschreibung der Nukleonen und der Atomkerne, die
u-Quarks und die d-Quarks.

Die Krifte zwischen den Quarks werden durch die Theo-
rie der Quanten-Chromodynamik (QCD) beschrieben,
aufgestellt 1972 von Harald Fritzsch und Murray Gell-
Mann. Sie werden durch den Austausch von masselosen
Kraftteilchen, den ,,Gluonen®, erzeugt. Sowohl die Quarks
als auch die Gluonen existieren nicht als freie Teilchen —
sie sind permanent in den Nukleonen gebunden. Man
kann die Quarks indirekt in den Atomkernen beobachten,
durch die Streuung von Elektronen oder Myonen an den
Atomkernen. Heute wissen wir, dass die QCD die korrekte
Theorie der starken Wechselwirkungen und der Kernkrifte
ist.

Die heutige Standardtheorie der Elementarteilchen ist
die Vereinigung der Eichtheorie der elektroschwachen
Wechselwirkung und der Quanten-Chromodynamik. Die
fundamentalen Wechselwirkungen in der Natur mit Aus-
nahme der Gravitation werden durch Eichtheorien be-
schrieben.

In unserem Universum gibt es sechs Quarks — die ,,up“-
Quarks u, ,down“-Quarks d, ,strange“-Quarks s, ,,charm®-
Quarks ¢, ,bottom“-Quarks b und die ,,top“-Quarks t. Die
stabile Materie besteht nur aus den u-Quarks und den d-
Quarks. Die anderen vier Quarks sind Bausteine von insta-
bilen Hadronen.
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Neben dem Elektron gibt es noch zwei weitere elektrisch
geladene Teilchen, das Myon und das Tauon, und drei neu-
trale Teilchen, die drei Neutrinos. Diese sechs Teilchen be-
zeichnet man als Leptonen.

Jeweils zwei Quarks und zwei Leptonen bilden eine
Lepton-Quark-Familie. Das Elektron, sein Neutrino, das
u-Quark und das d-Quark bilden die erste Familie. Das
Myon, sein Neutrino, das s-Quark und das c-Quark sind
die Bausteine der zweiten Familie. Die dritte Familie be-
steht aus dem Tauon, seinem Neutrino, dem b-Quark und
dem t-Quark.

Bis heute ist unklar, warum die Leptonen und Quarks
eine Masse besitzen und warum die Massen so unterschied-
lich sind. Die Masse des Elektrons ist nur etwa 0,5 MeV, die
Masse des t-Quarks ist etwa 174.000 MeV.

Esist unklar, ob die Standardtheorie eine exakte Beschrei-
bung der Teilchen und ihrer Wechselwirkungen darstellt
oder nur eine gute Niherung ist. Mithilfe des Large Ha-
dron Colliders (LHC) am CERN bei Genf versucht man
seit 2012, die Physik jenseits des Standardmodells zu er-
kunden.

Viele Physiker nehmen an, dass bei sehr hohen Energien
die elektroschwache Theorie und die Quanten-Chromody-
namik zu einer Eichtheorie vereinigt werden — , grofle Ver-
einigung” genannt. Eine interessante Moglichkeit ist die
Eichtheorie mit der Eichgruppe SO(10), vorgeschlagen
von Harald Fritzsch und Peter Minkowski (s. Kap. 16).

In einer vereinigten Theorie erscheinen die Leptonen und
die Quarks zusammen in Darstellungen der Eichgruppe.
Deshalb ist das Proton nicht stabil, sondern kann in ein Po-
sitron und Photonen zerfallen. Ein moglicher Zerfall ist:
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Proton — Positron + neutrales Pion.

Man sucht nach solchen Zerfillen mithilfe grofler un-
terirdischer Detektoren, etwa durch den Detektor , Kamio-
kande® in Japan. Die heutige Grenze der Lebensdauer eines
Protons liegt bei etwa 10 Jahren.

Es konnte sein, dass die Leptonen und Quarks nicht
punktférmig sind, sondern kleine eindimensionale Objek-
te, die man als strings bezeichnet. Die Vereinigung aller
Wechselwirkungen, eingeschlossen die Gravitation, konnte
im Rahmen einer Stringtheorie gelingen.



Mechanik

2.1 Klassische Mechanik

Die klassische Mechanik beschreibt das dynamische Verhal-
ten von festen Kérpern. Im Allgemeinen wirken auf einen
Korper Krifte, sodass sich seine Geschwindigkeit stindig
indert. Die Anderung der Geschwindigkeit, also die Be-
schleunigung, ist bestimmt durch die Kraft. Fiir einen Mas-
sepunkt gilt das Newton’sche Bewegungsgesetz:

i B

Hier ist ' die herrschende Kraft und ¢ die Koordinate des
Korpers. Beide GrofSen sind Vektoren im dreidimensiona-
len Raum. Die Kraft ist proportional der Beschleunigung,
der zweifachen Ableitung der Koordinate nach der Zeit.

Die Bewegung eines Massenpunkts oder eines ausge-
dehnten starren Korpers ist bestimmt durch das Prinzip
der kleinsten Wirkung. Aus diesem Prinzip leitet man die
Bewegungsgleichungen ab.

H. Fritzsch, Quantenfeldtheorie — Wie man beschreibt, was die Welt im Innersten
zusammenhilt, DOI 10.1007/978-3-662-45246-2_2, © Springer-Verlag Berlin
Heidelberg 2015
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Betrachten wir als einfachstes Beispiel einen Massen-
punkt, der sich zu der Zeit # am Punkt ¢ befindet, und
zur spiteren Zeit 7 am Punkt Q. Die Lagrange-Funktion
des Korpers ist gegeben durch die Differenz der kinetischen
Energie 7" und der potenziellen Energie U, die ihrerseits
von den verallgemeinerten Koordinaten und den verallge-
meinerten Geschwindigkeiten abhingen:

L=T(q.q9 —Ulg. 9.

Oftmals betrachtet man auch die Gesamtenergie des Sys-
tems, die sogenannte Hamilton-Funktion, gegeben durch
die Summe der kinetischen Energie 7" und der potenziellen
Energie U:

H=1(g.9) +Ulg.9.

Die Wirkung § ist gegeben durch das Zeitintegral der
Lagrange-Funktion:

T

S:/Ldt.

t

Man betrachte das Wirkungsintegral aller méglichen
Bahnkurven des Kérpers. Die in der Natur realisierte Bahn-
kurve ist die Kurve, bei der die Wirkung ein Extremum ist,
meistens ein Minimum, manchmal auch ein Maximum.
Dann dndert sich die Wirkung nicht, wenn die Bahnkurve
etwas variiert wird:

q=q+dq
q=q+3q
5 = 0.
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Die Anderung der Wirkung ist gegeben durch das fol-
gende Integral:

t.

2
J oL
88 = Sq+ —8
/dt(aq 7t g q)

n

Der zweite Term kann umgeformt werden:

n 7]
oL oL 0 dL
] ] — ]
[dt(aq q) [34 q} /dt( qa;aq)
1 A

Am Anfang und am Ende verschwindet die Variation der
Koordinaten. Daraus folgt:

7]
ddL 0L
dt [ ——— 8g=0.
[ o arafaq) !

7

Da die Variation beliebig ist, erhilt man die Lagrange-

Gleichung:
dodL oL

drdg g’
Wird das System durch mehrere unabhingige Koordina-
ten beschrieben, gilt eine solche Gleichung fiir jede Koordi-

nate:
d L oL
dz 3ql N 3ql
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Die Energie eines Systems ist gegeben durch L und die
Ableitungen von L:

0L
E = —q;— L.
2.5
Wir betrachten zwei Beispiele:

Freier Massenpunkt
L=2@)
Bewegungsgleichung:
mq = 0.
Die Losung ist eine geradlinig-gleichformige Bewegung.

Eindimensionaler harmonischer Oszillator

Lagrange-Funktion und Hamilton-Funktion des Oszilla-
tors:

m 1
L=—()?%— -k*
2(q) %

2
1
H=P—+ /eqz.

2m 2
Bewegungsgleichung:
j=-0wq
k
w=4/—
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Die Lésung dieser Differenzialgleichung ist eine Sinus-
funktion:

q(t) = a sin(wr + @) .

Die Amplitude 2 und die Phase hingen von den Anfangs-
bedingungen ab.

Physikalische Systeme dndern sich nicht bei speziellen
Anderungen des Koordinatensystems, etwa bei Rotationen
oder beim Ubergang zu einem bewegten System, das sich
gleichférmig zum Ausgangssystem bewegt. Diese Transfor-
mationen werden als , Galilei-Transformationen® bezeich-
net.

Als Beispiel betrachten wir zwei verschiedene Koordina-
tensysteme K und K’. Das System K ist durch die kartesi-
schen Koordinaten (x, y, 2) beschrieben. Das neue System
K’ erhilt man durch eine Drehung des Systems K um ei-
ne beliebige Drehachse, beschrieben durch eine orthogonale
Matrix R:

AVERRAVARNATE X

~

=71 72 3 y
731 732 733 Z

Nl R

Als zweites Beispiel betrachten wir den Ubergang von ei-
nem ruhenden Koordinatensystem K zu einem bewegten
System K, das sich in Richtung der x-Koordinate bewegt.
Zu der Zeit ¢ = 0 sollen die Nullpunkte beider Systeme iden-
tisch sein. Zur Zeit # erhilt man:

X =x—uvt
/_
y =)

/
z = Z.
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2.2 Relativistische Mechanik

In der Relativititstheorie ist die Lichtgeschwindigkeit ei-
ne konstante Geschwindigkeit: ¢ =299.792.458 m/sec. Die
Geschwindigkeit eines massiven Korpers ist stets geringer
als die Lichtgeschwindigkeit.

Die Transformation von einem Bezugssystem zu einem
dazu gleichformig bewegten Bezugssystem ist eine Lorentz-
Transformation, also eine Transformation der vierdimensio-
nalen Raum-Zeit. In der klassischen Mechanik gibt es eine
Zeit ¢ und die drei Dimensionen des Raumes x, y und z.

Die Raum-Zeit hat vier Dimensionen. Ein Vierervektor
in der vierdimensionalen Raum-Zeit ist gegeben durch die
Zeit und die drei Koordinaten des Raumes:

(ct,x,9,2).

Einen Punkt in der Raum-Zeit nennt man ein Ereignis —
es findet am Raumpunkt (x, y, 2) zu der Zeit ¢ statt.

Die Bewegung eines Massenpunktes wird in der Raum-
Zeit durch eine Weltlinie beschrieben, also eine kontinuier-
liche Folge von Ereignissen. Die Weltlinie eines ruhenden
Korpers ist eine Gerade, die Weltlinie eines beschleunigten
Korpers eine gekriimmte Kurve. Die Weltlinie eines mas-
selosen Teilchens ist auf dem Lichtkegel lokalisiert — ein
masseloses Teilchen, etwa ein Photon, bewegt sich stets mit
Lichtgeschwindigkeit (s. Abb. 2.1).

Die Raum-Zeit ist keine Verallgemeinerung des dreidi-
mensionalen Raumes auf vier Dimensionen. Im normalen
dreidimensionalen Raum ist das Quadrat des Abstandes
zwischen dem Punkt (X, ¥, Z) und dem Punkt (x, y, 2)
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Zeit “

WA
q";

Raum

Abb. 2.1 Zweidimensionale Raum-Zeit. Der Lichtkegel ist durch
zwei Linien beschrieben. Eingezeichnet sind die Weltlinie eines
massiven Teilchens, das sich gleichférmig bewegt, und zwei Ereig-
nisse. Das eine Ereignis ist raumartig zum Ursprung, das andere
Ereignis ist zeitartig

durch die Summe der Quadrate der Koordinatendifferenzen
gegeben:

P=X-x)2+(Y—y)) +Z-2".
Bei einer Drehung des Raumes bleibt dieser Abstand

invariant. Die Metrik des dreidimensionalen Raumes ist
durch den metrischen Tensor gegeben:

Zik =

S O

0
0
1

0
1
0
dI* = gpdx'dy’ = dx* + dy* + dz”.



16 Quantenfeldtheorie

In der Raum-Zeit wird ein Ereignis durch einen Vierer-
vektor der Raum-Zeit-Koordinaten beschrieben:

xt = (ct,x,9, 2).

Man betrachte ein Lichtsignal, das zum Zeitpunkt 7=0
vom Nullpunkt des Raumes emittiert wird. Zu einem spi-
teren Zeitpunke ist die kugelsymmetrische Wellenfront des
Lichtes gegeben durch die Gleichung:

AP = +}/2 + 22

=>62t2—x2—)/2—z220.

Diese Gleichung muss auch in einem anderen Bezugssys-
tem mit den Raum-Zeit-Koordinaten (¢#, x'. y/, 2) gelten:

22 2 —)/2 — 72 —=0.

Daraus folgt:

2 2 2

PR PP = 2
Eine Lorentz-Transformation beschreibt den Ubergang
zwischen den Bezugssystemen. Sie ist gegeben durch eine

pseudo-orthogonale 4 x 4-Matrix:

ct loo 101 102 103 ct
x _ ho hi hy hs X
VI bk bt by bally
4 Lo by b b3) \z



2 Mechanik 17

Eine Lorentz-Transformation kann man als eine ,Dre-
hung® in der vierdimensionalen Raum-Zeit interpretieren.

Das Quadrat des Abstandes zwischen dem Ereignis (7',
X, Y, Z) und dem Ereignis (¢, x, y, 2) ist folgendes:

= (cz(T—t)2 — (X —x)* — (Y—y)z — (Z—z)z)
ds* = 2de* — dx* — dy* — d2*.
Die Lichtgeschwindigkeit ¢ spielt also eine fundamenta-
le Rolle fiir die Struktur der Raum-Zeit. Der relativistische

Abstand zwischen zwei Ereignissen dndert sich bei Lorentz-
Transformationen nicht:

ds* = ¢ di* — dw* — dy* — d2?
— €2 dl'/z _dx/Z _d)//z _dz/Z — CLS‘/Z.

Die Gleichung fiir den relativistischen Abstand schreibt
man mitunter auch mithilfe des metrischen Tensors:

ds* = g dw'* dx”.

Der metrische Tensor ist gegeben durch eine diagonale
Matrix:

1 0 0 0
o -1 0 o
=10 0 -1 0
0 0 0 -1

Der Abstand zwischen zwei Ereignissen kann sowohl po-
sitiv als auch negativ sein. Ein positiver Abstand heifSt zeit-
artig, ein negativer Abstand ist raumartig.



