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Prolog

Sciencefiction und Verstehen

Ohne Vorkenntnisse vorauszusetzen, mochte ich ein paar zum

Teil ungewohnte Thesen aufstellen:

e Erkenntnis ist nicht begrenzt — und dennoch hat sie Schran-
ken.

e Mathematik ist ein Seencefiction-Spiel mit virtuellen Realitdten.

e Unsinniges, Paradoxes und Unmoégliches zu denken ist alltdg-
lich.

e Verstehen ist ein Wunschtraum — oder nichts weiter als Ge-
wohnung,

In diesem Buch werde ich versuchen, diese (zum Teil streitbaren)
Aussagen unter einen Hut zu bringen.

Wir sind erkennende Wesen: eines der grof3iten Wunder des
Universums und unseres Daseins. Diese Erkenntnis vermag uns
in Staunen zu versetzen.

Alle finf Jahre verdoppelt sich das Volumen unseres Wis-
sens. Es gleicht einem riesigen Bergwerk mit immer tiefer, feiner
und medusenihnlich sich ausbreitenden Schichten. Einerseits
haben Erkenntnisse und GesetzmaBigkeiten nur innerhalb be-
stimmter Rahmenbedingungen Giiltigkeit, andererseits stellen
die Schachtwinde selbst Begrenzungen dar. Die meisten Winde
sind provisorischer Natur, die irgendwann durch neue Erkennt-
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nisse eingerissen werden. Andere dagegen sind tragende Mauern
und gleichermallen grundlegende Schranken, die dem Erkennt-
nisgebdude erst einen festen Halt geben oder welche, au3erhalb
derer die bekannten GesetzmaBigkeiten ungiltig sind. Auf die-
se grundlegenden Begrenzungen werden wir unser Augenmerk
ebenfalls richten.

Als Modell fiir ein beliebiges Wissensfeld eignen sich einfa-
che mathematische Gedankenbeispiele ausgezeichnet. (Sind Sie
humorvoll und meinen, Mathematik sei trocken und humorlos?
Dann versuchen Sie sich vorzustellen, jede mathematische Aus-
sage sei ein Witz und ihr Beweis die Pointe!) Das sollte jedoch
kein Hinderungsgrund sein, gelegentlich auch einen Blick tber
den mathematischen Zaun zu riskieren.

Die Wissenschaft dullert stindig Vermutungen, die sich im
Nachhinein nicht selten als falsch herausstellen. Unmaogliches zu
denken ist alltiglich. Nehmen Sie den einfachen Satz: »Der jet-
zige Koénig von Bayern spielt hervorragend Saxophon.« Aus der
Tatsache, dass dieser Satz Sinn hat, folgt nicht, dass es ein Wesen
gibt, fiir das er gilt.

Ein kniffligeres Beispiel: ein Barbier, der all jene rasiert, die
sich nicht selbst rasieren — sofern sie keinen Bart haben. Dies ist
ja gerade die Aufgabe eines Barbiers. Dann muss es wohl eine
Antwort geben auf die einfache Frage: Rasiert sich der Barbier
selbst? Falls die Antwort ja lautet (er rasiert sich selbst), ist nur
die Schlussfolgerung méglich, dass er sich nicht rasiert (denn er
rasiert ja nur die, die sich nicht selbst rasieren). Und falls wir die
Frage verneinen (er rasiert sich nicht selbst), folgt zwingend, dass
er sich rasiert (da er ja all jene rasiert, die sich nicht selbst rasie-
ren). Hine Unmdglichkeit in der Gestalt einer Paradoxie, die den
Namen »Russell’sche Antinomie« tragt.!

! Bertrand Russell (1872 bis 1970), britischer Logiker und Philosoph. Hier han-
delt es sich um eine Illustration der Russell’schen Antinomie aus der (naiven)
Mengenlebre, wenn die »Menge aller Mengen« gebildet wird. Auf die Frage, ob
diese »Menge aller Mengen« sich selbst enthilt oder nicht, gelangt man unab-
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Die Vorstellung, es gebe einen allmichtigen Gott, ist weit ver-
breitet. Im Rahmen der Alltagslogik kann dieser Gott jedoch
nicht allmichtig sein: Er ist zum Beispiel nicht imstande, einen
Stein zu erschaffen, den er nicht zu heben vermag. (Das einzige
»Weseng, das bei angenommener Giltigkeit der Logik zwei sich
widersprechende Eigenschaften besitzen kann, ist, mathematisch
gesprochen, die so genannte lere Menge — die Menge, die kein
Element enthilt; deren Existenz ist gesichert und eindeutig; zu-
dem hat die leere Menge eine wahrhaft géttliche Eigenschaft: sie
ist namlich Teilmenge einer jeden Menge.)

Es sei dahingestellt, ob die Vorstellung eines omnipotenten
Gottes paradox ist — oder die Anwendung unserer Logik auf
eine solche Vorstellung absurd. Verschiedene Erkenntnisweisen,
wissenschaftliche und religiése zum Beispiel, setzen verschiede-
ne Regeln voraus, die dann zu verschiedenen, oft einander wi-
dersprechenden »Wahrheiten« fihren. Niemand vermag jedoch
schlissig zu sagen, welche Regeln allgemeingiiltiger sind — und
in welchem Sinne. Zweifellos ist dies auch eine soziokulturelle
Frage.

Paradoxes mischt sich auch unter Nutzen und Sinn im tigli-
chen Leben. So lautet das klassische »Paradoxon von Marschak«
in seiner Kurzform: »Leben ist schon, sterben ist nicht schon,
aber das riskante Bergsteigen ist schoner als blof3 leben.« Wie
dem auch sei: Paradoxien und Absurdititen sind untrennbar mit
dem menschlichen Geist verbunden — auch innerhalb einer be-
stimmten Erkenntnisweise mit ihren ganz spezifischen Regeln.

Vermeiden wir die Paradoxien, und lassen wir die letzten Ritsel
letzte Ritsel sein. Schon viel bescheidenere Betrachtungen haben
ihre Ttcken. Bei unseren Ausfliigen und Spielpartien werden wir

hingig von der Antwort zu einem Widerspruch. Um solche Formulierungen
und die aus ihnen ableitbaren Widerspriiche zu vermeiden, hat man die zugrun-
de liegenden Begriffe und Operationen in einem System strenger Definitionen
(»Axiomensystemc) prizisiert.
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es mit verschiedenen Arten von Unmdglichem und Unvorstell-
barem zu tun haben.

Da ist zum Beispiel die Behauptung, dass es unendlich viele
Primzahlen gibt — obwohl wir nur endlich viele kennen (kénnen),
weil es keinen einfachen, reinen »Primzahlgenerator« gibt. Worin
besteht eigentlich die Faszination der verschiedenen Vermutun-
gen aus der elementaren Zahlentheorie? Welche Horizonterwei-
terung bedeutet fiir uns der Beweis des »Letzten Fermat’schen
Satzes«? Was ist der #efere Grund dafiir, dass sich manche Glei-
chungen auflésen lassen, andere nicht? Oder dass bestimmte
Prozesse, wie das Tropfen eines Wasserhahns oder das Torkeln
eines Himmelstrabanten, prinzipiell nicht berechenbar sind?

Wenn sich Mathematiker mit Zufall, Chaos und Gliick befas-
sen und die Frage nach der Vorhersagbarkeit stellen, diirfen wir
uns auf ungewohnte Antworten gefasst machen. Das gilt in noch
stirkerem MaBle fiir Modebegriffe wie »kinstliche Intelligenz«
und »kiinstliches Leben«: Wie kommt es, dass die Erkenntnisse
des bertihmten John von Neumann iber selbst reproduzierende
Automaten an relevante Eigenschaften des Lebens erinnern?

Zahllose Dinge und Bezichungen, die unvorstellbar sind und
dennoch existieren, bevolkern unseren Geist. Wie zeigen Ma-
thematiker, dass es nicht mehr Briiche insgesamt (das heif3t auf
der unendlichen Zahlengeraden) gibt als in dem kleinen Intervall
zwischen 0 und 1? Daran kann man sich notfalls noch gewdh-
nen — wie auch an den »n-dimensionalen reellen Zahlenraum.
Ginzlich unvorstellbar sind aber wnendlich viele verschiedene Stufen
des Unendlichen. Was fur ein Ideenhimmel! Spitestens hier wiirden
Asterix und Obelix sagen: Die spinnen, die Mathematiker.

Fir die rezne Mathematik scheint die Gberspitzte Charakteri-
sierung von Bertrand Russell zuzutreffen: »Mathematik ist die
Wissenschaft, bei der man nicht weil3, wovon man redet, noch
ob das, was man sagt, den Tatsachen entspricht.« Mathematik,
eine kafkaeske Welt?
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Fur viele Zeitgenossen ist die Mathematik ohnehin ein Irren-
haus, und in die Abteilung fiir unheilbare Fille wiirden sie sicher
die »Topologen« einweisen. Dabei ist die Topologie eine hdchst
vergnigliche Gummigeometrie — und hat mit der Gummizelle gar
nichts zu tun; sie ist nur etwas ungewohnt. Warum ist ein be-
liebig deformierbares Gummibérchen einer Kugel gleich? Kno-
ten, Ringsysteme, Oktopusse, Sphiren mit Henkeln, Tori mit
Léchern, Klumpen vom Geschlecht 17, Mannigfaltigkeiten, das
berithmte M6bius’sche Band, das Einfiarben von Landkarten und
der Scheitel einer Igelfrisur sind einige Studienobjekte der Topo-
logie. Als Studenten ersannen wir ein paar witzige Definitionen
fir diesen exotisch anmutenden Zweig der Mathematik, zum
Beispiel: Die Topologie ist die Wissenschaft, in der eine Kaffee-
tasse und eine Kloschiissel dquivalent sind.

Zum Unvorstellbaren gehort auch das a priori Unerklirliche.
Nehmen wir das Schachspiel: Wie kénnen Mathematiker argu-
mentieren, dass es eine optimale Strategie gibt, obwohl sie diese
mit einer an Sicherheit grenzenden Wahrscheinlichkeit niemals
finden werden? Wie kénnen sie andererseits ausgerechnet die gp-
timale Losung eines kombinatorischen Problems konkret auffin-
den, obwohl es vollig ausgeschlossen ist, die astronomisch hohe
Anzahl guldssiger Losungen jemals durchmustern zu kénnen? Von
kombinatorischen Planungs- und Zuordnungsaufgaben wie dem
Rundreiseproblem ist hier die Rede, das sich kaum vom Problem
der Gestaltung eines optimalen Liniennetzes fiir eine Fluggesell-
schaft unterscheidet — oder eines Telefonnetzes, das tdglich Mil-
lionen von Anrufen bewetkstelligen muss.

Auch zwischenmenschliche Bezichungen sind der Mathe-
matik nicht fremd. Das bertihmte Gefangenendilemma ist der
Ausgangspunkt eines wichtigen Teils der Spieltheorie und des
Begriffs der Kooperation — das Komplement zum Wettbewerb
in Gestalt des egoistischen Einzelkimpfertums.

Daneben gibt es auch Wahrheiten, die mathematisch weder
bewiesen noch widerlegt werden kénnen — auch in aller Zukunft



XIvV Abenteuer Mathematik

nicht (Gédels Unvollstindigkeitssatz). Und prinzipielle logische
Beschrinkungen, die unseren demokratischen Handlungsinten-
tionen einen Riegel vorschieben (Arrows Unmdglichkeitssatz).
Wie kénnen wir zwischen Méglichem und Unméglichem, zwi-
schen Sein und Nichtsein von Fiktionen unterscheiden? Wie vor
allem konnen wir das Existente, aber Unvorstellbare in unsere
Erkenntnis integrieren? Und, last but not least, welche Folgen
ergeben sich daraus fiir unsere philosophische Selbstreflexion?

Das Spiel und seine Elemente

Nehmen wir mal an, wir spielten ein Spiel, Scrabble zum Beispiel,
bei dem es darauf ankommt, gewiirfelte Anfangsbuchstaben zu
Wortern mit Bedeutung zu erginzen. Dieses Spiel wandeln wir
nun etwas ab: Statt Anfangsbuchstaben nehmen wir gedachte,
durch minimale Eigenschaften festgelegte — wir sagen auch:
»wohldefinierte« — Objekte und versuchen mit Hilfe von Gedan-
kenexperimenten, Bezichungen zwischen diesen Objekten zu er-
raten — und zu beweisen. Diesen Beziehungen oder Relationen
sollen — wie den Wortern beim Scrabble — bestimmte Bedeutun-
gen zukommen. Sinn und Zweck dieses Spiels bestehen darin,
mehr Gber die gedachten Objekte zu erfahren: iber ihre Beschaf-
fenbeit, ihre innere Struktur, ihre Begiehungen zu anderen Objekten,
ja zuerst sogar uber ihre Existens,

Unser modifiziertes Scrabble-Spiel stellt bereits ein Modell
dar, wie Mathematik betrieben wird. Es gibt offenbar unendlich
viele Objekte, die denkbar sind — eine Vorstellung, die an sich
schon unmdglich erscheint. Sie kénnen sich eine noch so grofie
Anzahl gedachter, wohldefinierter Objekte vorstellen — es gibt
immer noch eine grofiere. Allein die Anzahl méglicher Zugfol-
gen im Schachspiel ist viele Milliarden Milliarden milliardenmal
groBer als die Anzahl der Elementarteilchen im Universum. Ma-
thematik gleicht einem unendlichen Spiel.



Prolog XV

Mathematisches Denken wurzelt zweifellos in der konkreten
Wirklichkeit, wenn auch die Genealogie manchmal schwer zu er-
kennen ist. John von Neumann, von dem noch ausfiihtlich die
Rede sein wird, driickt dies so aus*

»lch halte es flr eine relativ gute Anndherung an die Waht-
heit — die viel zu kompliziert ist, um etwas anderes als Nahe-
rungen zu etlauben —, dass die mathematischen Ideen ihren
Ursprung in der Empirie haben ... Hat man sie aber einmal
gewonnen, beginnt die Sache ein eigenes Leben zu fithren
und wird cher als kreativ betrachtet, ganz von dsthetischen
Motivationen beherrscht, als ... mit einer empirischen Wis-
senschaft verglichen.«

Mathematik beschiftigt sich mit nach gewissen Regeln erdachten
Objekten, mit Fiktionen also, und sie ist damit wohl die altes-
te Sciencefiction der Menschheit, das ilteste Spiel mit vorwiegend
virtuellen, in unseren Kopfen existierenden Realitdten.” James
Maxwell, der Schopfer der Grundgleichungen des elektromagne-
tischen Feldes, meinte, »wit konnen die tiefsten Lehren der Wis-
senschaft in Spielen versinnbildlicht finden«. Und der bekannte
Essay »Homo Ludens« des niederlindischen Kulturhistorikers
Johan Huizinga fithrt aus, wie tief die menschliche Kultur ganz
allgemein im Spiel verwurzelt ist.

Woraus bestehen nun die Elemente eines Spiels? Im Wesent-
lichen sind es seine Spie/regeln, dann der Spielranm, der mit Hand-
lungen und Strategien der Akteure belebt wird. Und zu jedem
Spiel gehéren auch ein Einsatz und eine Auszablung.

Zunichst zu den Spielregeln. In unserem Spiel sind sie logi-
scher, deduktiver Natur. Wie wir noch sehen werden, sind die

? John von Neumann, »The Mathematician«, Collected Works I, Oxford 1961.
? Was in unserer heutigen Computerkultur als virtuelle Realitit bezeichnet wird,
kann in mancherlei Hinsicht als eine Erweiterung des traditionellen Spiels mit
Fiktionen aufgefasst werden.
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Regeln nicht das eigentlich Wichtige. Sie bilden die Hygiene des
Spiels Mathematik, wie Grammatik und Syntax fir die Hygie-
ne der Sprache sorgen. Zu jedem Spiel gehort die Freiheit, sich
dafiir oder dagegen zu entscheiden. Wollen wir ein paar Partien
spielen, dann mussen wir uns allerdings seinen Regeln fiigen. (Es
sind die Regeln des Menschenverstandes, der Logik und des Be-
weisens, um die es im nichsten Kapitel gehen wird.)

Spielraume und Strategien

Die Regeln legen den Spielablauf nicht restlos fest, sondern las-
sen gewisse Moglichkeiten offen. Diese Unbestimmtheit ist der
Spielraum, der zum Wesen des Spiels gehort und es vor Erstar-
rung bewahrt. In unserem Spiel mit Fiktionen kommt kreativen
Gedanken eine grofle Bedeutung zu: Sie bewirken die Hand-
lungen und beleben den Spielraum. Nicht die Regeln sind das
cigentlich Wichtige, sondern die Spielrdume. Das gilt fir jedes
Spiel: beim Scrabble, in der Mathematik, in der Medizin, in Wirt-
schaft und Politik, im Leben. Definitionen und Gesetze sind
zwar notwendig, stecken aber nur die formalen Raumgrenzen ab,
in dem sich jeder frei bewegen darf, und diese Freiheit ist allein
beschrinkt durch die Kreativitit der Akteure. Wirtschaft und
Politik bieten ungeheure Spielrdume fiir Visionen, Konzepte, In-
novationen, Problemlésungen ... und deren Realisierung. Nur
bornierte Burokraten reduzieren den Spielraum auf die Regeln.

Gefragt nach dem Verbleib eines seiner Mitarbeiter, soll der
groe Mathematiker Carl Friedrich Gaul3 geantwortet haben:
»Der ist unter die Dichter gegangen, fir die Mathematik hatte er
wohl nicht genug Phantasie.«

Die Aktionen zur Belebung eines Spielraums fithren zum zen-
tralen Begriff der S#uaregie. Eine Strategie ist ein Plan oder Pro-
gramm fir den Spieler — eine Abfolge spezieller Aktionen und
Entscheidungen —, mit dem Ziel, einen Gegner zu iiberlisten, der
das gleiche mit ithm versucht. Nach Austeilen der ersten beiden
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Karten (und der ersten Karte fir die Bank) muss der Spieler beim
»Black Jack« (der Spielbankversion von »17 und 4«; ich komme
spater darauf zuriick) entscheiden, ob er noch eine weitere Karte
haben méchte (um mdoglichst nahe an die Punktezahl 21 zu kom-
men — er darf sie aber nicht iberschreiten), ob er seinen Einsatz
verdoppelt (falls die ersten beiden Karten eine Punktezahl zwi-
schen 9 und 11 ergeben) oder ob er seine beiden Karten, falls sie
die gleiche Punktezahl haben, splitten will — wobei er dann noch
cinen gleich hohen Einsatz auf das geteilte Blatt zu leisten hat.
Das Pokerspiel erfordert noch viel differenziertere Strategien, die
letztlich die Absichten der Gegner durchkreuzen sollen.

Die Strategien im unerschépflichen Spiel mit mathematischen
Fiktionen werden aus kreativen Gedanken geboren. Dabei tiber-
steigen bereits die Er6ffnungsmdoglichkeiten fir so manchen Be-
weis diejenigen einer Schachpartie betrichtlich. Bevor allerdings
die Gedanken ihre Kreativitit wirtksam entfalten konnen, ist viel
Ubung erforderlich.

Einsatz und Auszahlung

Einsatz und Auszahlung sind weitere wichtige Spielelemen-
te. Sie missen nicht aus barer Miinze bestehen. Beim Kampf
um cine erschnte Stellung im »Spielfeld«, das wir Arbeitsmarkt
nennen, wird der Einsatz in Form von Wissen, von Fertigkeiten
und Arbeitskraft geleistet. Und der Preis, den jeder Spieler am
Ende einer Partie erhilt oder zahlt, kann, auBler Geldgewinn oder
-verlust, auch Prestige, der begehrte Pokal, ein Kuss, die Beein-
trichtigung der Gesundheit oder gar der Verlust des Lebens sein,
wovon extreme Sportspiele zeugen.

Unser Spiel mit Fiktionen ist nicht so gefahrlich: In aller Re-
gel leisten wir einen Finsatz in Form von etwas Lernbereitschaft
und Zeitaufwand, wihrend der Gewinn irgendwo im Bereich
zwischen Frust und tiefer intellektueller Befriedigung liegt (was
nicht bedeutet, dass die Beschiftigung mit Problemen, die noch
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nicht gel6st werden konnten, zwangsliufig Frust erzeugt). Mit
etwas Gluck gibt es fiir besonders talentierte »Spieler« auch du-
Berst begehrte Auszahlungen: Anschen in der scientific community,
einen Lehrstuhl an einer erstklassigen Universitit, einen inter-
nationalen Preis oder sogar die Fields-Medaille, dem Nobelpreis*
vergleichbar.

Mathematik, Kunst und
Wirklichkeit

Der Unterschied zwischen Wirklichkeit und Mathematik dhnelt
dem zwischen Leben und Gesellschaftsspiel, ein Umstand, den
Albert Einstein mit folgenden Worten konstatiert hat:

»Soweit sich die Gesetze der Mathematik auf die Wirklich-
keit beziehen, sind sie nicht gewiss, und soweit sie gewiss
sind, beziehen sie sich nicht auf die Witrklichkeit.«

Pablo Picasso hat den analogen Zusammenhang zwischen Kunst
und Realitit auf den Punkt gebracht: »Kunst ist eine Lige, in
der wir die Wahrheit erkennen.« Und Paul Klee schrieb: »Kunst
gibt nicht das Sichtbare wieder, sondern macht sichtbar.« Ist die
Mathematik nicht auch eine Art Kunst der Idealisierung, die uns
Wahrheiten enthullt?

Buchstaben- und Wortfolgen sind noch keine Literatur, Kleck-
se auf einer Leinwand noch kein Gemilde und Aneinanderrei-

* Der bertihmte schwedische Mathematiker Gosta Mittag-Leffler hatte eine Af-
fare mit der Frau von Alfred Nobel, weshalb dieser die Mathematik in seinem
Testament aus der Preisverleihung ausschloss — so eine anekdotische Begrin-
dung, weshalb es keinen Nobelpreis fiir Mathematik gibt. Der tiefere Grund
durfte darin liegen, dass zu dieser Zeit noch gar nicht absehbar war, dass die
abstrakte mathematische Grundlagenforschung erst im zwanzigsten Jahrhun-
dert groBartige Anwendungen haben wiirde.
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hungen von Musiknoten noch keine Sinfonie, und sie miissen
auch dann noch keine Kunstwerke sein, wenn Grammatik und
Syntax, Farben- und Harmonielehre stimmen. Mathematisch
aussehende Formeln sind an sich auch noch keine Mathematik.

Jede Kunst unterliegt elementaren Regeln: Grammatik und
Syntax, Chromatik und Harmonik sind Aspekte der dufleren
Form von Literatur, Malerei und Musik. Sie sind notwendig und
sorgen fur innere Hygiene. Logik ist die Hygiene des Fachs Ma-
thematik — nicht ihr Gegenstand. Fur Ludwig Wittgenstein war
die Mathematik insgesamt »eine Methode der Logik« — eine iiber-
triecben formalistische Ansicht, die so nicht Bestand hat. Denn
Mathematik ist mehr als ein starres Konstrukt aus Grundan-
nahmen und logischen Regeln; sie hat ihren eigenen, lebendigen
Geist.

Das Wesentliche in der Mathematik sind die Erfindungen und
Entdeckungen, deren ZweckmaBigkeit und Schénheit wir oft erst
im Riickblick beurteilen kénnen. Die Asthetik des Abstrakten,
die Poesie der Fiktionen lassen die Mathematik wahrhaftig als die
Lyrik der Wissenschaften erscheinen — sie ist zugleich kristall-
klar und phantasievoll wie kaum eine andere intellektuelle Tatig-
keit. Neue Ergebnisse, ebenso Beweise, werden im Allgemeinen
zuerst durch Intuition entdeckt, und erst dann einem logischen
Muster unterworfen.

Mathematik ist, wie jede andere Kulturform auch, eine natiir-
liche, lebendige, kreative Erweiterung der menschlichen Sprache.
Und sie ist international. Wihrend die Schénheit der Dichtung
unter Ubersetzungen verblasst, blibt die Schinkeit der Mathematik
in allen Sprachen erhalten (dies wirden die Mathematiker als »Inva-
rianz unter linguistischen Transformationen« bezeichnen).

Einige Kunstformen scheinen universeller, objektiver oder zu-
mindest intersubjektiver zu sein als andere. Vielleicht sind sich in
diesem Punkt Musik und Mathematik am nichsten? »Ohne Mu-
sik wire das Leben ein Irrtum«, meinte Friedrich Nietzsche. So
etwas Schmeichelhaftes ist meines Wissens noch keinem Dichter
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oder Philosophen iber die Mathematik eingefallen. Dennoch
besteht zwischen Musik und Mathematik eine besonders innige
Beziehung, denn ich meine: Musik ist Mathematik der Seele; Ma-
thematik ist Musik des Geistes.

Abstraktion ist Vereinfachung ...
bis zur Karikatur

Rechentechniken sind noch keine Mathematik, und Formeln,
stenographierte Zusammenfassungen, haben nicht mehr Wahr-
heitsgehalt als die Gedanken, die sie lediglich symbolisieren.
Komplizierte Formalismen werden paradoxerweise oft mit dem
Adjektiv »abstrakt« belegt. Dabei ist Abstraktion in Wirklichkeit
nur ein Vereinfachungsprozess, bei dem das Unwesentliche weit-
gehend eliminiert, abstrabiert werden soll (lateinisch abstrabere,
wegziehen). Abstraktion ist Gedankenexperiment, Idealisierung,
Konzentration auf das Wesentliche, Vereinfachung, manchmal
bis zur Karikatur. Sie ist wohl die fruchtbarste Methode, Wis-
senschaft zu betreiben. Denn was auch immer an Konkretem
gebastelt wird: Es muss erst irgendwie gedacht werden — oft in
vereinfachter Form. (Das ldsst an ein Ergebnis der Hirnforschung
denken: Wissenschaftler haben entdeckt, dass unser Gehirn jede
mototische Aktivitit, auch jede Satzbildung, unmittelbar vor der
Ausfithrung simuliert.)

An sich kann Abstraktion weder gut noch schlecht sein, son-
dern nur mehr oder weniger gweckndfiig— und sie sollte nicht mit
Rechenkunststiicken verwechselt werden. Die Wirklichkeit ist
meistens so kompliziert, dass wir sie ohne Vereinfachung nicht
in den Griff bekommen konnen. Wir machen uns dann auch ein
Modell von ihr. Dieses kann sich mehr und mehr von der Wirk-
lichkeit entfernen, ja sogar ganz den Bezug zu ihr verlieren. Man
neigt dazu, solche Modelle mit Higenleben als reine Mathematik
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zu bezeichnen — im Gegensatz zur angewandten Mathematik, die
vornehmlich konkrete, wirklichkeitsnahe Probleme untersucht.
Rein oder angewandt, abstrakt oder konkret, einfach oder
komplex: Wohl mag es gelingen, einem speziellen Problem oder
mathematischen Gegenstand das cine oder andere Adjektiv an-
zuhidngen, doch kenne ich niemanden, der klare Grenzen zie-
hen und schlissig begriinden kénnte. Vielmehr bezeichnen diese
Adjektive tiberlappende Merkmale. Ein konkretes Problem der
angewandten Mathematik kann sehr komplex sein und Aspekte
enthalten, die auf die reine Mathematik zurtckgreifen, und reine,
héhere Mathematik kann sehr einfach sein. (Es gibt komplexe-
re — wenn auch konkretere — Wissensfelder als die Mathematik;
man denke nur an die Ritselknackerzunft der Molekularbiologen
oder an die Konstruktion von Roboterhidnden, die so komplex
ist, dass sie bis auf Weiteres Grundlagenforschung bleibt. Prin-
zipiell ist sogar jede Wissenschaft, die einen Teil der konkreten
Wirklichkeit untersucht, komplexer als die Mathematik.)

Abstraktion und Idealisierung: Krise der
Wissenschaft?

Vornehmlich durch ihtre historische Brille sehen manche Philo-
sophen in »Abstraktion und Idealisierung« die »Ursache fiir die
Krise der Naturwissenschaften und der Mathematik«. Im glei-
chen Atemzug werden neue Wissensgebiete wie Chaos, Fraktale
und zelluldre Automaten als Beispiele einer »neuen Mathematik
des Konkreten« (Peter Eisenhardt) gepriesen: Eine widerspriich-
liche Bezeichnung, denn was als »konkret« hoch gelobt wird,
verdankt seine Existenz einer starken Vereinfachung und Ideali-
sierung — also einer extremen Abstraktion. Solche Begriffe mo-
gen zum Teil als plastisch empfunden werden; konkret sind sie
nicht. Was an diesen neuen Wissensgebieten tatsdchlich als kon-
kret gelten kann, ist nur die [Zsualisierung einiger ihrer Aspekte
—und die kann durchaus einen starken dsthetischen Reiz haben.
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Hier verwechseln die Kritiker neuartige, mathematisierte Gegen-
stinde mit ihren modischen Darstellungen — und Abstraktion
mit Formalismen und Kalkiltechniken. (Schwierige, auf Anhieb
unverstindliche Formeln kénnen sehr konkrete Sachverhalte wi-
derspiegeln, wihrend duflerst abstrakte Darstellungen oft als ein-
fache, konkrete mathematische Beispiele empfunden werden.)

Es ist wenig hilfreich, »die grundlegenden Insuffizienzen der
allerorts verwendeten Mathematik« (Eisenhardt) zu beklagen
und ihr vorzuwerfen, sie konne ihren Anspruch, welchen man
ihr auch immer unterstellen mag, nicht erfiillen. Wir wissen, dass
komplexere Probleme oft nur in dem Maf3e als 16sbar betrachtet
werden kénnen, in dem sie einer Linearisierung zuginglich sind.
Doch Fortschritte finden allenthalben statt. Dass die Wirklichkeit
koérnig ist und nicht kontinuierlich und dass es einfache Prozes-
se und Vorginge gibt, die noch nicht oder aber auch prinzipiell
nicht berechenbar sind, das weil3 nicht nur der gebildete Laie,
sondern auch jeder Fachmann. Bereits 1957 schlug der franzosi-
sche Mathematiker Jean Kuntzmann in seiner Reflexionsschrift
»Ou vont les mathématiques?« die sonderbar anmutenden En-
tititen »Fleck, Klecks« (#ache), »Roht, Rohre« (#ube) und »Gitter,
Gatter« (grille) als konkrete Analoga zu den Begriffen »Punkt,
»Funktion« und »Funktionstabelle« vor. Sicher ist die Mathema-
tik unvollkommen, aber das gilt fiir jedes endliche Denksystem,
auch fiir jedes philosophische.

Krise der Wissenschaft? Dass ihre Fundamente immer wieder
in Frage gestellt werden, ist ja nur Ausdruck einer evolutioniren
Weiterentwicklung ihrer Methoden — mit ungeheurem Emer-
genzpotenzial, das stindig Neues entstehen ldsst. Auch die Abs-
traktion wird Anderungen erfahren und sich weiterentwickeln.
Philosophen wie Peter Eisenhardt, die insbesondere die Metho-
dologie der Mathematik kritisieren, scheinen zu unterstellen, die
Wissenschaft als solche glaube, das Neue sei auf das Alte redu-
zierbar. Dabeli ist es gerade die Wissenschaft, die stindig Neues
entdeckt und auch ganz selbstverstindlich davon ausgeht, dass
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sich dies nicht immer auf Altes zurtickfihren lisst. Sie selbst ver-
fiigt Uber einen eingebauten Mechanismus, der daftr sorgt, dass
ihre eigenen Grundlagen ciner stindigen Prifung unterzogen
werden.

Wer Abstraktionen, Vereinfachungen, Beschrinkungen auf
das Wesentliche als stérend empfindet, mag sich damit trésten,
dass sie, wie ich im nichsten Abschnitt zeigen werde, nur einer
gewissen GewoShnung bediirfen. Um Mathematik zu betreiben,
ist auch kein sechster Sinn notig, wie manche Wissenschaftsau-
toren meinen. Obwohl noch niemand die abstrakte »Zahl 47«
(nicht zu verwechseln mit ihrer symbolischen Darstellung) sinn-
lich erfasst hat, ist sie uns vertraut, weil wir gewohnt sind, mit ihr
umzugehen. Wenn ein Mathematiker ein Gleichungssystem auf-
stellt und 16st, ist das nicht geheimnisvoller, als wenn ein Auto-
mechaniker Winterreifen aufzieht: Dies kommt uns ja auch nicht
unverstindlich oder mysteriés vor, obwohl viele von uns dazu
nicht in der Lage sind.

Verstehen wir, was »verstehen«
bedeutet?

»Wo das Rechnen anfingt, hort das Verstehen auf.« Das war Ar-
thur Schopenhauers Ansicht tber die Mathematik — und viel-
leicht seine einzige Erfahrung mit ihr. Diese Haltung ist auch
heute noch weit verbreitet. Sogar Gebildete und Kulturschaffen-
de bekennen fast stolz: »Von Mathe hab ich keine Ahnung.« Am
Gymnasium erging es mir nicht anders — weil ich ein ziemlich
fauler Schiiler war. Doch eines Tages packte mich der Sports-
geist, und ich wollte endlich die Hieroglyphen und Gedanken-
ginge besser »verstehen«. Und das kann, wie ich dann feststellte,
sehr spannend sein.
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Eine Gegebenheit, ein Objekt oder einen Sachverhalt zu »ver-
stehen« heiBt eine nachvollziehbare Beziehung, Begrindung,
Erklirung aus Bekanntem herzuleiten. Bei diesem Prozess des
Verstehens gelangt man irgendwann zu Grundobjekten, deren
Natur nicht nur in den Geisteswissenschaften, sondern auch in
den Naturwissenschaften, wo Experiment, Wiederholung und
Verifizierung systematisch méglich sind, problematisch erscheint.
Die Frage groB3er Physiker lautet im Grunde: Das Atom, was ist
das eigentlich? Werner Heisenberg sinnierte: »Vielleicht werden
wir eines Tages verstehen, was das Atom ist, aber dann werden
wir auch verstehen, was verstehen ist.« So gesehen versteh? natiir-
lich kein Mensch wirklich etwas.

Bei dieser Erkenntnis landen wir immer dann, wenn Was-ist-
Fragen gestellt werden, also spitestens wenn wir bei irgendwel-
chen Grundobijekten angelangt sind. Somit besteht der Prozess
des Verstehens, speziell in der Mathematik, lediglich in der (logi-
schen) Herleitung aus Grundobjekten — die einfach als gegeben
und evident angesehen werden. Verstehen ist immer graduell und
von der Gewobnbeit abhingig, mit der von Bekanntem auf Unbe-
kanntes geschlossen wird. Wiederholung zieht GewShnung, Ver-
stehen und Lernen nach sich. Die Feststellung, dass eine Sprache
wie Chinesisch »leicht zu verstehen« ist, leuchtet sofort ein, wenn
wir uns vergegenwirtigen, dass jedes chinesische Kind sie lernt,
und besonders bei »Spieleny, in denen es um Existenzsicherung
geht, hingt der Erfolg einer Strategie auch davon ab, wie hiufig
sie angewendet wird: Leben ist Wiederholung. Jede physische,
intellektuelle und geistige Fertigkeit setzt Ubung voraus — ob es
um eine Jagdtechnik, eine Sprache, um das Spielen eines Musik-
instruments oder die Manipulation von Fiktionen geht.

Abstrakte Fiktionen dirften vorwiegend dem Menschen eigen
sein. Einfache Sachverhalte, die, je nach Blickwinkel, irgendwo
zwischen konkret und abstrakt angesiedelt werden kénnen, »ver-
steht« sicher auch meine Katze; ich bezweifle aber, dass sie auch
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abstrakterer Hirngespinste fihig ist — was unser friedliches Zu-
sammenleben vielleicht gefdhrden wiirde.

Auch die Induktion — das Schlielen von (sich wiederholenden)
Einzelfillen auf das Allgemeine — und das damit verwandte Prin-
zip der Kausalitit, das Postulat der Verkniipfung von Ursache und
Wirkung, sind durchaus niitzliche Quellen der Erfabrung und des
Verstehens — wenn auch keine Quellen sicherer Erkenntnis, wie
Sir Karl Popper dargelegt hat: Alles Wissen ist nur Vermutungs-
wissen. Eine etrklirende allgemeine Theorie kann zwar durch
unzihlige singulire Beobachtungen bestitigt, aber niemals als
absolute Wahrheit bewiesen werden. Hingegen geniigt cin ein-
ziges Gegenbeispiel, um die Theorie zu widerlegen, zu »falsifi-
zieren«. Nur im negativen Fall, in der Widerlegung, kann es also
Gewissheit geben.

Dennoch ist die Spirale Wiederholung — Gewohnung — Lernen —
Verstehen — Fragen zweifellos Teil des evolutiondren Mechanismus,
der, ausgehend vom (subjektiven) Empfinden und Wahrnehmen
tber die Stufen Reflex, Instinkt, Sprache, Intuition zu den héhe-
ren, kognitiven Denkprozessen wie Entdecken, Erfinden und Et-
kennen fuhrt. Dank dieser evolutioniren Spirale entwickelt sich
aber auch unser Bild vom Universum.

Zwei Anmerkungen

Ich werde nicht versuchen, eine allumfassende Antwort auf die
Frage zu geben, was denn die gedachten Objekte ezgentlich sind,
und im nuchternen Zustand lasse ich mich auch nicht zu einer
rallgemeingiiltigen« Definition, beispiclsweise von Azom oder Le-
ben, hinreiBen. Manfred Eigen stellt zwar fest, »L.eben ist ein dy-
namischer Ordnungszustand der Materie«, wirft dann jedoch als
nichstes die Frage auf, ob es denn fiir die biologische Selbstorga-
nisation ein Ordnungsprinzip gebe. Wir werden Was-ist-Fragen
als falsch gestellte oder unbeantwortbare Fragen behandeln, und
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wir tun gut daran, denn niemand kann ohne Zirkelschluss (das
heil3t, ohne den zu definierenden Begriff letztlich in die Defini-
tion hineinzulegen) sagen, was die Dinge wirklich sind: Materie,
die Schwerkraft, der Mensch, das Bewusstsein ...

Die Frage, ob den Fiktionen und den Bezichungen zwischen
ihnen eine Realitit — eine gewisse Realitdt unter vielen moglichen,
denkbaren —, und zwar unabhingig vom menschlichen Denken,
zukommt, erscheint schon zuginglicher. Aus folgender Uberle-
gung neige ich zu einer positiven Antwort. Das Universum ist fiir
uns vor allem das Bild, das wir uns vom Universum machen. Es
mag ein unvollstindiges und verzerrtes Bild sein. Dennoch muss
es im Kern einen irgendwie strukturtreuen Bezug zur Wirklich-
keit haben, denn viele abstrakte, kiinstliche Wahrheiten der Ma-
thematik fithren zu Erkenntnissen tber den Bereich der realen
Welt, in dem die zugrunde gelegten Annahmen einen Sinn erge-
ben. Dann missen aber die Fiktionen wohl auch Teile der Wirk-
lichkeit bis zu einem gewissen Grad widerspiegeln — so wie etwa
eine Réntgenaufnahme ein Organ abbildet. Vielleicht ist es diese
Entsprechung, die so manchen Naturwissenschaftler behaupten
lasst, die Welt sei mathematisch. Belassen wir es vorerst dabei.
Uns soll das intersubjektiv Nachvollzichbare fiir unsere Gedan-
kenexperimente geniigen.
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Menschenverstand, Logik
und Beweis

Empfindungen, Wahrnehmungen und Aktionen prigen alles
Lebendige und fihren — durch Wiederholen und Lernen — zur
elementaren Erfahrung,

Kommt die Sprache, das heil3t Beschreiben und Argumentie-
ren, hinzu, dann gelangen wir auf eine héhere Stufe des Erlebens
und der Verarbeitung von Erlebtem. Diese Stufe konsistenter
Lebenserfahrung ist das Fundament des gesunden Menschen-
verstandes.

Die im Gedichtnis gespeicherten Lebensereignisse kénnen
auf zweierlei Arten miteinander verkniipft werden: mit Hilfe der
(beteits erwihnten) Induktion, dem Schlieen von Einzelfillen
auf das Allgemeine, und der Deduktion, der Ableitung des Beson-
deren aus dem Allgemeinen. Diese Verkniipfungen vervollstin-
digen den gesunden Menschenverstand weiter — was wiederum
Voraussetzung fiir vorwissenschaftliche FErkenntnis, wissen-
schaftliche Theorien und Planungen ist.

Wihrend die Induktion, wie wir gesehen haben, keinetlei posi-
tive Gewissheit zur Folge haben kann, lisst die deduktive Me-
thode sehr wohl Schlisse mit Gewissheit zu. Die Korrektheit
des Schlusses bedeutet jedoch nicht die faktische Wahrheit von
Aussagen, wie ich an einigen Beispielen zeigen werde. Dennoch
ist die deduktive Logik bei allem Denken, das Aussagen schafft
und miteinander verkniipft, unverzichtbar.

Der Mensch ist frei und fahig, auch allen Gesetzen der Logik
zuwiderzuhandeln. Selbst das Unwahrscheinliche, Unnaturliche
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und Absurde kann er Wirklichkeit werden lassen. Extreme Un-
gleichheit kann er ebenso erzwingen wie das andere Extrem, die
Gleichheit. Hinzu kommt, dass die Umgangssprache organisch
gewachsen, komplex und oft mehrdeutig ist. Auch sehr ein-
fach konstruierte sinnvolle Sitze sind nicht frei von logischen
Widersprichen; man denke etwa an die Russell’sche Antinomie
(Der Barbier, der alle rasiert, die sich nicht selbst rasieren) oder
noch an die Antinomie des Ligners (Wenn ich sage: »Ich luge,
lige ich und spreche gleichzeitig die Wahrheit). Um solche Wi-
derspriiche zu vermeiden, ist, wie der berihmte Logiker Alfred
Tarski gezeigt hat, sowohl eine Einschrinkung der Benutzungs-
regeln als auch eine Formalisierung notig, die tiber den Alltags-
verstand hinausgeht. Aber auch die so formalisierte Logik ist
nach Karl Popper eine Erweiterung der menschlichen Sprache
— und alle Wissenschaft und Philosophie aufgeklirter Alltagsver-
stand. Somit ist auch Mathematik, das Spiel mit Fiktionen nach
den Regeln der Logik, aufgeklirter Alltagsverstand in Form einer
Mischung aus formalen und natirlichen Sprachen.

Logisches Schliefen ist aber auch ein niitzlicher Bestandteil
der Kommunikation. Logik macht die Menschen kritischer und
hilft, Irrefihrung durch Pseudoargumente zu verhindern. Alf-
red Tarski: »Das Hauptproblem, dem sich die Menschheit heute
gegeniibersicht, ist das der Normalisierung und Rationalisierung
menschlicher Beziehungen.«

Nun folgen ein paar Aspekte der elementaren Logik, sofern
sie fur das Weitere von praktischer Bedeutung ist. Dabei habe ich
mich bemiiht, Formalismen so weit wie moglich zu vermeiden.

Ein paar Zutaten: Aussagen

Auf tiefsinnige philosophische Betrachtungen iber die Bedeu-
tung der Worter »wahr« und »falsch« will ich hier verzichten.
Innerhalb der Logik gehéren sie zu den evidenten, nicht weiter
definierten Grundbegriffen.
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Sehen wir in einem Wortetbuch nach, was das Wort »Aus-
sage« bedeutet, so erfahren wir unter anderem, dass es sich um
eine »sprachlich gefasste Mitteilung« handelt. In den folgenden
Uberlegungen steht dieser Begriff fiir jede Zusammenstellung
von Zeichen, die einen Sinn ergeben und die Eigenschaft haben,
entweder wahr oder falsch zu sein, aber nicht beides zugleich.
Die Entscheidung dattiber, ob eine Aussage wahr oder falsch ist,
muss prinzipiell méglich sein, auch wenn sie erst zu einem spate-
ren Zeitpunkt getroffen werden kann — wie etwa bei Prognosen.

In jeder der nichsten drei Zeilen steht eine Aussage:

(1) Det Mars besteht aus grilnem Kise.
2)1+1=3.
(3) Motrgen dndert sich das Wetter, oder es bleibt, wie es ist.

Dagegen enthilt keine der folgenden Zeilen eine Aussage:
(4) Haltet den Dieb!

G)YLHN, +Moee cer COCIGI ¢4
(6) Diese Aussage ist falsch.

Die Erzeugung neuer Aussagen aus vorhandenen ist ein kreativer
Prozess, der in hochstem MalBle winschenswert ist; schlieBlich
moéchte man nicht in einem abgeschlossenen, sterilen Gebiu-
de feststechender Aussagen gefangen sein. Es gibt verschiedene
Méglichkeiten, vorhandene Aussagen zu neuen Aussagen zu ver-
kntipfen.

Die einfachste Operation, die wir auf eine einzelne Aussage
anwenden konnen, ist die Negation oder Verneinung. Nehmen wir
als Beispiel die Aussage »Der Mars besteht aus grinem Kise«
und kirzen sie mit p ab. Nun bilden wir aus p die neue Zeichen-
zusammenstellung »nicht p«. Sie wird dadurch zu einer Aussage,
dass wir festsetzen: »nicht p« ist unter genau denselben Bedin-
gungen wahr, unter denen p falsch ist — und »nicht p« ist unter
genau denselben Bedingungen falsch, unter denen p wahr ist.
Diese Festsetzung versieht »nicht p« mit derselben Eigenschaft
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wie die vorgegebene Aussage p (ndmlich entweder wahr oder
falsch, aber nicht beides zugleich zu sein), und daher ist auch
»nicht p« eine Aussage.

Wie wird nun »nicht p« als vollstindiger Satz ausgedriickt?
Nach den Regeln der Grammatik kann man einen Satz vernei-
nen, indem man an passender Stelle das Wértchen »nicht« ein-
schiebt. Die Aussage »Der Mars besteht aus griinem Kise« bietet
dazu zwei Méglichkeiten, die einen Sinn ergeben: (a): Nicht der
Mars besteht aus griitnem Kise. Und (b): Der Mars besteht nicht
aus grinem Kise.

Es ist leicht zu erkennen, dass die Aussage (a) nicht die Nega-
tion von p sein kann. Also muss es die Aussage (b) sein. Aller-
dings ist auch hier unklar, ob sich das Wortchen »nicht« auf griin
oder auf Kise bezieht — oder auf beide Bezeichnungen gemein-
sam. Wir sind gut beraten, wenn wir letzteres gelten lassen.

Wir kénnen natiirlich auch andere Umschreibungen voraus-
schicken, zum Beispiel »Es ist nicht der Fall, dass ...« oder »Es
ist falsch, dass ...« Solche Konstruktionen sind eindeutig und
fihren erfahrungsgemal nicht zu Missverstindnissen.

Die Vereinbarungen zu einer (nun beliebigen) Aussage p und
zu ihrer Verneinung (nicht p) lassen sich in einer tbersichtlichen
Tabelle darstellen; dabei werden die Buchstaben »W« und »F«
als Abkiirzungen fiir »wahr« und »falsch« benutzt. Diese Tabelle
(Tab. 1) wird Wahrheitstafel von »nicht p« genannt, denn sie kenn-
zeichnet die Bedingungen, unter denen »nicht p« wahr ist. (Na-
tirlich nennt sie auch die Bedingungen, unter denen »nicht p«
falsch ist.)

Die Operation der Verneinung wird an einer einzigen Aussage
vorgenommen. Wir kénnen aber auch zwei oder mehr Aussa-
gen zu einer neuen verkniipfen. Wenn p und q zwei Aussagen

Tab. 1 Wahrheitstafel fur »nicht p«.

p nicht p

W F
F W
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Tab. 2 Wahrheitstafel fur »p und g« und »p oder q«.

p q pundq p oder q
W w W W

w F F w

F w F w

F F F F

sind, so kénnen wir die beiden Zeichenzusammenstellungen »p
und q« und »p oder q« bilden. Diese beiden Operationen ver-
kntipfen jeweils zwei Aussagen zu einer einzigen. Jede von thnen
wird dadurch zu einer Aussage, dass wir die in Tabelle 2 gezeig-
ten Festsetzungen tiber die Wahrheit beziehungsweise Falschheit
treffen.

Die Aussagen »p und q« und »p oder q« entsprechen im We-
sentlichen dem tblichen Sprachgebrauch. Auf einen Punkt ist
allerdings zu achten: Das Wort »oder« wird in der Umgangs-
sprache in zweietlei Bedeutung gebraucht. Manchmal bedeutet
es, dass genan eine (»eine und nur eine«) von zwei Moglichkei-
ten zutrifft (Beispiel: Morgen Mittag werde ich in Miinchen oder
in Hamburg sein), und manchmal, dass mindestens eine von zwei
Méglichkeiten zutrifft — mitunter auch beide (Beispiel: Bei Regen
oder Sturm findet das Fest im Saal statt). In der Mathematik hat
man sich auf die zweite dieser beiden Deutungen geeinigt. Wir
werden also »oder« stets im (nicht ausschlieBenden) Sinne von
»mindestens eine von zwei Moglichkeiten« verwenden. Meinen
wir dagegen genan eine von zwei Méglichkeiten, sprechen wir von
»entweder ... oder«.

Eine Aussage »p oder q«, die immer wahr ist, erhalten wir,
wenn wir fir die Aussage q die Verneinung von p einsetzen: »p
oder nicht p« ist offenbar stets wahr und wird Tautologie genannt:
Es regnet, odet es regnet nicht.!

! Gewisse Teiltautologien nach dem Halb-voll-halb-leet-Muster fithren zu
witzigen Aussagen, etwa wenn jemand eine faule Katze sagen ldsst: »Wer mit-
tags aufsteht, verschlift nicht den ganzen Tag.« Auch streng befolgte Logik in
Alltagssituationen kann zu komischen Effekten fiihren, wie die scharfsinnige



