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EINLEITUNG
Michael Otte

L

Das Buch ist sehr anregend zu lesen, wie beinahe alles,
was Bertrand Russell geschrieben hat, und es ist ein Buch
von der Art, wie es nur jemand wie Russell schreiben kann,
wenn er im Gefingnis sitzt und keine Hilfsmittel hat und
sich daher entschlief3t, allen technischen Ballast abzustrei-
fen und sich in einer mehr oder minder populédren Darstel-
lung zu ergehen. Russells »Einfiithrung in die mathemati-
sche Philosophie« von 1919 ist in diesem Sinne zuweilen
und mit Recht »eine bewundernswerte Exposition des Mo-
numentalwerks Principia Mathematica« genannt worden.
Das Buch ist noch mehr, insofern in seine Abfassung die
Ergebnisse aller grundlegenden Arbeiten Russells seit et-
wa 1900 eingeflossen sind. Und es ist zugleich etwas ande-
res, insofern es eine relativ eigenstédndige Einfiithrung in
die Grundlagen der Mathematik und der Erkenntnistheo-
rie darstellt.

Anders als die heute tiblichen Texte im Bereich der Phi-
losophie der Mathematik 143t Russell einen immer an sei-
nem Denken teilhaben, an seinen Vermutungen und Irrti-
mern und an der Begeisterung, die er bei der Beschéfti-
gung mit seinem Gegenstand empfindet. Da er einer der
herausragenden Protagonisten des modernen wissen-
schaftlichen Empirismus und einer der Begriinder der heu-
te dominierenden Philosophie der Mathematik ist, gewinnt
man auf diese Weise aus seinen Schriften einen einzigarti-
gen Eindruck in die Wechselfille und Ideen der erkennt-
nistheoretischen und logischen Diskussionen dieses Jahr-
hunderts. Das Programm der logischen Weltauffassung,
wie es unter anderem von Frege und Russell inauguriert
und von ihren Schiilern — zum Beispiel Carnap und Quine
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— fortgefiihrt worden ist, mag sehr trocken, technisch und
gleichsam objektivistisch unmenschlich erscheinen, aber
die dahinterstehende Intention war durch und durch in ei-
nem humanen und aufkldrerischen Fortschrittsglauben
verankert.

Die Forderung nach einer strikt logisch-wissenschaftli-
chen Arbeitsweise sollte einem dumpfen Irrationalismus
und Traditionalismus entgegenwirken. Wie es einer von
Russells Schiilern, Rudolf Carnap, im Vorwort zu seinem
1928 erschienenen Werk »Der logische Aufbau der Welt«
ausgedriickt hat, wird die logische Philosophie von dem
Glauben getragen, dafl einer »Gesinnung die Zukunft
gehort, [...] die tiberall auf Klarheit geht und doch dabei die
nie ganz durchschaubare Verflechtung anerkennt« und die
daher »logische Klarheit der Begriffe«, »Sauberkeit der Me-
thoden« und »Verantwortlichkeit der Thesen« in den Dienst
eines Erkenntnisfortschritts durch Zusammenarbeit stellt
(Carnap, 1928/1998, Vorwort zur ersten Auflage).

Es erscheint nicht zuletzt angesichts der Tatsache, daf3
die Philosophie der Mathematik und die gegenwértige ana-
lytische Wissenschaftstheorie von Russell zwar die »techni-
schen Errungenschaften« iibernommen haben, aber anson-
sten kein Wort iiber die damit verbundenen philosophi-
schen und historischen Anliegen verlieren, angebracht, auf
den historischen Ursprung der modernen Mathematik und
Erkenntnistheorie und auf den kulturellen und politi-
schen Entstehungszusammenhang hinzuweisen. Mathe-
matik und Logik entwickelten sich seit der Ausbreitung
der industriellen Revolution im 19. Jahrhundert zuneh-
mend unter dem Imperativ, vor allem der Kommunikation
und der préziseren Verstidndigung zu dienen und weniger
der Sicherung eines allgemein verbindlichen Weltbildes.
Und hier gibt es so etwas wie eine Heisenbergsche Un-
schérferelation: Je differenzierter die Begriffsbildung im
einzelnen wird, desto unbestimmter erscheinen die ontolo-
gischen Grundlagen und Gesamtzusammenhinge und um-
gekehrt. Logische und empirisch-anschauliche Grundlagen
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eines Arguments sind, so sagt Russell, etwas durchaus Ver-
schiedenes und begrenzen sich gegenseitig in ihren An-
spriichen.

Russell ist immer ein unabhéingiger Geist gewesen, dem
die Beschriankung auf ein besonderes Gebiet fremd blieb
und der sich bemiihte, alle Entwicklungen der Mathema-
tik, der Philosophie, der experimentellen Naturwissen-
schaften, aber auch die der Politik zu verfolgen, und er
schrieb in seinem Leben tiber eine beeindruckende Vielfalt
von Gebieten, meistens mit groer Anschaulichkeit, so daf3
viele seiner Biicher im besten Sinne Popularwissenschaft
darstellten. Es war ihm dies nicht nur aufgrund seines um-
fassenden Studiums moglich, sondern basierte auch auf
seiner Uberzeugung, daB Schreiben seine eigentliche Beru-
fung sei.

II.

Der hauptsichliche Gegenstand des Buches ist die Zahl
und alles was zur Zahl, zur Arithmetik und zur Logik der
Arithmetik gehort. Die Frage nach der Bedeutung der Zah-
len und der Arithmetik steht iiberhaupt im Zentrum von
Russells Interesse an der Mathematik und der Logik. Seit
Beginn des 19. Jahrhunderts war die Mathematik u.a.
durch einen starken Arithmetisierungstrend gekennzeich-
net. Nun sollte die Begriindung derselben durch eine
Logisierung der Arithmetik selbst vollendet werden. Wenn
hier jedoch von Begriindung die Rede ist, dann geht es fiir
Russell nicht so sehr um eine Klidrung der ontologischen
Grundlagen der Arithmetik bzw. der Mathematik insge-
samt, sondern um eine Differenzierung des Begriffsap-
parates und um eine logische Prézisierung der Ableitungs-
methoden. Wir werden im folgenden noch sehen, daf} sich
beide moglichen Ziele sehr oft gegenseitig in die Quere
kommen.

Russell ist die neue Logik zum erstenmal auf dem inter-
nationalen Philosophenkongref3 von 1900 in Paris begeg-



X Michael Otte

net, und zwar in der Gestalt von Peano. Und sosehr er
auch beeindruckt war von der logischen Prézision Peanos,
sowenig seinem eigenen Naturell und seinen an der Arith-
metisierung der Mathematik ausgerichteten Interessen
entsprechend empfand er doch die aus dem algebraischen
und axiomatischen Denken herausgewachsene Form der
Logik. Er selbst beschreibt ihre Entwicklung folgender-
mallen: »An sich war die mathematische Logik damals
(d.h. um 1900) schon lingst kein ganz neues Fach mehr.
[...] Boole hatte seine Laws of Thought 1854 veroffentlicht;
C.S. Peirce hatte eine Relationenlogik ausgearbeitet, und
Schroder hatte in Deutschland ein umféingliches dreibandi-
ges Werk veroffentlicht, in dem er alles bisher Erreichte
zusammengefaf3t hatte. Whitehead hatte den Booleschen
Kalkiil im ersten Teil seiner Universal Algebra behandelt
[die 1898 erschienen war und in der neben den genannten
Autoren auch Grassmann, De Morgan u.a. behandelt wur-
den, meine Einfiigung M.O.]. Die meisten dieser Arbeiten
waren mir bekannt, aber ich hatte bei ihnen nicht den
Eindruck, daf} sie die logische Grammatik der Arithmetik
in einem neuen Licht erscheinen lielen« (Russell, 1973b,
67).

Und es ist wahr, daf3 die Logiker der algebraischen Rich-
tung mathematisch vorgegangen sind und daf sie die ma-
thematischen Gesetze auf den Bereich der Logik ibertra-
gen bzw. die Logik als eine universelle Algebra verstanden
haben, ohne die Methoden der Mathematik revidieren zu
wollen. Die moderne axiomatische Methode reprasentiert
nichts anderes als den Zielpunkt des neuzeitlichen Mathe-
matisierungsprozesses, der seit Descartes und Leibniz zu-
nehmend alle Phdnomene und alle Wirklichkeitsbereiche
ergriffen hatte und der darin miindete, dafl nun schlieflich
auch die Mathematik selbst mathematisiert werden sollte.
Insbesondere markiert der Zahlbegriff seit jeher den Kern-
bereich mathematischen Denkens. Und man kann sich ein-
mal die Frage stellen, wieso erst in der zweiten Halfte des
19. Jahrhunderts, also mehr als 2000 Jahre nach Euklids
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Axiomatisierung der Geometrie, nun auch die Arithmetik
axiomatisiert werden sollte. Erst als man gegen 1870 be-
gann, sich mit den Grundlagen der Arithmetik zu beschéf-
tigen und nach spezifischen logischen Begriindungen der-
selben suchte, war man auch gezwungen, sich mit den
uberlieferten erkenntnistheoretischen Systemen auseinan-
derzusetzen, denn es ist unausweichlich, daf} eine derarti-
ge Selbstbeziiglichkeit des Mathematisierungsprozesses
dazu fuhrt, fundamentale logische, erkenntnistheoretische
und auch psychologische Probleme aufzuwerfen.

Es macht einen nicht zu unterschitzenden Reiz von Rus-
sels Untersuchung aus, daf} sich die Diskussion immer in
einem weiten und sehr unterschiedlich bestimmten, durch
Sprachanalyse, Mathematik, Logik und Erkenntnistheorie
abgesteckten Raum bewegt. Dabei fillt, was Russells Un-
zufriedenheit mit der bisherigen Logik und Mathematik
angeht, eine Eigentiimlichkeit auf.

Einerseits macht Russell uns klar, dafl wir in unserer
Erfassung der Naturerscheinungen nicht weiter gelangen
konnen als bis zu einer mathematischen Darstellung der
Relationen und Relationsstrukturen — das Buch der Natur
ist in einer mathematischen Sprache abgefafit, hat schon
Galilei gesagt — und wir daher feststellen miissen, daf} wir
weit mehr tber »die Form der Natur wissen als tiber ihren
Inhalt« (65)1. Andererseits bemiiht er sich, was die Mathe-
matik und insbesondere den Zahlbegriff angeht, hart-
néckig, »was-ist«-Fragen zu beantworten und Bedeutungen
oder Interpretationen absolut festzulegen. Wihrend er
»dem unmathematischen Geist«, dem der abstrakte Cha-
rakter unserer physikalischen Erkenntnis unbefriedigend
erscheinen mag, antwortet: »Von einem kiinstlerischen
Standpunkt aus oder unter dem Gesichtspunkt der An-
schaulichkeit ist diese Abstraktion vielleicht bedauerlich,

1 Die »Einfiihrung in die mathematische Philosophie« wird mit
Nennung der Seitenzahlen ohne weitere Angaben zitiert.
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aber vom Standpunkt der Praxis schadet sie nichts« (Rus-
sell, 1972, 172), hélt er beziiglich der Mathematik das Ge-
genteil fiir wahr.

Gegentiber der Empirie rechtfertigt er die mathemati-
schen Abstraktionen durch ihre Fruchtbarkeit und ihren
Nutzen — »die Abstraktion, so schwierig sie auch sein mag,
ist die Quelle praktischer Macht. Ein Finanzmann, dessen
Verhiltnis zur Welt von abstrakterer Art ist als das irgend-
eines Praktikers, ist auch méchtiger als irgendein Prakti-
ker. Er kann mit Weizen und Baumwolle handeln, ohne
daB} er je etwas von beidem gesehen hat: alles was er davon
wissen mubB, besteht darin, ob ihre Preise steigen oder fal-
len. Das ist abstraktes mathematisches Wissen, zumindest,
wenn man es mit dem Wissen des Landwirts vergleicht«
(Russell, 1972, 172). Dagegen mochte er diese Abstraktio-
nen selbst durch reines Denken konstituieren, indem er ih-
re Anwendbarkeit vollkommen apriorisch und in einem
gleichsam Kantischen Sinne sicherstellt.

Also in allen Bereichen der Wissenschaft und des Lebens
sollten wir unsere Darstellungen weitestgehend auf Zah-
len und Zahlensysteme zuriickfithren. Aber was die Zahl
selbst sei und was der Zahlbegriff bedeutet, das soll unab-
héngig und vor aller Anwendung durch reines Denken und
logische Analyse bestimmt werden. Die Sinnesempfindun-
gen und die Zahlen bilden seit Descartes die Grundlagen
unserer Erkenntnis, so meint Russell. Indem wir nun die
Bedeutung des Zahlbegriffs kldren, tritt die Logik an die
Stelle der Arithmetik.

Und wihrend er glaubt, daf} die Beschrinkung unserer
Darstellungsmoglichkeiten auf eine strukturelle Uberein-
stimmung zwischen der Welt und unseren mathemati-
schen Beschreibungen derselben im Bereich der Naturwis-
senschaften sogar ein Vorteil sei, denn »bei der mathemati-
schen Behandlung des Naturgeschehens kénnen wir bei
weitem sicherer sein, daf3 unsere Formeln annéhernd rich-
tig sind, als wir es in der Frage der Richtigkeit dieser oder
jener Interpretation der Formeln sein konnen« (Russell,
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1972, 164), mo6chte er die Mathematik doch nicht einfach
durch ihre Struktur beschrieben sehen.

Beziiglich der Naturerkenntnis vertritt er die Einsicht,
»daBl mit der Zunahme unserer Fihigkeit zu logischem
Denken dieses immer weniger beansprucht, es konne Tat-
sachen beweisen« (Russell, 1972, 164). Genau dies mochte
er in bezug auf die Mathematik nicht wahrhaben. Ebenso-
wenig wie seinen Grundsatz, daf} die Logik uns eher lehre,
»wie man Schliisse nicht zieht«, anstatt »wie man zu den-
ken habe«. Auch dieser Grundsatz gilt fiir ihn nicht mehr,
wenn es darum geht, die Grundlagen der Arithmetik zu
analysieren und darzustellen.

III.

Russell beginnt sein Werk mit einem Kapitel zur »Folge
der natiirlichen Zahlen«, in welchem dieselben auf der
Grundlage der Peano-Axiome eingefiihrt werden, und hier
spielt iiberhaupt nur der Ordinalzahlbegriff eine Rolle. Von
Kardinalitét, also von den Mengeneigenschaften der Zah-
len, ist keine Rede.
»Die fiinf Grundsétze von Peano lauten:
(1) Null ist eine Zahl.
(2) Der Nachfolger irgendeiner Zahl ist eine Zahl.
(3) Es gibt nicht zwei Zahlen mit demselben Nachfol-
ger.
(4) Null ist nicht der Nachfolger irgendeiner Zahl.
(5) Jede Eigenschaft der Null, die auch der Nachfol-
ger jeder Zahl mit dieser Eigenschaft besitzt,
kommt allen Zahlen zu« (10).
Man konnte, so meint Russell am Ende des Kapitels, »viel-
leicht den Vorschlag machen«, die dabei benutzten undefi-
nierten Begriffe »sollten nicht Begriffe darstellen, deren
Bedeutung wir zwar kennen, aber nicht definieren kénnen,
sondern irgendwelche Elemente, die den fiinf Axiomen Pea-
nos geniigen« (14). Dies ist die iibliche Interpretation der
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axiomatischen Vorgehensweise. Man kann sie auch so zum
Ausdruck bringen, dafl man sagt, die Arithmetik handele
nicht von konkret existierenden Dingen, sondern von allge-
meinen oder idealen Gegensténden (vgl. dazu Abschnitt
VII der Einleitung).

In der axiomatischen Grundlegung der Arithmetik »wur-
de vorausgesetzt, dafl wir nicht zu wissen brauchen, was
wir unter Null, Zahl und Nachfolger zu verstehen haben,
sofern wir nur irgend etwas darunter verstehen, was den
fiinf Axiomen gentigt. Aber dann zeigt es sich, dal es eine
unendliche Anzahl moglicher Deutungen gibt. Es mége z. B.
0 das bedeuten, was wir gewohnlich als 1 bezeichnen, und
es moge Zahl das bedeuten, was wir fiir gewohnlich als
natiirliche Zahl auBler 0 bezeichnen. Dann sind alle finf
Axiome auch richtig, und die gesamte Arithmetik kann be-
wiesen werden, obwohl jede Formel eine ungewt6hnliche Be-
deutung hat. 2 bedeutet das, was wir gewohnlich als 3 be-
zeichnen. Aber 2 + 2 bedeutet nicht etwa 3 + 3, sondern 3 +
2 ... Solange wir im Gebiet der arithmetischen Formen blei-
ben, sind alle diese Deutungen des Begriffs Zahl gleich gut.
Wenn wir aber zum praktischen Gebrauch der Zahl zur Ab-
zédhlung tbergehen, dann finden wir einen Grund, die eine
Deutung allen anderen vorzuziehen« (Russell, 1952, 2361.).

Aus zwei Griinden, meint Russell, kann man also auf die
axiomatische Weise »nicht zu angemessenen Grundlagen
der Arithmetik gelangen. Zunichst weill man nicht, ob es
irgendwelche Folgen von Elementen gibt, die Peanos fiinf
Axiome erfiillen [...] Zweitens sollen unsere Zahlen fiir das
Z#dhlen der gewohnlichen Gegenstidnde brauchbar sein,
und dazu miissen unsere Zahlen eine bestimmte Bedeu-
tung und nicht blofl gewisse formale Eigenschaften haben.
Diese bestimmte Bedeutung wird in der logischen Theorie
der Arithmetik definiert« (14/15). Dort wird, wie Russell
meint, die Frage »Was ist eine Zahl?«, die so oft gestellt
wird, geméfl einem Vorschlag von Frege aus dem Jahre
1884 »korrekt beantwortet« (16) durch die Feststellung,
dafl Zahlen Eigenschaften von Mengen sind.
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Durch die Fregesche Definition, die Russell, ohne sie zu
kennen, nach seinem Paris-Besuch selbstéindig wiederent-
deckt hat, »gibt es keinen Anlafl mehr, den ganzen Zahlen
einen privilegierten Status zuzuschreiben [wie Kronecker
das mit seinem Ausspruch getan hatte, demzufolge die
ganzen Zahlen von Gott geschaffen seien, meine Einfi-
gung, M.O.]. Diesen Platz nimmt nun zunéchst der undefi-
nierte Grundbegriff der Menge ein und«, so fahrt Russell
fort, »das Grundinstrumentarium des Mathematikers ent-
hélt nur noch rein logische Ausdriicke wie z.B. >oders,
snichts, »alle< und >einige« (Russell, 1973, 73).

Es geht also darum, den Zahlbegriff oder die Aussagen-
funktion »x ist eine Zahl« dadurch zu rechtfertigen, dafl man
zeigt, daf3 sie nicht »leer« im Kantischen Sinne ist, d. h. da-
durch, dafl man »Zahl als Zahl einer Menge« (25) versteht
und dem so definierten Begriff eine Anwendung durch den
Aufweis der Existenz unendlicher Mengen beschafft. Dies
mul offensichtlich auf axiomatischem Wege geschehen. Al-
lerdings darf dabei der Begriff des Axioms nicht wiederum
im Peano-Hilbertschen Sinne verstanden werden, sondern
man mul} diesen Terminus geméf3 der klassischen euklidi-
schen Tradition auffassen, ndmlich als anschaulich eviden-
te oder intuitiv plausible Voraussetzung der Mathematik.
Russell fiihrt daher ein Unendlichkeitsaxiom ein. Unendli-
che Mengen beliebiger Kardinalitit, so nimmt er an, existie-
ren in der Welt und stehen also unserem Denken zur Verfii-
gung. Die Mengenlehre darf hier eigentlich nicht als blof3
formale Theorie verstanden werden, sondern muf} als Ab-
bild realer Verhiltnisse gesehen werden. Arithmetische In-
tuition wird durch mengentheoretische Anschauung ersetzt.
Beides ist letztlich verschwistert, insofern ein seit Bolzano
verbreitetes Ideal begrifflichen Denkens dahintersteht.

Es ist instruktiv, Russells Anliegen mit demjenigen, das
einer seiner Schiiler — Rudolf Carnap — formuliert hat, zu
vergleichen. Carnap bezeichnet es als ein Ziel seines Wer-
kes »Der logische Aufbau der Welt«, ein »erkenntnisméfBig-
logisches System« von Begriffen und Gegensténden aufzu-
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stellen, welches es erlaubt, alle Begriffe »aus gewissen
Grundbegriffen stufenweise« abzuleiten oder zu »konstitu-
ieren«, »so daf} sich ein Stammbaum der Begriffe ergibt, in
dem jeder Begriff einen bestimmten Platz findet« (Carnap,
1928/1998). Anders als Carnap und als der logische Positi-
vismus tiberhaupt geht es Russell bei seiner Wirklichkeits-
analyse allerdings nicht nur um strukturelle Beschreibun-
gen der Welt, sondern in seine logische Analyse mischt sich
stets die Vorstellung eines absoluten Wahrheits- oder Be-
deutungsbegriffes. Dieses Anliegen verleiht der Interpreta-
tion oder Deutung der deduktiven Systeme ein gewisses
Gewicht, und in diesem Zusammenhang kommt dem Bei-
spiel der Interpretation der axiomatisierten Arithmetik ei-
ne hervorragende Rolle zu. Der Mengenbegriff dient nun
der »Verkniipfung der Arithmetik mit der reinen Logik«
und damit der Interpretation (Russell, 1929, 4).

Russell ist sich dariiber im klaren, daf} sein Verstédndnis
von Theorie, Anwendung und Wahrheit nicht »beweisbar«
ist und daB} es eine Sache »des individuellen Geschmacks
zu sein [scheint], ob man das, was man die realistische Hy-
pothese nennen kann, annimmt oder ablehnt« (Russell,
1929, 10). Er fir seinen Teil ist an der Bedeutung des Wor-
tes »Wahrheit« interessiert und bindet dieses Interesse an
die Frage, ob es »Elemente oder aus solchen aufgebaute lo-
gische Konstruktionen« gibt, die die in einem vorgegebe-
nen Axiomensystem gestellten Bedingungen erfiillen (ebd.,
9). In diesem Sinn beschéftigt er sich mit den Zahlen und
ihrer logischen Konstitution, in deren Zusammenhang dem
Mengenbegriff fundamentale Bedeutsamkeit zukommt,
denn anders als heute tiblich, gehort fiir Russell die Men-
gentheorie zur Logik.

Wenn man den Ursprung der Axiomatisierung, wie oben
angedeutet, in der Mathematisierung sieht und Hilberts
Uberzeugung folgt, derzufolge »alles was Gegenstand des
wissenschaftlichen Denkens iiberhaupt sein kann, sobald
es zur Bildung einer Theorie reif ist, der axiomatischen
Methode und damit mittelbar der Mathematik« (Hilbert,
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1964, 11) verfillt, dann erscheint Russells Anliegen voll-
kommen konsequent. Denn die Arithmetik mul}, um axio-
matisiert werden zu konnen, tiberhaupt als ein spezifischer
Gegenstandsbereich gefait werden. Die axiomatisierte
Theorie liefert ebensowenig wie die Naturgesetze allein
keine realen Erkenntnisse. Erst die Anwendung oder
Interpretation der Axiome bzw. der Naturgesetze ergibt Er-
kenntnisse im eigentlichen Sinn. Die undefinierten Terme,
die in den axiomatischen Charakterisierungen auftreten,
beziehen sich nicht auf bestimmte einzelne Gegenstéinde,
sondern dienen dazu, moégliche Zusammenhénge zwischen
unbestimmten allgemeinen Gegenstidnden darzustellen.

Da aber der Gegenstandsbereich der Arithmetik nicht
endlich ist, hat die Mehrzahl der Mathematiker immer
wieder versucht, sich der Existenz unendlicher Mengen
mit erkenntnistheoretischen und nicht mit ontologischen
Argumenten zu versichern. Wollten wir beispielsweise der-
artige Mengen konstruktiv erzeugen, so miifiten wir die
unendliche Wiederholbarkeit der dafiir benstigten Opera-
tionen, z. B. der Operation des Weiterzihlens, postulieren.
Dedekind und auch andere haben sich eine unendliche Ge-
samtheit von Dingen dadurch zu verschaffen versucht, daf
sie uns menschlichen Subjekten die Fahigkeit zugeschrie-
ben haben, eine bestimmte Tatigkeit, etwa das Hinzuset-
zen eines weiteren Striches oder die Operation des Be-
zeichnens, unendlich oft fortzusetzen bzw. unendlich oft zu
iterieren. Bereits Bolzano hatte in seiner Schrift »Parado-
xien des Unendlichen« versucht, die Unendlichkeit der
»Menge der Satze und Wahrheiten an sich« dadurch zu be-
weisen, daf} er iterativ zu einem gegebenen Satz immer
wieder das Pradikat »... ist wahr« hinzusetzte.

Zweifel an der Plausibilitéit derartiger Annahmen erge-
ben sich, wenn man nicht gewillt ist, rigoros zwischen un-
serer inneren mentalen Welt und der dulleren empirischen
Welt zu trennen. Man kénnte nédmlich sonst auf genau die-
selbe Art und Weise, indem man iterativ zwei parallele
Segmente von 1 cm Lénge unendlich fortzeichnet, das Pa-
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rallelenaxiom der euklidischen Geometrie »beweisen« bzw.
seine Evidenz illustrieren. Warum erscheint uns die Mog-
lichkeit, eine unendliche Menge durchzuzihlen, durchaus
plausibler denn eine derartige Veranschaulichung des Pa-
rallelenaxioms der Geometrie? Warum traut man den be-
grifflichen Konstruktionen so viel weitergehend als den
anschaulichen Vorstellungen?

Die Antwort konnte etwa so lauten: Entweder es handelt
sich bei beiden Vorstellungen nur um das Bedenken einer
Moglichkeit, dann gibt es keinen Unterschied. Oder das ei-
ne, das Zihlen, ist etwas Mentales und unterliegt keinen
bzw. rein logischen Beschrinkungen, wihrend das andere,
die geometrische Konstruktion, objektiven Bedingungen
folgt. Dann miiflten nichtsdestoweniger erst die Bedingun-
gen fir beide Formen der Kontrolle analysiert werden.
Kurz, es 148t sich so ohne weiteres iiberhaupt kein Exi-
stenzbeweis fithren.

Russell meint denn auch, durch blofles Abzihlen komme
man nie zu unendlichen Gesamtheiten, und er hilt es fiir
eine empirische Tatsache, »that the mind is not capable of
endlessly repeating the same act«. Auch der Leser, meint
Russell, ist, »wenn er einen robusten Wirklichkeitssinn
hat, gefithlsmaBig tiberzeugt, dafl es unmaoglich ist, aus ei-
ner endlichen Menge von Individuen eine unendliche Men-
ge herauszuquetschen« (152). Wir konnen die Existenz von
unendlichen Zahlen und Mengen nicht beweisen. Dies ist
heute die wohl einhellige Meinung, aber die Begriindun-
gen, die dafiir gegeben werden, sind sehr unterschiedlich
und kontrovers. Russells diesbeziigliche Kritik an Bolzanos
bzw. Dedekinds Uberlegungen betrifft iiber das Gesagte
hinaus die fiir Logik und Erkenntnistheorie gleichermaflen
bedeutsame Beziehung zwischen Objekt und Begriff, und
man miifite fortfahren, zwischen dem Begriff und dem Be-
griff des Begriffs usf. Einerseits mufl man nidmlich postu-
lieren, dafl Begriff und Gegenstand verschieden, ja von
unterschiedlichem logischen Typus sind, d. h. unterschied-
lichen kategorialen Ebenen angehoren. Andererseits tritt
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der Begriff eines Objektes im néchsten Schritt der Itera-
tion als Objekt eines Begriffs zweiter Stufe auf, und auch
hier muf} Verschiedenheit statthaben. Da es sich bei den
dabei notwendigen Annahmen keineswegs um logische
Axiome handelt, sind die Verhiltnisse ganz untibersicht-
lich. Weiter betont Russell, »daf} Begriffe keine tatséichliche
Existenz im gewo6hnlichen Sinne besitzen« (157) und somit
auch nicht wie Dinge behandelt werden konnen.

Russells Einwand besagt im wesentlichen, dal3 man auf
besagte Art und Weise entweder zum Platonismus oder
zum Psychologismus gefiihrt wird. Denn entweder haben
wir zu beweisen bzw. anzunehmen, dal} es so etwas wie Be-
griffe an sich oder Urteile an sich gibt, oder wir verbleiben
im Empirischen und miissen dann feststellen, »dall es
uberhaupt keine bestimmte psychologische Wesenheit gibt,
welche man den Begriff des Objektes nennen konnte: Es
gibt unzihlige Meinungen und Einstellungen und wir kén-
nen jede einen Begriff des Objekts nennen« (158).

SchlieBlich lehnt Russell auch alle anderen Versuche, die
Existenz einer unendlichen Menge zu beweisen, deshalb
ab, weil sie den Erfordernissen seiner Typentheorie nicht
entsprechen.

IV.

Was ist damit gemeint? Um bestimmte Paradoxa der Logik
und der Mengentheorie zu beheben, hatte Russell die Regel
eingefiihrt: »Was immer alle Elemente einer Menge invol-
viert, kann kein Element dieser Menge sein. Oder umge-
kehrt: Wenn eine Menge, die eine Gesamtheit darstellt,
Elemente besitzt, die nur mit Hilfe dieser Gesamtheit defi-
nierbar sind, dann stellt die besagte Menge keine Gesamt-
heit dar.« (Russell, 1976, 26) Ein auf eine Gesamtheit bezo-
gener All-Begriff kann nicht zu der Gesamtheit gehoren.
Nun hatte Dedekind in »Was sind und was sollen die Zah-
len?« (vgl. Dedekind, 1969, 14) den Beweis fiir die Existenz
unendlicher Mengen auf die antinomische Menge (aller



XX Michael Otte

Dinge), »welche Gegenstand meines Denkens sein kénnen«
gegriindet. Dedekind ist durch Cantor bereits 1899 auf die
Inkonsistenz seiner Begriffsbildung hingewiesen worden.

Schon die klassischen Paradoxien der Bewegung des Ze-
non entstehen eigentlich aus einem Bemiihen, Begriffe
hoheren logischen Typs, wie den Begriff der Bewegung (der
mathematischen Funktion), auf solche eines niedrigeren
Typus zu reduzieren (vgl. dazu auch Russell, 1970). Ob-
wohl eigentlich nicht das Prinzip an sich, sondern eher sei-
ne zu starre, reifizierende Interpretation problematisch ist,
bezeichnet Russell selbst es als von nur negativer Art, als
Verbotsprinzip. Insbesondere — und darauf werden wir
zuriickkommen — werden bestimmte Verbote beziiglich der
Laufbereiche der quantifizierten Variablen in Satzfunktio-
nen ausgesprochen. Ein Ausdruck »alle Aussagen sind ent-
weder wahr oder falsch« ist beispielsweise nunmehr sinn-
los (Russell, a.a.0., 27).

Des weiteren ergibt sich, dafl mathematische Axiome ge-
nau wie Naturgesetze, ndmlich als hypothetisch konditio-
nale Aussagen verstanden werden miissen; etwas, was
Russell im Gegensatz zu anderen Logikern zu akzeptieren
scheint, auch wenn er dabei immer wieder schwankt (vgl.
Godel, 1944, 127). Russells realistische Auffassung der Lo-
gik kommt beispielsweise in der Behauptung zum Aus-
druck, daf} sich die Logik »gerade so gut mit der realen
Welt [befaf3t] wie die Zoologie, wenn auch mit ihren ab-
strakteren und allgemeineren Eigenschaften. Es ist eine
jammervolle und armselige Ausrede, wenn man sagt, daf
das Einhorn in der Wappenkunde oder in der Literatur
oder in der Phantasie vorkommt. In der Wappenkunde gibt
es kein Tier aus Fleisch und Blut, das aus eigener Kraft at-
met und sich bewegt. Es gibt nur eine Abbildung oder eine
Beschreibung in Worten [...] Es gibt nur eine Welt, die
swirkliche« Welt.« (189) Und schlieBlich: »Der Sinn fiir
Wirklichkeit ist fiir die Logik eine Lebensfrage« (190). Rus-
sell moéchte sicherstellen, da3 auch die mathematischen
(bzw. die logischen) Begriffe wie die empirischen abstraktiv
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gewonnen werden — und daher seine Annahme der Exi-
stenz unendlicher Mengen.

Russell akzeptiert — und das ist bei einem Empiristen
seiner Couleur durchaus erstaunlich — die Realitét von Ge-
danken und Gefiihlen (ebd.), hilt aber die »Gegenstidndex,
mit denen sich unsere Gedanken und Gefiihle beschéfti-
gen, fur weitgehend unwirklich (»>Einhorn ist eine unbe-
stimmte Beschreibung, die nichts beschreibt; nicht aber ei-
ne unbestimmte Beschreibung, die etwas Unwirkliches be-
schreibt« (191)).

Eine solche Auffassung ist — genauso wie die gegenteili-
ge — jedoch mit einer Fiille von Unklarheiten behaftet. Ins-
besondere stellt sich angesichts der Realitatsméchtigkeit
der mathematischen Theorien die Frage, welchen ontologi-
schen Status mathematische, d.h. ideale Gegenstidnde
denn nun besitzen. Das vorliegende Buch ist deshalb so in-
teressant, weil es uns unmittelbaren Einblick in Russells
Auseinandersetzung mit diesen und dhnlichen Fragen ge-
wahrt. Man kann sagen, alles was wir im folgenden er-
ortern werden, wird in irgendeiner Weise von dieser
Problematik der Unterscheidung zwischen Ding und Be-
griff, Element und Menge, Einzelnem und Allgemeinen,
Existenz und Fiktion »tiberschattet« sein.

Auf der einen Seite sind typentheoretische Unterschei-
dungen fiir uns ganz selbstverstidndlich. Die Gesamtheit
der Stiihle ist kein Stuhl und die Gesamtheit der roten
Dinge ist kein rotes Ding, sondern eine hypostatische Ab-
straktion wie Rote oder eine Satzfunktion wie »x ist rot«
oder eine Klasse oder was auch immer. Begriff und Gegen-
stand, Speisekarte und Menti oder Landkarte und Land-
schaft sind einerseits sicherlich zu unterscheiden, aber
zum anderen ist dieser Unterschied aus der Perspektive
der Erkenntnistétigkeit und ihrer Dynamik heraus auch
hochst relativ. Die Unterstellung einer festen Grenze zwi-
schen Erscheinung und Wesen oder Reprisentation und
Gegenstand ist in erkenntnistheoretischer Hinsicht proble-
matisch, weil als Motiv und Gegenstand der Erkenntnis-
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tatigkeit, verstanden als einfacher dynamischer Prozess,
nur das auftreten kann, was irgendwie erscheint. Die
Landkarte oder das mathematische Modell kénnen genau-
sogut zum Gegenstand der Erkenntnis werden, wie sie vor-
her ein Mittel zum Studium eines anderen Gegenstandes
waren. Ein Objekt tritt in unser Denken in der Regel nur
vermoge einer oder einiger Eigenschaften ein, die wir im
Augenblick als wesentlich ansehen und mit welchen wir
dieses Ding dann fiir den gegenwirtigen Belang identifi-
zieren.

Gerade die Mathematik der Neuzeit zeichnet sich da-
durch aus, daf3 der Prozef3 der Abstraktion und Hypostasie-
rung unendlich rekursiv fortgesetzt wird, und in der In-
formatik erscheint die Anzahl der semantischen Ebenen
gegeniiber der Mathematik noch einmal erheblich gestei-
gert. D.h. es ist die Komplexitiat der Sprache, der »Land-
karte« selbst, welche zu Problemen fiihrt. Das Projekt einer
universalen und kontextunabhingigen Beschreibung der
Welt scheitert schon an der unvermeidlichen Komplexitit
der Beschreibung selbst: daher die Beschrankungen der
Typentheorie. Die Typentheorie berithrt dasselbe Problem
der Kontextualisierung und Interpretation, welches Rus-
sells Einwdnde gegen die moderne Axiomatik stimuliert
hatte.

Wiirde man die Typentheorie in einem absoluten oder
»ontologischen« Sinn auffassen, so wiaren schon die natiirli-
chen Zahlen selbst alle von unterschiedlichem Typus,
jedenfalls entsprechend der mengentheoretischen Inter-
pretation, die Russell selbst von ihnen gegeben hat. Die
arithmetische T4tigkeit lebt davon, daf} sie alle von einer
Gattung sind und daf} dieses Faktum etwa in der Axioma-
tik oder im Gebrauch der algebraischen Variablen auch
zum Tragen kommt. Russell versucht, dieser Notwendig-
keit spdter auch durch die Einfithrung weiterer logischer
Axiome gerecht zu werden.

Die Variablenauffassung ist nun tatsdchlich hier von
grofler Bedeutung. Ist die Variable nur ein Stellvertreter
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fir die einzelnen Zahlen und sind daher Aussagen, in de-
nen sie vorkommt, im Sinne einer unendlichen logischen
Konjunktion, die noch dazu iiber eine unendliche Stufenlei-
ter unterschiedlicher Typen liefe, zu interpretieren, oder
haben universale bzw. ideale Gegenstidnde, wie sie durch
Begriffe wie Zahl oder Funktion oder Relation bezeichnet
werden, ein (relativ) unabhéngiges, eigenstandiges Sein?
Beide Auffassungen koexistieren in der Mathematik. Der
Unterschied zwischen der Behauptung iiber eine allgemei-
ne Zahl und der Behauptung iiber alle Zahlen muf}, wie
selbst Russell zugibt, in die Mathematik eingefiihrt wer-
den, weil »eine Deduktion nur mit freien, nicht mit gebun-
denen Variablen durchgefiihrt werden kann« (Russell,
1976, 29). Ich muf} ndmlich im gesamten Argumentations-
zusammenhang immer auf dasselbe allgemeine Objekt re-
ferieren kénnen.

Und auch die Naturgesetze sind nicht sinnvoll als un-
endliche Konjunktion zu verstehen, etwa nach dem Muster,
»der Stein a féllt«, und »der Stein b fillt«, und »der Stein ¢
fallt« usw. usf. Der Anwendungsbereich der Naturgesetze
muf} in einem bestimmten Sinn offen bleiben, und er ent-
wickelt sich zusammen mit der Entwicklung der Theorie.
Aber andererseits kann er nicht vollstidndig unbestimmt
bleiben, denn die Naturgesetze allein geben gar keine Er-
kenntnis. Russells Bemithungen, den Zahlen eine endgtilti-
ge Bedeutung zu verleihen, zeigen somit, dafl Entwicklung
und Anwendung oder Begriindung der Theorie in sehr
komplizierter Art und Weise miteinander verflochten sind.
Russell wiirde es durchaus als ein legitimes Anliegen se-
hen, Bedeutung und Offenheit zu verbinden. Arithmetik
und Mathematik insgesamt hétten sich jedoch in einen lo-
gischen Entwicklungszusammenhang einzuordnen. Weder
die Gegenstidnde des Alltagsdenkens noch die Begriffe der
Mathematik kénnen der Welt unmittelbar zugeschrieben
werden, denn beide sind das Ergebnis komplizierter Kon-
stitutionsprozesse. Diese sollten analysiert und dargestellt
werden.
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Theorien konnen immer nur Strukturaussagen machen.
Theoretische Gegenstéinde sind nur bis auf die Struktur ih-
rer Beziehungen bestimmbar. »Struktur aber ist, was
durch mathematische Logik ausgedriickt werden kannc
(Russell, 1929, 267). In diesem Zusammenhang spricht
Russell auch von einer Uberschétzung der Zahl. »Nun hat
die mathematische Logik gezeigt, dafl die Zahl fur viele
Probleme entbehrlich ist, fiir die sie frither als unentbehr-
lich galt.« (ebd., 73) Durch einen Verzicht auf die Zahl er-
reicht man einen »Gewinn an logischer Reinheit«. Und so
merkwiirdig es klingen mag, diese logische Reinheit zeigt
uns dann auch den Sinn des Wahrheitsbegriffs in den Wis-
senschaften, indem sie uns zu den urspriinglichen Axiomen
im traditionellen Sinn fiihrt. Hier nun steht das Unend-
lichkeitsaxiom an hervorragender Stelle. In ihm enthiillt
sich Russells wirkliches Interesse, jedenfalls sofern es um
Fragen der Wahrheit und der Existenz geht.

Russell scheint tatsdchlich davon auszugehen, daf3 das
Axiom des Unendlichen ontologischer Natur sei und dafl es
plausibler sei, die Existenz unendlicher Gesamtheiten in
der Welt anzunehmen als die gegenteilige finitistische Hy-
pothese, auch wenn eine solche Annahme nicht bewiesen
werden kann. Es handelt sich dabei eben um ein Axiom
im klassischen Sinne. Entsprechend unserer »empirischen
Evidenz und der Teilbarkeit endlicher Objekte scheint es
giinstig zu sein anzunehmen, dafl es im Universum eine
unendliche Anzahl von Objekten gibt«, aber wir kénnen a
priori nichts dariiber wissen, und »es scheint keine Metho-
de zu geben, festzustellen, ob das Axiom wahr oder falsch
ist« (161). Dall Russell nicht auf den Gedanken verfillt,
demzufolge die beliebige Teilbarkeit doch eigentlich nichts
anderes bedeutet als Dedekinds Postulat der unendlichen
Iterierbarkeit ein und derselben Operation, hingt damit
zusammen, dafl nur eine abstraktive Begriffstheorie die
Anwendbarkeit der so gewonnen Begriffe unmittelbar plau-
sibel macht.

Russell hilt die Existenz des Aktual-Unendlichen an



Einleitung XXV

sich fiir anschaulich, plausibel und notwendig, eine Auffas-
sung, der Hilbert vehement widersprochen hat. Und Pea-
nos Axiome in ihrer Gesamtheit implizieren die Existenz
des Aktual-Unendlichen. D. h., so meint Russell, sie sollten
als Existenzbehauptung gelesen und aufgefalit werden.
Dann ist aber ihr Gehalt in einer logisch noch einfacheren
Form wiederzugeben. Dazu dient das Unendlichkeitsaxi-
om.

V.

Es dréngt sich hier ein Vergleich mit Kant auf, und zwar
ungeachtet Kants konstruktiv-genetischer Mathematik-
auffassung. Kant ist wohl der erste gewesen, der mit Nach-
druck die Relativitdt aller menschlichen Erkenntnis her-
vorgehoben hat. Niemals besitzen wir einen direkten, un-
vermittelten Zugang zu den Dingen an sich. Kant beginnt
entsprechend mit einer Kritik des klassischen Ontologis-
mus. Er fragt nicht, was Erkenntnis oder die Welt an sich
seien oder ob es so etwas iiberhaupt gibt, sondern er geht
von dem Faktum der mathematischen und wissenschaft-
lichen Erkenntnis aus und fragt, wie sie moglich ist. Wie
ist reine Mathematik moglich? Wie ist reine Naturwissen-
schaft moglich?

Aber Kant stellt diese Fragen nicht in skeptischer Ab-
sicht. Denn er geht, wie gesagt, von dem Faktum der reinen
Mathematik aus. Dieses Faktum zeigt sich in der Anwen-
dung bzw. in der Anwendbarkeit der Mathematik. Es geht
also nicht darum zu erkldren, worin die Logik der Ma-
thematik besteht, und Kants Rekurs auf die (reine) An-
schauung ist auch nicht als eine kompensatorische Ma8-
nahme zu verstehen, die die Defizite der aristotelischen
Syllogistik ausgleichen soll, wie Russell anzunehmen
scheint (163; vergleiche dazu auch Koriako, 1999, 19), son-
dern es geht um Subjektbezug und Gegenstandlichkeit der
Mathematik und um den legislativen Charakter der reinen
Anschauung im Anwendungsprozef.
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Kant stellt bekanntlich die Frage, wie es moglich sein
kann, daf3 die unbedingt notwendigen Konklusionen der
Mathematik zu realen Erkenntnissen fithren. Und er be-
antwortet diese Frage, indem er, eigentlich Russell sehr
dhnlich, die Bedingungen der Anwendungen mathemati-
scher Begriffe und Urteile a priori und grundsétzlich be-
stimmen mochte. Diese Anwendungsbedingung lokalisiert
Kant in Anschauung und Erfahrung, da wir ja in jedem
Fall »iiber den Begriff hinausgehen« miissen, wollten wir
nicht Leibniz’ Gottesaugen-Standpunkt einnehmen, dem-
zufolge auch Begriffe mit unendlich vielen definitorischen
Bestimmungen denkbar sind. Durch blofes begriffliches
Nachdenken konnen wir keinerlei Erkenntnis gewinnen.
Es gibt keinen direkten Weg von der Sprache zur Welt. Er-
kenntnis bedarf immer der Anwendung.

Hier haben wir nun nach Kant in einem gleichsam Rus-
sells Typentheorie vorwegnehmenden Sinne zu unterschei-
den zwischen der allgemeinen Bedingung der Anwendbar-
keit des Begriffs und der Anwendung selbst, zwischen dem
Begriff der Erfahrung einerseits und den einzelnen Erfah-
rungen andererseits. Die allgemeinen Bedingungen der
Moglichkeit der Erfahrung, beziehungsweise der Anwen-
dung des Begriffs, sind a priori zu bestimmen, ganz im
Sinn des Russellschen Vorhabens, und diese Erklarungen
a priori beziehen sich auf die Bedingungen, die Gegen-
stdnde moglicher Erfahrungen zu erfillen haben. Eine
Erkenntnistheorie aus der Perspektive des endlichen
menschlichen Subjekts zwingt uns, auch ontologische Fra-
gen erkenntnistheoretisch zu definieren, und Kant be-
stimmt daher die Realitdt und Gegenstiandlichkeit der Er-
kenntnis aus ihren Entstehensbedingungen, nicht auf-
grund ontologischer oder metaphysischer Annahmen. Wir
gewinnen aber unsere Erkenntnisse durch die Anschau-
ung, auch wenn wir die Anschauung nicht im Sinne des
Empirismus mit der Wahrnehmung blof3 einzelner Sinnes-
daten gleichsetzen diirfen, denn Hume hat uns gelehrt,
dal} der induktive Schlufl vom Einzelnen auf das Allge-
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meine nicht moglich ist, sondern es bedarf dafiir regula-
tiver (nicht konstitutiver) Prinzipien der Erfahrung a
priori.

Auch Ernst Cassirer vergleicht Kants Auffassungen mit
denen von Russell und schreibt in diesem Zusammenhang
u.a. folgendes: »Dall unsere Begriffe sich auf Anschauun-
gen zu beziehen haben, bedeutet, daf3 sie sich auf die ma-
thematische Physik zu beziehen und in ihrer Gestaltung
fruchtbar zu erweisen haben. Die logischen und mathema-
tischen Begriffe sollen nicht lidnger die Werkzeuge bilden,
mit denen wir eine metaphysische Gedankenwelt aufbau-
en: Sie haben ihre Funktion und ihre berechtigte Anwen-
dung lediglich innerhalb der Erfahrungswissenschaft
selbst. Diese ihre Begrenzung ist es, die ihnen ihre Realitét
sichert. In diesem Sinne hat Kant den >obersten Grundsatz
aller synthetischen Urteile« formuliert: -Die Bedingungen
der Moglichkeit der Erfahrung iberhaupt sind zugleich
Bedingungen der Moglichkeit der Gegenstéinde der Erfah-
rung und haben darum objective Giltigkeit in einem syn-
thetischen Urtheile a priori< (B 197)« (Cassirer, 1907, 43).

Letztendlich dient Russells Grundlegung des Zahlbe-
griffs genau demselben Anliegen. Schliefllich ist daran zu
erinnern, dafl Russell bereits 1912 in seinen »Problems of
Philosophy« ein fundamentales epistemologisches Prinzip
formuliert hat, das stark an Kants Betonung der Un-
verzichtbarkeit der Anschauung erinnert. Es heif3t dort:
»Das Grundprinzip fiir die Analyse von Sitzen, in denen
Beschreibungen vorkommen, lautet also: Jeder Satz, den
wir verstehen konnen, muf} vollstidndig aus Bestandteilen
zusammengesetzt sein, die uns bekannt sind.« Bekannt-
schajt (acquaintance) ist hier im Gegensatz zu Beschrei-
bung zu verstehen (Russell, 1967, 53).

Nur vertritt Russell, anders als Kant, eine abstraktive
und keine konstruktive Theorie des Begriffs, so daf3 an die
Stelle der Formen der reinen Anschauung jetzt das Axiom
der Unendlichkeit tritt, d.h. die Annahme, daf} die Welt
aus unendlichen Mengen und Mengen von Mengen usw. be-
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steht und die mathematischen Begriffe wie die empiri-
schen abstraktiv konstituiert werden kénnen. Wie Kant
mochte Russell a priori die Anwendbarkeit der mathemati-
schen Begriffe und Urteile bestimmen, auch wenn er dabei
im Gegensatz zu Kant nicht konstruktiv-genetisch an die
Mathematik herangeht, sondern aus abstraktiver und logi-
scher Perspektive.

Und sosehr Russell auch immer wieder Kant kritisiert,
weil derselbe einen zu starken Gebrauch von der Anschau-
ung macht und zu wenig in die Logik und die logische Ana-
lyse eintritt, so treffend kann man andererseits, wie oft ge-
schehen, Russells Philosophie durch die Formulierung »von
Kant und zu Kant zuriick« kennzeichnen. Ist nicht schlief3-
lich die Idee der Menge in der Russell-Cantorschen Mathe-
matikauffassung nur das Substitut fiir den Raum? Sind
nicht sogar die mengentheoretischen Modelle, die die axio-
matische Mathematik ergénzen, in einer dhnlichen Weise
zu verstehen, wie die geometrische Anschauung in ihrem
Verhiltnis zu Euklids Axiomatik zu verstehen war? Ist das
Unendliche nicht nur ein Wort, welches wir operativ durch
die Annahme bestimmter GesetzmaBigkeiten mit mathe-
matischer Bedeutung fiillen?

Insbesondere Peanos fiinftes Axiom, das Axiom der voll-
standigen Induktion, gehort nicht der Logik im eigentli-
chen Sinne an (Pradikatenlogik erster Stufe) und 1468t sich
auch nicht (was Thoralf Skolem erst 1934 bewiesen hat)
durch logische Axiome ersetzen (selbst durch unendlich
viele nicht). Bereits um 1900 hatten Mathematiker, wie
Poincaré beispielsweise, dieses Axiom als Hinweis auf den
synthetischen Charakter der Arithmetik im Sinne Kants
gedeutet. Russell betrachtet Poincarés Ansichten als Irr-
tum, denn »die mathematische Induktion ist eine Defini-
tion und kein Prinzip. Es gibt gewisse Zahlen, fiir die sie
gilt, und andere [...] fiir die sie nicht gilt. Wir definieren die
snatiirlichen Zahlen« als diejenigen, auf die man die mathe-
matische Induktion bei Beweisen anwenden kann, d.h. als
diejenigen die alle induktiven Eigenschaften besitzen«



