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1 Einleitung

Aufgabe jeder Versicherung ist es ausreichende Riickstellungen zu bilden um allen
Versicherungsanspriichen in der Zukunft nachkommen zu kénnen. Dazu werden
stochastische Modelle fiir Schadensfille herangezogen, auf deren Basis berechnet
wird, welche Riickstellungen notig sind um mit einer vorgegebenen Mindestwahr-
scheinlichkeit alle Anspriiche in der Zukunft decken zu konnen. In der Lebensver-
sicherung ist die Berechnung der nétigen Riickstellungen ein besonders schwieri-
ges Unterfangen. Der Hauptgrund ist die lange Laufzeit und die Komplexitit der
Vertrige.

1.1 Problemstellung

Im Rahmen der Solvency II Richtlinie (EIOPA (2009)) ist jede Versicherung dazu
verpflichtet ihr Risikokapital entsprechend dem Solvency Capital Requirement,
kurz SCR, zu ermitteln um sicher zu stellen, dass das Unternehmen durch ausrei-
chende Riickstellungen solvent bleibt. Das SCR ist definiert als das 0,5%-Quantil
(Value-at-Risk) des Marktwerts der Basiseigenmittel (engl. Basic Own Funds,
kurz BOF) in einem Jahr unter dem reellen Wahrscheinlichkeitsmaf} (vgl. EIOPA
(2014, S. 7)). Die Basiseigenmittel sind das Kapital, das der Versicherung
nach Abzug aller Verpflichtungen an Versicherungsnehmer und Glédubiger zur
Verfiigung steht. Eine detaillierte Beschreibung der BOF findet man u.a. in GDV
(2007) und Oehlenberg u. a. (2011).

Im Jahr 2008 verdffentlichte das CFO Forum, ein Forum aus Mitgliedern der
groflten europdischen Versicherungskonzerne, das Konzept des Market Con-
sistent Embedded Value (MCEV) zum Ziel ,einer methodisch fundierten, iiber
Unternehmensgrenzen hinweg vergleichbaren und aussagekriftigen Messung der
Ertragskraft einzelner Versicherungsvertrige sowie gesamter Bestdnde* (siehe
Becker u.a. (2014)). Der MCEV wurde zur Bestimmung der BOF im Rahmen
einer Marktwertbilanz angepasst (sieche Wilson (2015)). In Bauer u. a. (2012) wird
erwihnt, dass der Unterschied zwischen dem MCEYV und den BOF nur sehr gering
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2 1 Einleitung

ist und daher der MCEV im Rahmen akademischer Arbeiten stellvertretend fiir
die BOF verwendet werden kann. Die Autoren Ozkan u. a. (2011) verwenden gar
direkt den Begriff MCEV anstatt der BOF. Die BOF entsprechen also in etwa dem
MCEV. Jedoch sollte darauf hingewiesen werden, dass der MCEV im Gegensatz
zu den BOF urspriinglich nicht zur Festsetzung der Hohe des SCR eingefiihrt
wurde. Er dient mehr als Maf} des Wertes einer Lebensversicherung aus Sicht des
Aktionirs und nicht der Festsetzung von notigen Riickstellungen zum Schutz der
Versicherungsnehmer.

In einer vereinfachten Marktwertbilanz (siehe z.B. Abb. 1.1) ergeben sich die BOF
aus dem Marktwert der Anlagen des Unternehmens abziiglich der Technical Pro-
visions, die der Deckung aller Verpflichtungen gegeniiber Vertragsnehmern dient.
Genauer ausgedriickt entsprechen die Technical Provisions genau dem Preis, den
das Unternehmen zahlen miisste, wenn es alle Rechte und Verpflichtungen aus
abgeschlossenen Vertrigen an eine andere Versicherung iibertragen wiirde (siehe
CEIOPS (2009)). Die Technical Provisions setzen sich im Wesentlichen aus dem
Best Estimate of Liabilities und einem Risk Margin zusammen. Der Best Estimate
of Liabilities entspricht dem heutigen Marktwert aller Verpflichtungen an Versi-
cherungsnehmer. Dabei werden nur bereits abgeschlossene Vertrige beriicksich-
tigt, nicht jedoch zukiinftige Vertriige. Der in Solvency II geforderte Risk Margin
soll einen Puffer bieten, der es einer anderen Versicherung oder einer Riickversi-
cherung ermoglichen soll, die Verpflichtungen im Falle der Insolvenz tibernehmen
zu konnen. Eine derartige vereinfachte Bilanz ist in Abb. 1.1 abgebildet. Ich fas-
se im Folgenden zur Vereinfachung den Risk Margin und den Best Estimate of
Liabilities kurz als Liabilities zusammen, da in dieser Arbeit nur die Aufteilung
zwischen den Geldfliissen an Versicherungsnehmer und den Geldfliissen an Aktio-
nére von Bedeutung ist.

Um die Wahrscheinlichkeitsverteilung und damit den Value-at-Risk des zukiinf-
tigen Marktwerts (vgl. Abb. 1.2) der BOF zu bestimmen, ist es also erforderlich
sowohl den zukiinftigen Marktwert der Aktiva als auch den zukiinftigen Markt-
wert der Liabilities des Unternehmens, bedingt auf die 6konomische Entwicklung
in der Zukunft, zu berechnen. Die Aktiva des Unternehmens sind zu jedem Zeit-
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Aktiva Passiva

Surplus Own Funds

Risk Margin

Best Estimate
Liabilities

Liabilities

Technical Provisions

Abbildung 1.1: Die BOF in der Bilanz eines Versicherungsunternehmens (vgl. Reynolds (2015)).

punkt leicht zu bewerten, da sie iiblicherweise bereits aus handelbaren Finanz-
instrumenten bestehen, fiir deren Bewertung analytische Formeln oder effiziente
numerische Algorithmen bekannt sind. Anders verhilt es sich bei den Liabilities.
In Vertriagen der Lebensversicherung befinden sich Risikofaktoren, die vom Markt
nicht abgebildet werden. Dazu gehoren zum Beispiel Sterblichkeit und friihzei-
tige Verkaufsoptionen, aber auch die Linge der laufenden Vertrige. Laufzeiten
von bis zu vierzig Jahren sind durchaus tiblich. Es gibt jedoch kaum Produkte
am Finanzmarkt, die eine dhnliche Laufzeit haben, was eine marktkonsistente Be-
wertung deutlich erschwert. Hinzu kommt die Komplexitit der Vertrige. Versi-
cherungsnehmer werden héufig an den Gewinnen des Unternehmens beteiligt und
erhalten einen jahrlichen Garantiezins, der nicht unterschritten werden darf. Diese
Kreditierung erzeugt Auszahlungsprofile der Vertriage, welche die Berechnung der
Riickstellungen mit analytischen Methoden aussichtslos macht. Damit ist selbst
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die Bewertung der heutigen BOF nicht trivial. Fiir die Bestimmung der zukiinfti-
gen Verteilung ist also ein geschickter Losungsansatz unumginglich.

V‘

—— 0,5 % Quantil

Entwickluna nach einem Jahr

Heute 1 Jahr

\ J
|

Szenarien unter reellem W-Maf3 P

Abbildung 1.2: Idealerweise kennt man den marktkonsistenten Wert der BOF in einem Jahr fiir jedes
beliebige Szenario und liest das 0,5%-Quantil ab.

1.2 Losungsansitze

In der akademischen Forschung ist man darauthin zunehmend auf Monte-Carlo
Methoden aufmerksam geworden. Bei der klassischen Monte-Carlo Simulation
werden fiir die Bewertung Verlaufspfade der zukiinftigen Auszahlungen an
Versicherungsnehmer (Liability Cash-Flows) unter Verwendung eines risiko-
neutralen Wahrscheinlichkeitsmales erzeugt. Aus diesen Pfaden wird dann durch
Mittelung approximativ der marktkonsistente Wert berechnet (siehe Abb. 1.3).

Grosen u. Jgrgensen (2000) sind einer der Vorreiter in der Bewertung von Lebens-
versicherungen iiber Monte-Carlo Simulation. Sie formulieren ein zeitstetiges
Finanzmarktmodell und eine an die Praxis angelehnte Kreditierungsstrategie der
Versicherungsvertrage. Darauthin simulieren sie risikoneutrale Verlaufspfade
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eines Vertrags und bestimmen den Wert des Vertrags durch Mittelung. Es ist
nicht ihr Ziel die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Marktwertes in einem Jahr
zu bestimmen. Thr Augenmerk liegt vorwiegend auf der Untersuchung von
Sensitivititen des Vertrags beziiglich diverser Markt- und Kreditierungsparameter.
Allerdings ist ihr Modell zur Kreditierung der Vertrige ein Novum, da es die
Gewinnbeteiligung der Versicherungsnehmer an den Gewinnen des Unternehmens
einbezieht, ein Merkmal, welches in aktuellen Vertrdgen iiblich ist. Dementspre-
chend wird es zur weiteren Analyse von Lebensversicherungen verwendet, wie
z.B. in Bacinello (2001), Hansen u. Miltersen (2002) oder Schmeiser u. Wagner
(2013).

Eine naheliegende Methode die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Marktwertes
in einem Jahr zu bestimmen, wére zunéchst einjdhrige Szenarien unter dem reel-
len Mal} zu generieren (duBlere Szenarien) und fiir jedes dieser Szenarien durch
Monte-Carlo Simulation (innere Szenarien) den marktkonsistenten Wert zu be-
stimmen (vgl. Abb. 1.3). Ein solches Vorgehen nennt man Nested Monte-Carlo
Verfahren. Das risikoneutrale Mafl Q zur Erzeugung der inneren Szenarien ist da-
bei vom duleren Szenario unabhingig. Es wird nicht fiir jedes duflere Szenario
i ein risikoneutrales Mall Q; neu kalibriert sondern basierend auf den heutigen
Marktdaten ein festes Q fiir den gesamten Zeithorizont bestimmt. Die Erzeugung
solcher Szenarien ist jedoch auf Grund der groBen Anzahl an Risikofaktoren und
der bereits erwidhnten komplexen Struktur der Vertrage numerisch sehr aufwindig.
Fiir das Nested Monte-Carlo Verfahren miissen viele Szenarien generiert werden,
was diese Methode numerisch ineffizient macht. Dies wird mitunter in der Arbeit
von Bauer u. a. (2010) deutlich. Zur Bewertung einer amerikanischen Option mit
einer Laufzeit von zehn Jahren, erzeugen sie Verlaufspfade der Marktrisikofakto-
ren mit einer Baumstruktur. Die Berechnung des Marktwerts der Option erfolgt
dann durch Riickwértsinduktion. Bei 5000 Trinomialbdumen, was einem Simula-
tionsaufwand von insgesamt 5000 x 310 ~ 300 Millionen Szenarien entspricht, er-
halten sie fiir den Wert der Option relative Schitzfehler von iiber 2%. Die Berech-
nung der Schitzer dauert mehr als 11 Minuten. Bei einer Anwendung auf Vertréige
in der Lebensversicherung wére dieser Nachteil noch schwerwiegender, da durch
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die Komplexitit und Dauer der Vertrige die Erzeugung von 1000 Verlaufspfaden
der Liability Cash-Flows bereits etwa 10 Minuten erfordert. Daher sind alternative
Monte-Carlo Verfahren untersucht worden.

Nested Monte Carlo Verfahren

AuRere Szenarien

=
©
e
1S
2
[}
=
[&) >
g >
g
=]
x
]
=
c
g
Heute 1 Jahr T
\ Y J
Reelles MaR P Risikoneutrales MaR Q

Abbildung 1.3: Fiir jedes generierte einjahrige Anfangsszenario werden risikoneutrale Szenarien
generiert und der marktkonsistente Wert approximativ durch Mittelung bestimmt.
steht fiir die kumulierten Auszahlungen des Unternehmens an die
Versicherungsnehmer.

Bergmann (2011) erwihnt in ihrer Arbeit das stochastische Gitter Verfahren von
Broadie u. Glasserman (2004). Fiir die Umsetzung dieses Verfahrens wird jedoch
die Kenntnis der Ubergangsdichten aller Risikofaktoren bendtigt. Diese sind in
der Praxis nicht bekannt. Der Versicherung stehen zur Berechnung oft nur soge-
nannte ,,ESG* Dateien zur Verfiigung. Diese Dateien enthalten lediglich simulierte
Szenarien der Geldfliisse aus Verpflichtungen, nicht jedoch die Zustéinde der Ri-
sikofaktoren. Fiir eine Anwendung des Gitter Verfahrens wiren deutlich reichhal-
tigere Informationen mit Einbezug von Ubergangswahrscheinlichkeiten notwen-
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dig. Versicherungen verwenden jedoch bis zu 300 Risikofaktoren, von denen viele
stochastische Abhéngigkeiten aufweisen. Fiir die Berechnung einer gemeinsamen
Dichte wiirde bei dieser Dimension eine gewaltige Datenmenge erforderlich sein,
die iibliche Hardwarekapazititen iibersteigt. Nach bestem Wissen gibt es bisher
keine Anwendung dieses Verfahrens in der Berechnung der BOF.

Eine Vielzahl von Autoren setzt dagegen das bekannte Least Square Monte-Carlo
(LSMC) Verfahren ein, das von Longstaff u. Schwartz (2001) verwendet worden
ist um amerikanische Optionen zu bewerten. Die Schwierigkeit bei der Bewertung
amerikanischer Optionen besteht darin, einen bestimmten bedingten Erwartungs-
wert in jedem Zeitpunkt und in jedem Szenario zu bestimmen. Das Nested Monte-
Carlo Verfahren ist dafiir unbrauchbar, da die Anzahl an benétigten Szenarien ex-
ponentiell mit der Anzahl der Zeitschritte wiachst. Das LSMC Verfahren umgeht
diesen numerischen Aufwand, indem ausschlieBlich unverzweigte Verlaufspfade
erzeugt werden. Fiir jeden Zeitpunkt wird mit Hilfe einer Linearkombination ge-
eignet gewihlter Basisfunktionen versucht, den bedingten Erwartungswert in je-
dem Knoten moglichst genau zu approximieren. Die Approximation erfolgt dabei
iiber die Methode der kleinsten Quadrate.

Ahnlich wie bei amerikanischen Optionen muss auch die Versicherung den Markt-
wert der Liability Cash-Flows in einem Jahr, also auch einen bedingten Erwar-
tungswert, in jedem Szenario bestimmen. Analog erzeugt man hier fiir jedes ein-
jahrige reelle Anfangsszenario einen fortfithrenden Pfad unter dem risikoneutra-
len MaB (siehe Abb. 1.4). Zum LSMC Verfahren findet man eine grofle Auswahl
an Literatur. Abgesehen von Longstaff u. Schwartz (2001) wird die Methode un-
ter anderem von Tsitsiklis u. van Roy (2001), Glasserman u. Yu (2004), Stentoft
(2004), Egloff u. a. (2007), Beutner u. a. (2013) und Zanger (2016) zur Bewertung
von amerikanischen Optionen verwendet. In Andreatta u. Corradin (2003), Baione
u.a. (2006), Bernard u. Lemieux (2008) und Bauer u.a. (2010) findet man An-
wendungen des LSMC Verfahrens auf die Bewertung der Liability Cash-Flows.
Im bereits erwidhnten Simulationsbeispiel bendtigen Bauer u.a. (2010) mit dem
LSMC Verfahren fiir einen relativen Schitzfehler von weniger als 0,2% nur etwa
24 Sekunden. Verglichen mit dem Nested Monte-Carlo Verfahren ist das LSMC
Verfahren damit klar iiberlegen.
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Bei Versicherungen ist das Least Square Monte-Carlo Verfahren nicht beliebt.
Stattdessen hat sich eine dritte Monte-Carlo Methode etabliert, welche das The-
ma meiner Dissertation ist - replizierende Portfolios.

Least Square Monte Carlo Verfahren

AuRere Szenarien

=
N

Heute 1 Jahr T
\
|

Reelles MaR P Risikoneutrales MaR Q

Entwickluna nach einem Jahr

Abbildung 1.4: Fiir jedes generierte einjahrige Anfangsszenario wird ein (oder nur wenige) risiko-
neutrales Szenario generiert. Der Marktwert der BOF in einem Jahr wird durch eine
Linearkombination von in einem Jahr messbaren Basisfunktionen approximiert. Es
wird also in den einjihrigen Szenarien regressiert. Die Regression erfolgt durch die
Methode der kleinsten Quadrate.

1.3 Losung iiber replizierende Portfolios

Pelsser (2003) fiihrte riickblickend vermutlich als Erster die Idee ein, das Profil
der Liability Cash-Flows mit einem statischen Portfolio aus Finanzinstrumenten
zu replizieren. Er betrachtet einen Lebensversicherungsvertrag mit Gewinnbetei-
ligung und Garantiezins und versucht dessen Cash-Flow Profil durch ein Portfolio
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aus Vanilla Swaptions nachzubilden. Dadurch gelingt ihm eine bemerkenswert
gute Anndherung an den Marktwert und die Cash-Flows des Vertrags.

Das Konzept das Auszahlungsprofil eines Wertpapiers mit Finanzinstrumenten dy-
namisch zu replizieren ist in der Finanzmathematik bekannt. In ihrem beriihmten
Paper fiihren Black u. Scholes (1973) einen vollstindigen Markt ein und beweisen,
dass jedes Auszahlungsprofil durch eine dynamische Delta-Hedging-Strategie
perfekt nachgebildet werden kann. Dieses Ergebnis ist daraufhin ausgiebig in
der Literatur zur Bewertung angewendet worden (siehe z.B. Cox u. Ross (1976)
oder Leland (2001)). Das hat Pelsser (2003) motiviert, die Replikationstheorie in
der Bewertung von Optionen mit Garantieverzinsung, wie sie typischerweise als
Vertrdge in der Lebensversicherung angeboten werden, einzusetzen. Tatsdchlich
ist Pelssers Replikation zum Zweck des Bilanzstrukturmanagement gedacht
mit dem Ziel das Zinsrisiko abzusichern. Er argumentiert, dass der Einsatz
von dynamischen Delta-Hedging-Strategien fiir Optionen mit langer Laufzeit
in der Praxis inadidquat sei. Zum Einen konnten diese Strategien sogenannte
,Jbeedback-Loops* hervorrufen. Mit der Zeit miissten Versicherungen zunehmend
groBBe Positionen im Portfolio umschichten um delta-neutral zu bleiben bis zu
dem Grad, dass diese Umschichtungen den Preis der Anlagen beeinflussten. Diese
Preisinderungen wiirden fiir die Delta-Neutralitit wiederum eine Umschichtung
erfordern, was der Anfang einer gefihrlichen Spirale bedeute. Zum Anderen seien
die Transaktionskosten einer Hedging Strategie iiber einen langen Zeithorizont
sehr grof3. Daher schlégt er vor statisch zu replizieren.

Diese Idee der Replikation wurde erst spéter durch Oechslin u. a. (2007) erstmalig
im Risikomanagement der Lebensversicherung verwendet.

Die zu Grunde liegende Idee der Replikation zur Bewertung von Versicherungs-
vertrigen ist einfach. Man versucht mit einer bestimmten Anzahl an ausgewéhlten
leicht bewertbaren Finanzinstrumenten iiber ein Optimierungsproblem ein
Portfolio zu erstellen, dessen Cash-Flow Profil dem der Liabilities moglichst
nahe kommt. Da die Aktiva bereits aus einem Portfolio aus Finanzinstrumenten
bestehen, reicht es lediglich die Cash-Flows der Liabilities nachzubilden. Ist die
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Ahnlichkeit zwischen den Cash-Flow Profilen gro3 genug, sollte sich zu jedem
Zeitpunkt und in jedem Szenario der Marktwert der Liability Cash-Flows mit
dem Wert des Portfolios abschitzen lassen. Der Vorteil besteht darin, dass die
Bewertung von Finanzinstrumenten mithilfe analytischer Formeln und effizienter
numerischer Methoden vergleichsweise einfach ist. Es ist jedoch mafgeblich wel-
che Kriterien angesetzt werden um zu entscheiden wann zwei Cash-Flow Profile
ausreichende Ahnlichkeit besitzen. Dabei muss im Auge behalten werden, welches
Ziel mit der Replikation angestrebt wird. In Kapitel 3 werde ich die tatsichliche
ZielgroBe des Versicherers klar definieren und zeigen, dass Replikation der Liabi-
lity Cash-Flows tatsdchlich geeignet ist um ihren Marktwert gut zu approximieren.

Das Verfahren der Replikation ist dem Least Square Monte-Carlo Verfahren &hn-
lich. Wieder werden tiber Monte-Carlo Simulation unverzweigte Verlaufspfade er-
zeugt und die Cash-Flow Profile verglichen. Allerdings wird nicht in den einjih-
rigen Szenarien regressiert, sondern typischerweise die abdiskontierten Terminal
Values zum Ende des Zeithorizonts! (siche Abb. 1.5). Glasserman u. Yu (2004)
untersuchen den Unterschied zwischen der Regression zu fritheren (Regress-Now)
und spiteren Zeitpunkten (Regress-Later) im Rahmen der Bewertung amerika-
nischer Optionen. Ublicherweise wird die Regress-Now Variante als klassisches
Least Square Monte-Carlo Verfahren betitelt, da es so von Longstaff u. Schwartz
(2001) verwendet wurde. Es stellte sich heraus, dass Regression zum spiteren
Zeitpunkt mit hoherem Bestimmtheitsmal R” und kleineren Kovarianzen der re-
sultierenden Schitzer einhergeht. Beutner u. a. (2013) zeigen, dass replizierende
Portfolios der Regress-Later Variante in Glasserman u. Yu (2004) entsprechen.

Lange gab es keine theoretischen Resultate beziiglich replizierender Portfolios.
Erst in den letzten Jahren haben Beutner u. a. (2015), Pelsser u. Schweizer (2016)
und Beutner u. a. (2013) in einer Reihe von Publikationen einen groen Beitrag zur
mathematischen Fundierung replizierender Portfolios geleistet. Sie analysieren
detailliert den Unterschied zwischen dem Least Square Monte-Carlo Verfahren
und replizierenden Portfolios und kommen zu dem Schluss, dass replizierende

1 Beim Cash-Flow-Matching, das ich spiter einfithren werde, wird mithilfe einer festgelegten Ziel-
funktion iiber alle Zeitpunkte regressiert an denen Cash-Flows stattfinden



