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EINLEITUNG DES HERAUSGEBERS

»Meine Anstrengungen, tlber das ins Klare zu kommen, was
man Zahl nennen will, haben zu einem Miferfolge gefithrt“, no-
tiert Frege am 23. Miarz 1924 in sein Tagebuch. Dieser Miflerfolg,
den Frege durch die Herleitung der Zermelo-Russellschen Antino-
mie (s. u.) in seinem ausgearbeiteten System bestitigt sah, mufite
in fehlerhaften Annahmen des Fregeschen Systems seine Griinde
haben. Der wohl aus Freges letztem Lebensjahr stammende, frag-
mentarisch gebliebene Neue Versuch der Grundlegung der Arithmetik be-
fafit sich mit solchen Griinden und enthilt als vorausgeschicktes
Fazit gleich zu Beginn zwei Selbstberichtigungen Freges:

,»Ich habe die Meinung aufgeben miissen, dafl die Arithmetik
ein Zweig der Logik sei und dafl demgemaf in der Arithmetik
alles rein logisch bewiesen werden miisse. Zweitens habe ich
die Meinung aufgeben miissen, daf die Arithmetik auch der
Anschauung keinen Beweisgrund zu entnehmen brauche®
(NSchrWB I, 298).
Ganz bewufit lehnt sich die Formulierung dieser Sitze an den An-
fang der Einleitung zu den Grundgesetzen der Arithmetik an, wo Frege
geschrieben hatte:
»In meinen Grundlagen der Arithmetik habe ich wahrscheinlich
zu machen gesucht, dass die Arithmetik ein Zweig der Logik
sei und weder der Erfahrung noch der Anschauung irgend-
einen Beweisgrund zu entnehmen brauche“ (GGA I, 1).
Welche Revolution in Freges Denken die Zuriicknahme seines logi-
zistischen Programms, die Arithmetik allein mit Mitteln der Logik
zu begriinden, bedeutete, kann man erst verstehen, wenn man sich
die Hintergriinde, die Ziele und die Hauptschritte dieses Pro-
gramms vor Augen fiihrt. Geschieht dies anhand der Grundlagen, so
wird zugleich deutlich, weshalb wir heute trotz der Unerreichbar-
keit des Fregeschen Ziels auf dem von ihm gewahiten Wege zu den
klassischen Lehrstiicken philosophischer Analyse gerade Freges
Grundlagen der Arithmetik rechnen, deren fiir die Centenarausgabe
(1986) kritisch durchgesehener und kommentierter Text hier in ei-
ner Studienausgabe zugéinglich gemacht wird. '



X1V Christian Thiel
1. Ziele der Grundlagen der Arithmetik

Friedrich Ludwig Gottlob Frege (* 8. 11. 1848 in Wismar, T26.7.
1925 in Bad Kleinen) studierte zunéchst in Jena und dann in Got-
tingen, wo er 1873 aufgrund seiner Dissertation {iber ein geometri-
sches Thema promoviert wurde. Schon 1874 habilitierte er sich fiir
Mathematik an der Universitit Jena, deren Lehrkérper er von da
an bis zu seinem Riicktritt vom Lehramt im Jahre 1918 angehorte.
Seine drei Buchveréffentlichungen - die Begriffsschrift 1879, Die
Grundlagen der Arithmetik 1884 und Grundgesetze der Arithmetik 1 1893,
IT 1903 - markieren drei aufeinanderfolgende, jeweils das bis dahin
Erreichte in der Darstellung verbessernde und inhaltlich weiterfiih-
rende Schritte auf dem Weg des obengenannten logizistischen Pro-
gramms. In der Begriffsschrift wollte Frege ,versuchen, wie weit
man in der Arithmetik durch Schlisse allein gelangen kénnte, nur
gestiitzt auf die Gesetze des Denkens, die iber allen Besonder-
heiten erhaben sind“ (BS IV), wobei er ,,zuerst den Begriff der An-
ordnung in einer Reihe auf die logische Folge zurickzufithren
suchte, um von hier aus zum Zahlbegriff fortzuschreiten. Damit
sich hierbei nicht unbemerkt etwas Anschauliches eindriangen
konnte, musste Alles auf die Liickenlosigkeit der Schlusskette an-
kommen* (ibid.). Garantieren sollte diese Lickenlosigkeit, auf der
Basis eines zweidimensionalen Notationssystems fiir die logischen
Grundbegriffe und Verkniipfungen (z. B. ,,nicht“, ,und“, ,,wenn
...,dann ---%, alle ... sind ---“, ,manche ... sind ---“), ein
von Frege ohne jedes historische Vorbild geschaffener Logikkalkiil,
die ,,technische“ Manifestation eines axiomatischen Aufbaus der
heute so genannten klassischen Aussagen- oder Junktorenlogik so-
wie (stufenunabhangig) der klassischen Pradikaten- oder Quanto-
renlogik. Technisch weiter verbessert und um die ,,Logik*“ der Be-
griffsumfiange oder Mengen erweitert liegt dieses begriffsschrift-
liche System auch Freges Hauptwerk, den Grundgesetzen der Arithme-
tik zugrunde. Frege Gibernimmt hier in begriffsschriftlicher Fassung
die Definitionen der arithmetischen Grundbegriffe und -beziehun-
gen, die er 1884 in Die Grundlagen der Arithmetik gegeben hatte - dort
noch ohne symbolische Einkleidung und damit den esoterischen
Charakter, der die anderen beiden Werke bis heute einem breiteren
philosophischen Publikum unzuginglich erscheinen 1aft.



Einleitung XV

Uber die Ziele des Buches hat sich Frege deutlich ausgesprochen:
Es sollte einen mathematischen Beitrag liefern, indem die zeitgendssi-
schen Bemiihungen um eine strengere Begriindung der Mathema-
tik durch genauere Analyse ihrer Begriffe und Zuriickfiihrung ihrer
Satze auf wenige tiberschaubare Axiome um eine Analyse der Be-
griffe und Satze der Arithmetik erweitert wurde, bis zu denen das
sog. ,,Arithmetisierungsprogramm® der Analysis bereits zuriickge-
gangen war. Es sollte aber auch einen philosophischen Beitrag leisten
und die Frage ,,nach der apriorischen oder aposteriorischen, der
synthetischen oder analytischen Natur der arithmetischen Wahr-
heiten“ (GLA 3) dadurch einer Beantwortung naherbringen, dafl
die Frage entschieden wird, ob der Anzahlbegriff durch einfachere
Begriffe definiert werden kénne oder nicht. ', Das soll die Aufgabe
dieses Buches sein“ (ibid.).

2. Hauptprobleme und Inhalt der Grundiagen

Frege gibt in den Grundlagen der Arithmetik eine Definition des An-
zahlbegriffs, in deren Definiens allein Begriffe der Logik vorkom-
men (so wie Frege deren Bereich abgrenzt; nach heutiger Sicht-
weise und Terminologie definiert er die Anzahl durch Begriffe der
elementaren Mengenlehre). Damit beantwortet er die Frage nach
der Natur der arithmetischen Wahrheiten im Sinne ihres analyti-
schen Charakters.

Fiir diese Antwort aber, die erst im letzten Drittel der Grundlagen
erfolgt, miissen Vorbereitungen getroffen werden, und Frege rech-
net zu diesen offenbar auch die umfassende, die erste Hilfte des
Buches fiillende Zusammenstellung und Kritik von ,,Meinungen
von Philosophen und Mathematikern iber die hier in Betracht
kommenden Fragen“ (GLA IV). Von Philosophen und Mathemati-
kern - denn schon in der Einleitung weist Frege die Untersuchung
des Zahlbegriffs der Mathematik und der Philosophie als gemein-
same Aufgabe zu und vermutet, dafl die zur Losung notige Zusam-
menarbeit beider Wissenschaften durch das ,,Ueberwiegen psycho-
logischer Betrachtungsweisen in der Philosophie, die selbst in die
Logik eindringen“ (GLA V), behindert werde. So erklért sich auch
der erste der drei ,,Grundsétze“, von denen Frege sagt, daf er sie
bei den Untersuchungen in den Grundlagen konsequent festgehalten
habe (GLA X):



XVI Christian Thiel

1. ,,es ist das Psychologische von dem Logischen, das Subjective
von dem Objectiven scharf zu trennen®.
Natiirlich ist mit der Formulierung nicht gemeint, daf alles Objek-
tive logisch und alles Subjektive psychologisch sein mufite, gemeint
ist vielmehr, dafl das Psychologische als etwas das rein Subjektive
Betreffendes vom Logischen als einem etwas rein Objektives Be-
treffenden getrennt werden sollte (vgl. auch § 93);
2. ,,nach der Bedeutung der Woérter muss im Satzzusammen-
hange, nicht in ihrer Vereinzelung gefragt werden* -
eine nicht unumstrittene, da oft (z. B. in der gegenwértigen analy-
tischen Philosophie) tiberinterpretierte Stelle, die wichtig wird bei
der Fregeschen Analyse des Sinnes der Zahlwoérter in Satzen, in
denen eine Zahlangabe erfolgt (vgl. § 60);
3. ,der Unterschied zwischen Begriff und Gegenstand ist im
Auge zu behalten“ -
ein Unterschied, der ebenfalls fiir die Analyse der Zahlangabe von
Wichtigkeit ist, weil eine Zahl fiir Frege ,eben dadurch, dass
sie nur einen Theil der Aussage [sc. des Pradikats, das bei einer
Zahlangabe von einem Begriff ausgesagt wird, C.T.] bildet, als
selbstandiger Gegenstand“ erscheint (GLA 68, vgl. auch allgemei-
ner §§ 57ff. und fiir eine weitere Anwendung des Grundsatzes
§ 97).

N )ach den ersten vier Paragraphen, welche Motivation und Ziel-
setzung des Buches darlegen, erortert Frege in Teil I ,,Meinungen
einiger Schriftsteller iiber die Natur der arithmetischen Satze®, wo-
bei er sich sowohl von Kants Auffassung dieser Satze als zwar aprio-
ri, aber synthetisch, als auch von J. S. Mills empiristischer Auffas-
sung der arithmetischen Wahrheiten in detaillierter Kritik absetzt.
In Teil II, ,,Meinungen einiger Schriftsteller iber den Begriff der
Anzahl“, wendet er sich zunéchst gegen die (aufgrund der Verwen-
dungsweise der Zahlwoérter in der Sprache ,,in adjectivischer Form
und in attributiver Verbindung“ (GLA 27) naheliegende Gleich-
stellung der Zahlworter mit Eigenschaftswortern wie ,hart®,
»schwer® usw. Dafl die Zahl nicht den einzelnen gezihlten Dingen
als ihre Eigenschaft zukommen kénne, zeigt sich nach Frege daran,
dafl man doch ,,in einem ganz andern Sinne von 1000 Blattern als
von griinen Blattern des Baumes“ spreche - ,,die griine Farbe legen
wir jedem Blatte bei, nicht so die Zahl 1000“ (GLA 28).

Nicht weniger fehlerhaft wire es jedoch, die Zahl nun als etwas
Subjektives anzusehen:



