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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit widmet sich der systematischen Betrachtung der Stabili-
tétsanalyse sowie dem Regelungsentwurf, einerseits von linearen und andererseits
von nichtlinearen Systemen. Dabei werden sowohl numerische als auch algebraische
Ansiitze untersucht.

Den Ausgangspunkt stellen dabei Lyapunov’s direkte Methode und deren Erwei-
terungen dar. Diese erméglichen Formulierungen zur Uberpriifung von Stabilitét,
Eingangs-Zustands-Stabilitit, sowie inkrementelle Stabilitétseigenschaften. Auf deren
Grundlage werden Bedingungen angegeben, die eine systematische Uberpriifung zum
einen mit Quadratsummenzerlegung und zum anderen mit Methoden der Quantore-
nelimination ermdglichen. Dazu werden die jeweiligen Begrifflichkeiten und Ansétze
eingefiihrt.

Bei der Quadratsummenzerlegung wird anstatt einer Definitheitspriifung versucht,
den polynomialen Ausdruck in eine Summe von Quadraten zu zerlegen. Damit geht
die positive Semidefinitheit des Ausdruckes einher. Diese Zerlegung ldsst sich in ein
semidefinites Programm tiberfithren und numerisch 16sen.

Grundidee der Quantorenelimination ist es, quantifizierte Ausdriicke in ein quanto-
renfreies Aquivalent umzuformen. Somit kénnen die Parameterkonstellationen ermit-
telt werden, welche ein System mit den jeweiligen Eigenschaften ergeben.

Da die beiden Herangehensweisen lediglich die Betrachtung polynomialer System-
beschreibungen erlauben, wird eine Prozedur zur rationalen Umformung vorgestellt.
Diese ermoglicht es durch Dimensionserhohung und zusétzliche Nebenbedingungen,
eine Vielzahl von nicht-polynomialen Systemen in addquate polynomiale Beschreibun-
gen zu iberfithren. Allerdings miissen dabei die sich aus dem Umformungsprozess
ergebenden Nebenbedingungen beriicksichtigt werden.

Weiterhin wird ein Parameterraumverfahren zur Stabilitéitsiiberpriifung linearer
Systeme vorgestellt. Dies ermdoglicht es, einfache Stabilitdtsbedingungen basierend
auf der Lyapunov-Gleichung zu formulieren. Mit diesem Ansatz kann die Menge aller
stabilisierenden Parameter bestimmt werden. Es wird dargestellt, wie dieser Ansatz
auf Basis von Ersatzmatrizen erweitert werden kann, um alle Parameterkonstella-
tionen zu bestimmen, die zusétzliche Giiteanforderungen garantieren. Dabei werden
sowohl kontinuierliche als auch diskrete Zustandsraummodelle betrachtet und deren
Anwendung anhand verschiedener Beispielsysteme umfangreich diskutiert.

Die entwickelten Methoden der Systemanalyse werden mittels Regelungs-Lyapunov-

Funktionen fiir den Regelungsentwurf erweitert. Dabei ergeben sich Bedingungen,
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die einen systematischen Entwurf von Zustandsriickfiihrungen erméglichen. Dieser
Ansatz wird auf polynomialisierte Systeme adaptiert und entsprechende Bedingungen
werden aufgestellt. Zusitzlich wird aufgezeigt, wie auf systematische Weise Zustands-
riickfithrungen mittels Quantorenelimination entworfen werden kénnen, welche die
Eingangs-Zustands-Stabilitit des geschlossenen Regelkreises erzeugen. Die Anwen-
dung der entwickelten Bedingungen wird jeweils anhand von beispielhaften Systemen
diskutiert.

Es zeigt sich, dass der Rechenaufwand mit wachsender Systemdimension zunehmend
problematisch wird, so dass die Methoden der Quantorenelimination nur schwerlich
auf Systeme mit einer Dimension grofler 3 oder 4 angewendet werden konnen. Dies
resultiert aus dem mit den Algorithmen einhergehenden, mitunter doppelt exponentiell
wachsenden, Rechenaufwand. Ahnliches gilt fiir Ansitze, die auf Quadratsummenzer-
legung basieren. Obwohl der Rechenaufwand bei diesen Methoden nur polynomiell
wiichst, ist die Anwendung bei diesen Bedingungen auch bei Systemdimensionen grofier
5 oder 6 nur in Ausnahmefillen moglich. Ein wesentlicher Vorteil der Quantorenelimi-
nation gegeniiber der Quadratsummenzerlegung ist, dass anstatt einer numerischen
Niherungslosung die tatséichliche Losungsmenge bestimmt wird. Auflerdem kénnen
somit zusétzliche Entwurfsparameter beriicksichtigt werden.

Das vorgestellte Parameterraumverfahren ist zwar nur auf lineare Systeme anwend-
bar, erzeugt allerdings vollstandige Losungsmengen und besitzt dabei einen wesentlich

geringeren Rechenaufwand als bekannte Verfahren.
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Abstract

This thesis deals with the systematic approach of stability analysis and control design
of linear as well as nonlinear systems. Both numerical and algebraic approaches are
investigated.

The initial point is Lyapunov’s direct method and its extensions. These allow
specific formulations for stability, input-to-state stability, and incremental stability
properties. On the basis of these, conditions are given which permit a systematic
procedure based on sum of squares decomposition on the one hand and quantifier
elimination methods on the other hand. For this purpose, the respective terms and
algorithms are introduced.

The sum of squares decomposition approach decomposes a polynomial expression
in a sum of squares instead of checking the definitness. Such a sum of squares is
accompanied by the positive semidefiniteness of the expression. This decomposition
can be converted into a semidefinite program and solved numerically.

The basic idea of quantifier elimination is to transform quantified expressions into
a quantifier-free equivalent. Thus the parameter constellations can be determined,
which result in a system with the respective properties.

Since both approaches only allow the consideration of polynomial systems, a
procedure for a rational recast is presented. By increasing the system dimension and
additional constraints it is possible to transform a numerous number of non-polynomial
systems into equivalent polynomial descriptions. However, the resulting constraints
must now be taken into account.

Furthermore, a parameter space method for stability testing of linear systems
is presented. This allows the formulation of simple stability conditions based on
the Lyapunov equation. With this approach, the set of all stabilizing parameters
can be determined. It is shown how this approach can be extended on the basis of
surrogate matrices to determine all parameter constellations that guarantee additional
performance requirements. Thereby both continuous and discrete state space models
are considered and their application is discussed on example systems, respectively.

The developed methods for system analysis are extended by control Lyapunov
functions for the control design. This results in conditions that allow a systematic
design of state feedback controller. This approach is adapted to polynomialized
systems and corresponding conditions are introduced. In addition, it is shown how
to systematically design state feedback systems using quantifier elimination, which

generates input-to-state stability of the closed-loop system. The application of the
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developed conditions is discussed by serval examples.

It turns out that the computational effort increases problematic with growing system
dimensions so that the methods of quantifier elimination can hardly be applied to
systems with a dimension greater than 3 or 4. This is a result of the in the worst case
doubly exponential increase in computational effort associated with these algorithms.
The same applies to approaches based on sum of squares decomposition. Although
the computational load with these methods grows only polynomially, the application
with these conditions also with system dimensions larger than 5 or 6 is possible only
in exceptional cases. A major advantage of quantifier elimination over sum of squares
decomposition is that the complete and exact solution set is determined instead of
a numerical approximation solution. Moreover, additional design parameters can be
considered.

The parameter space method presented in this work can only be applied to linear
systems, but it generates complete solution sets and requires much less computational

effort than other known methods.



()

Check for
updates

1 Einleitung

1.1 Problemstellung

Die wichtigste Frage fiir ein regelungstechnisches System ist, ob es stabil ist oder nicht.
Denn instabile Systeme sind im Allgemeinen nicht verwendbar oder sogar geféhrlich.
Aufgrund dieses Stellenwertes von Stabilitdt verwundert es nicht, dass die ersten
Stabilitatsbetrachtungen bis zu Aristoteles und Archimedes zuriick verfolgt werden
konnen [Mag59]. Heutzutage ist Stabilitit eine zentrale Eigenschaft fiir jeden, der mit
mathematischen Modellen arbeitet, so dass Stabilitdtsbetrachtungen in nahezu alle
Bereiche der Wissenschaft Einzug gehalten haben, von Astronomie (z. B. [Poi93]) bis
Zoologie (z.B. [Lin00]). Allerdings hat der Begriff Stabilitit unterschiedliche Bedeutun-
gen und Verwendungen bei der Charakterisierung von Systemverhalten. Die explizite
Begriffsbestimmung variert dabei zwischen den unterschiedlichen Disziplinen, aber
auch innerhalb der einzelnen Fachrichtungen. Stabilitdt deutet jedoch stets auf eine
Art Standhaftigkeit gegeniiber Stérungen oder Abweichungen vom Arbeitspunkt hin.
Somit dndert eine quantitativ kleine Stérung das Systemverhalten nicht mafigeblich,
ruft also keine qualitativen Anderungen hervor. Insbesondere im Bereich der Astro-
nomie entwickelten sich zahlreiche Begriffsdefinitionen. So finden sich beispielsweise
unterschiedliche Definitionen von Lagrange, Poisson und Laplace fiir die Stabilitit der
Bahn eines Planeten [Mag59]. Die unterschiedlichen Definitionen fiihren gelegentlich
zu Verwirrungen. So fiihrt Poincaré in [Poi93] explizit die ,stabilité & la Poisson® ein,
er schlidgt aber implizit den Begriff | stabilité a la Lagrange® vor, indem er erwihnt,
dass die Beschrinktheit der Planetenbahnen von Lagrange bewiesen wurde.

Am engsten fasst den Stabilitdtsbegriff Lyapunov [Lya92, Hah63, Hah67]. Dessen
Definition etablierte sich als Standard in der Regelungstechnik und stellt auch den Kern
dieser Arbeit dar. Ein wesentlicher Vorteil ergibt sich aus der sogenannten direkten
Methode von Lyapunov. Diese erlaubt es, Riickschliisse auf die Stabilitéat im Sinne von
Lyapunov zu ziehen, ohne die Losung des betrachteten Systems explizit zu kennen.
Diese Methode und deren Weiterentwicklungen haben sich als das Standardverfahren
zur Stabilitéitsanalyse, insbesondere bei nichtlinearen Systemen, entwickelt [Kha02,
Adal4, SL91, SJK97]. Dariiber hinaus entstanden in den vergangenen Jahrzehnten
erweiterte Analysemethoden und Lyapunov-basierte Regelungsentwurfsverfahren.

Alle Ansiitze, denen Lyapunov’s direkte Methode zugrunde liegt, verbindet zwei
Problemstellungen: Zum einen sind ihre Aussagen zwar hinreichend, aber nicht not-

wendig. Zum anderen basieren die Methoden auf einer Definitheitspriifung. Bei dieser
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