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Vorwort

Drei Dekaden einer stiirmischen Entwicklung der Randelementmethode haben ihren
Niederschlag in zahlreichen Anwenderprogrammen gefunden, die zur Losung von Feld-
problemen der Statik und Dynamik in der industriellen Konstruktion, Forschung und
Entwicklung eingesetzt werden. Daraus erkldrt sich der gewachsene Bedarf anwendungs-
bezogener Ausbildung zum Verstindnis der Grundlagen der Methode. In Vorlesungen
und Anwenderkursen {iber die Finite Elemente Methode und die Methode der Ran-
delemente haben die Autoren das erstgenannte Gebietsdiskretisierungsverfahren dem
letztgenannten gegentibergestellt, Vor- und Nachteile des Einsatzes der ersten und der
zweiten Methode sowie deren Kopplung vermittelt.

Erfahrungen aus den Lehrveranstaltungen und der Grundlagenforschung zur Rand-
elementmethode in den Ingenieurwissenschaften sind in dieses Lehrbuch eingeflossen.
Auf eine Darstellung des Standes der Forschung, z.B. tiber Formulierung im Zeitbereich
und das Zitat grundlegender, iiberwiegend englischsprachiger Biicher, wird verzichtet.
Zahlreiche Beispiele wurden so ausgewihlt, dafy die Losung auch ohne Rechenprogramm
moglich ist. Die Autoren hoffen auf diesem Wege, interessierten Ingenieuren, Physikern
und Mathematikern in Konstruktions-, Forschungs- und Entwicklungsabteilungen sowie
Studenten dieser Fachrichtungen im Vertiefungsstudium die Grundlagen zum Verstandnis
der Randelementmethode auf einfache Weise zu vermitteln.

Herr Dipl.-Ing. W. Wenzel (Univ. Stuttgart) hat die Entstehung des Manuskriptes
durch kritische Durchsicht und mit wertvollen Beitragen unterstiitzt. Herr Liu Zhangyu
(Hefei University of Technology) berechnete sorgfiltig Beispiele. Beiden gilt unser be-
sonderer Dank. Den Herausgebern sowie dem Verlag danken wir fiir die Férderung des

Buchprojektes.
Mirz 1996 Lothar Gaul
(Stuttgart)
Christian Fiedler
(Hamburg)
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Notation

Verwendet wird die Einsteinsche Summationskonvention, bei der iiber doppelt vorkom-

mende Indizes summiert wird. So ist die Spur einer (n x n) Matrix A = [aij]

n
Zaii =aj =ayn +axn+ -+ duy.
i=1
Das Skalarprodukt zweier Vektoren
3 3
_d = Z a,-_é,- und b= Z b]_é]
i=1 =1
mit den Koordinaten a;, b; und den orthonormierten Basisvektoren R Ej lautet
a-b= aibjei . Ej = a,bJ(S,J = a,-bi = ajbj

unter Verwendung des Kronecker-Symbols

5. — 1 fiir i=j
YUlo fiir i#j

Das zugeordnete Vektorprodukt ergibt

a X b= Gijkajbkzi

(1)

2)

©)

(4)

(5)

mit dem Permutationssymbol €y, das fiir gerade Permutationen (123, 231, 312) den
Wert 1, fiir ungerade Permutationen (132, 321, 213) den Wert -1 und sonst den Wert 0
annimmt. Das Matrizenprodukt AB = C zweier Matrizen A = [a;] und B = [b;] ist die

Matrix C mit den Elementen

Cij = dik bkj:

(6)

Xl



Xl Notation

wobei die Summation {iber k die Gleichheit der Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von
B fordert. Faf3t man die Vektoren a = {a;} und b = {b;} als (n x 1) Matrizen auf, so kann
man fiir das Skalarprodukt

i-b=a'b 7)
schreiben. Transponiert man b, so folgt
C=ab"=d®b ®)

mit den Elementen ¢;; = a;b;.



Einfihrung und Grundlagen der
Randelementmethode

1.1 Einfiihrung und Uberblick

Bei der Konzeption und Auslegung technischer Bauteile spielt die numerische Simulation
heute oft eine wesentliche Rolle, da einerseits Experimente oftmals zu kostspielig oder
aber technisch nicht durchfiihrbar sind, andererseits in der Computerwelt rasende Fort-
schritte erzielt werden. Um Experimente zu ergédnzen oder sogar zu ersetzen, miissen die
Simulationsverfahren einer Reihe hoher Anforderungen gentigen. Die wesentliche Forde-
rung besteht darin, dass die Berechnung auf effizientem Weg moglichst genaue Ergebnisse
liefert, d.h. das reale System, seine Belastung und seine Reaktion auf diese Belastung
moglichst genau widerspiegelt.

Ausgehend vom realen technischen System wird zunichst eine Abbildung der Wirk-
lichkeit auf ein Modell durchgefiihrt, wobei entweder bekannte physikalische Gesetze
oder, wenn diese nicht zur Verfiigung stehen, Versuche, Beobachtungen und Messrei-
hen herangezogen werden. Bekannte Methoden der Modellbildung sind, abhingig von
der Aufgabenstellung, das Verfahren der Mehrkorpersysteme sowie die kontinuierliche
Modellierung. Die dem Modell zugrundeliegenden Differentialgleichungen lassen sich
jedoch nur in den einfachsten Fallen analytisch losen. Fiir komplexe Aufgabenstellungen
sind numerische Verfahren erforderlich. Hier haben sich in vielen Bereichen der Technik
Finite-Elemente-Verfahren und in jiingerer Zeit auch Randelementverfahren (Boundary
Element Methods, im folgenden kurz BEM genannt) durchgesetzt. Eine abschlieflende
physikalische Interpretation und kritische Bewertung des gewonnenen Ergebnisses liefert
schliefilich die gesuchte Ingenieurldsung. Diese Vorgehensweise ist in Abb. 1.1 [29] noch
einmal zusammenfassend dargestellt.

Das vorliegende Buch folgt der Vorgehensweise, indem fiir die verschiedenen Problem-
stellungen zunichst die theoretischen Grundlagen bereitgestellt werden. Dies erscheint
gerade fiir die Anwendung der Randelementmethode unverzichtbar zu sein, da diese
Methode eine weitaus groflere analytische Vorarbeit voraussetzt als beispielsweise die

L. Gaul, C. Fiedler, Methode der Randelemente in Statik und Dynamik, 1
DOI 10.1007/978-3-8348-2537-7_1, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013
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Abb. 1.1 Einbettung der Berechnung in die Ingenieuraufgabe

Finite-Elemente-Methode. Orientiert an den einzelnen Problemstellungen sollen dann
wesentliche Merkmale und Vorgehensschritte in der Randelementmethode erarbei-
tet, angewandt und ausgebaut werden. Dabei steht immer wieder der Vergleich der
numerischen mit der analytischen Losung an. Werden im ersten Kapitel, nach einer
Vorstellung der Grundlagen, einfache eindimensionale Probleme, wie die Belastung eines

eindimensionalen Stabes betrachtet, so soll in den folgenden Kapiteln die Methode auf
die Laplace-Gleichung der Warmeleitung sowie die Lamé-Naviersche Gleichung der
Elastizitatstheorie iibertragen werden. Einer Betrachtung der numerischen Quadratur
wird ein eigenes Kapitel gewidmet, da es dabei um eine wesentliche Problematik der
Randelementmethode handelt.
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Abb. 1.2 Diskretisierung mit Finiten Elementen und Randelementen

1.2 Vergleich der Randelementmethode mit der
Methode der Finiten Elemente

Wegen des Bedarfes an Losungen komplizierter Feldprobleme im Ingenieurbereich sind
in den letzten Jahrzehnten umfangreiche Programmpakete entwickelt worden, welche
zumeist Finite Elemente Verfahren verwenden. Daher soll hier kurz auf die wesentlichen
Merkmale und Unterschiede beider Verfahren eingegangen werden.

Ein prinzipieller Unterschied zwischen der Randelementmethode und der Finite-
Elemente-Methode liegt in der Diskretisierung des zu untersuchenden Bauteils. Wie
Abb. 1.2 zeigt, wird bei der Finite-Elemente-Methode das gesamte Gebiet diskreti-
siert, wihrend bei der Randelementmethode nur eine Diskretisierung auf dem Rande
erforderlich ist.

Bei der Randelementmethode wird die Dimension des Problems um eins reduziert, was
einen wesentlich geringeren Speicherbedarf fiir die geringere Anzahl der Freiheitsgrade als
Unbekannte des numerisch zu l6senden Gleichungssystems zur Folge hat.

Die im Vergleich mit Gebietsverfahren tiefergehende analytische Formulierung der
Methode als Randintegralgleichungsverfahren mit Fundamentallgsungen als Wichtungs-
funktionen, welche die linearen Feldgleichungen exakt erfiillen, zahlt sich in der héheren
Genauigkeit der Ergebnisse aus.

Die Randintegralgleichung wird durch Finite Elemente auf dem Gebietsrand, soge-
nannte Randelemente, diskretisiert. Nach dieser Algebraisierung lassen sich unbekannte
Randgréfien berechnen, die den Randbedingungen geniigen.

Weiterhin bietet die Randelementmethode die Moglichkeit, im Rahmen einer Nach-
bereitung Feldgrof3en an beliebigen Punkten im Gebiet zu berechnen, und nicht nur an
vorher festgelegten Knotenpunkten einer Diskretisierung.

In den Anwendungen interessieren insbesondere Ableitungen der Feldgréfien im
Gebiet, z. B. Spannungen aus Verschiebungsableitungen oder Warmefliisse aus Tempe-
raturgradienten. Bei der Finite-Elemente-Methode dominieren Verschiebungsverfahren,
bei denen die Spannungen aus Ableitungen der Verschiebungsansitze keine befriedigende
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Tab. 1.1 Vor- und Nachteile der BEM gegeniiber der FEM

Vorteile

Nur der Rand muss diskretisiert werden

Einfachere Datenaufbereitung (z. B. mit
CAD-Geometriedaten)

Hohe Genauigkeit bei
Spannungskonzentrationsproblemen

Einfache Modellierung unendlicher und
halb-unendlicher Gebiete

Vorteilhafte Behandlung von symmetrischen
Problemen (d. h. keine Knotenpunkte in den
Symmetrieebenen)

Gezielte Innenpunktauswertung der
Feldgrofien und deren Ableitungen

Nachteile

Nicht symmetrisches, vollbesetztes
Gleichungssystem bei Kollokations- und
Galerkin-Verfahren

Konstitutive Eigenschaften miissen im Gebiet
homogen sein (Inhomogene Gebiete erfordern
den Einsatz der Substrukturtechnik)

Die Kenntnis sogenannter
Fundamentallosungen (Greenscher
Einfluffunktionen) zur Feldgleichung ist
notwendig

In der praktischen Anwendung junges
Verfahren

Anwenderwissen im Umgang mit
BEM-Programmen noch nicht so grof3 wie bei
den FEM-Programmen

Genauigkeit ergeben. Die Spannungsermittlung aus Integralgleichungsmethoden fithrt we-
gen der analytischen Differenzierbarkeit im Gebiet auf hohe Genauigkeit. Dies qualifiziert
die Randelementmethode insbesondere fiir Spannungskonzentrationsprobleme.
Numerische Probleme infolge von Singularititen bei der Berechnung von Feldgrofien
und deren Ableitungen in Randnihe, in der sogenannten Grenzschicht, lassen sich mit

angepafSten Formulierungen handhaben.

Die Methode der Randelemente gibt es in vielen Varianten. Grundlegend sind die direk-

ten Methoden von den indirekten Methoden zu unterscheiden. Die indirekten Methoden
werden in diesem Buch nicht behandelt. Bei ihnen benutzt man verschiedene Fundamen-
talldsungen mit unbekannten Belegungsdichten. Deren Intensitit wird so bestimmt, dass
entlang des Gebietsrandes gegebene Randwerte angenommen werden.

Einige Vor- und Nachteile der Randelementmethode gegeniiber dem Finiten-Elemente-
Verfahren sind in Tab. 1.1 dargestellt:

Zusammengefasst ist zu erkennen, dass die Randelementmethode eine wichtige
Ergénzung der Finite-Elemente-Methode sein kann, sie aber nicht ersetzen wird.

Einige mathematische und numerische Aspekte der Randelementmethode sind in
Abb. 1.3 [27] zusammenfassend dargestellt. Diese Abbildung soll einen Uberblick iiber
die Begriffe, die Vorgehensweise und die verschiedenen Verfahren in der Randele-
mentmethode bieten, so dass eine Einordnung der Methoden und Begriffe in den
Gesamtzusammenhang des Berechnungsvorgangs erleichtert wird.
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Mathematisches Modell
Partielle Differentialgleichung

Darstellungsformel

Greenscher Satz

Gewichtete Residuen

Potentialsatz

[

Randbedingungen

|

Randintegralgleichung

Randelemente

Punktkollokation

Galerkin—Verfahren

Methode der
kleinsten Fehlerquadrate

I

Asymptotische Fehleranalysis

Numerische Integration

Gleichungsliser

Nachbereitung, z. B. Berechnung des Gebietes

Abb. 1.3 Mathematische und numerische Aspekte der Randelementmethode

1.3 Grundlagen der Randelementmethode

Man spricht von gewichteten Residuen, wenn Losungen von Feldproblemen nicht tiber die
Feldgleichungen direkt, sondern im integralen Mittel iiber das gesamte Gebiet, gewichtet
mit Test- oder Wichtungsfunktionen, ermittelt werden. Da Sonderfille der Techniken
gewichteter Residuen den Ausgang sowohl fiir Finite-Elemente-Formulierungen als auch
fiir Randelemente-Formulierungen darstellen, werden sie als Grundlagen vorangestellt.

1.3.1

Fiir die Differentialgleichung

Techniken gewichteter Residuen

u'(x) + ulx) = x
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mit der Randbedingung & = u(0) = 0 soll fiir den Bereich 0 < x < 1 eine Néherungslo-
sung gesucht werden. Dabei sollen fiinf verschiedene Verfahren angewandt werden, welche
alle nach dem gleichen Prinzip arbeiten: Der Fehler, auch Defekt oder Residuum genannt,
der durch die Néherung entsteht, soll minimiert werden.

Die strenge Losung erfiillt die Differentialgleichung identisch, d. h.

U+u—x=0. (1.2)

Sie lautet u = e™* + x — 1, und speziell u(1) = 0.3678... .
Die Losung der Differentialgleichung (1.1) kann auch als Potenzreihe

o
u= Z a,x" (1.3)
n=0

dargestellt werden, sofern diese die Randbedingung % = 0 erfiillt. Als Ndherung wahlen
wir einen Teil dieser Potenzreihe und bezeichnen diese, um sie von der exakten Losung zu
unterscheiden, mit &z. Wir wihlen also als Ansatzfunktion beispielsweise

o = ax® + bx’. (1.4)

Wie man leicht sieht, erfiillt dieser Ansatz die gegebene Randbedingung. Es miissen nun
also die Koeffizienten a und b bestimmt werden. Die Naherung # ergibt einen Defekt oder
ein Residuum €(x) (vgl. mit Gl. (1.2))

o(x) + ti(x) — x = e(x) (1.5)

oder nach Einsetzen der Ansatzfunktion
€(x) = 2ax + 3bx* + ax* + bx® — x. (1.6)
Die Frage lautet nun also: Wie kénnen die Koeffizienten a und b so bestimmt werden, dass

das Residuum €(x) im Intervall 0 < x < 1 minimal wird?

1.3.1.1 Kollokationsmethode
Das Residuum wird an diskreten Punkten zu Null gesetzt, und zwar an so vielen Stellen,
wie der Ansatz Koeffizienten besitzt. Da zwei Koeffizienten zu bestimmen sind, wahlen wir
zwei Stellen, z.B. x = 0.5 und x = 1. In das Residuum (1.6) eingesetzt, ergeben sich die
Bestimmungsgleichungen
€(0.5)=125-a+0875-b—0.5=0

e()=3-a+4-b—1=0 (1.7)

fir a und b. Daraus folgt nach Auflosen des Gleichungssystems die Naherungslgsung

fi; = 0.474x% — 0.105x°, (1.8)

und speziell &1 (1) = 0.369.
Mit Hilfe der Dirac-Distribution §(x — &) ldsst sich dieses Ergebnis verallgemeinern.
Die Dirac-Distribution ist folgendermafien definiert:
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Definition 1.1 Esist §(x — &) = 0 aufSer fiir x = &, wo die Dirac-Distribution so iiber alle
Grenzen wichst, daf8 das Integral
o0
/ Sx—&)dx =1
—0o0
ist.

Distributionen (lat. Verteilung), auch verallgemeinerte Funktionen genannt, kon-
nen - mit etwas Vorsicht - wie gewohnliche Funktionen behandelt werden. Fir die
Dirac-Distribution bedeutet dies hier, dass sie nur unter einem Integral weiterverarbeitet
wird.

Satz 1.1 Die Dirac-Distribution besitzt die Eigenschaft
[0~ 6 dx = peo)

die als Filtereigenschaft bezeichnet wird, da sie den Wert der Funktion f an der Stelle &
herausfiltert.

Die Filtereigenschaft ist fiir die Randelementmethode von wesentlicher Bedeutung.
In diesem Beispiel wird jedoch nur von der Moglichkeit Gebrauch gemacht, die
Bestimmungsgleichungen des obigen Beispiels allgemeiner zu schreiben als

1 1
/ew1 dx=0 und ewy, dx =0 (1.9)
0 0

mit den Wichtungsfunktionen

wp =68(x—0.5) und w, =8(x—1). (1.10)

1.3.1.2 Methode der Momente
Hier wird das Residuum nicht mit §—Funktionen, sondern mit einem Satz linear unab-
héngiger Funktionen gewichtet. Linear unabhéngig sind n Funktionen £, in Analogie zur
linearen Unabhingigkeit von Vektoren, genau dann, wennaus a, f, +a f, +...+a,f, =0
stetsa; = a; = ... = a, = 0 folgt.

Wihltman z. B.w; = 1 und w, = x als Wichtungsfunktionen und setzt diese in Gl. (1.9)
ein, so erhilt man nach Integration die Bestimmungsgleichungen

1.333¢ +1.25b - 0.5=0
0.9166a + 0.95b — 0.333 = 0. (1.11)
Daraus folgt nach Auflosen des Gleichungssystems die Ndherungslosung
fly = 0.483x> — 0.115x°, (1.12)

und speziell 1,(1) = 0.368.
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1.3.1.3 Galerkin-Verfahren

Beim Galerkin-Verfahren werden als Wichtungsfunktionen die Ansatzfunktionen selbst
verwendet, es ist also ## = aw; + bws. In unserem Beispiel war w; = x* und w, = x*. Man
erhélt analog zum obigen Vorgehen die Naherungslosung

i3 = 0.475x% — 0.107x°, (1.13)

und speziell #13(1) = 0.368.

1.3.1.4 Teilgebiets-Verfahren

Hier wird das Gesamtgebiet in so viele Teilgebiete aufgeteilt, wie der Ansatz Koeffizienten
besitzt, im vorliegenden Beispiel wahlen wir 0 < x < 1/2 und 1/2 < x < 1. Damit
erhalten wir die Bestimmungsgleichungen

1/2 1
/edx =0 und [edx=0. (1.14)
0 1/2
Dies liefert die Naherung
i1y = 0.485x* — 0.118x7, (1.15)

und speziell #14(1) = 0.367.
Die Wichtungsfunktionen lassen sich in diesem Fall mit Hilfe der Heavisideschen
Sprungfunktionen sehr einfach darstellen.

Definition 1.2 Die Heaviside-Funktion, auch Einschaltfunktion oder Einheitssprungfunk-
tion genannt, ist diejenige reelle Funktion H(x) einer Variablen x, die fiir negative Argumente
den Wert Null und fiir positive Argumente den Wert Eins besitzt. (Fiir x = 0 findet man
unterschiedliche Definitionen, dieser Wert ist jedoch i. a. nicht von Interesse.)

Damit erhilt man die Wichtungsfunktionen w; und w;, zu

wy =H(x—0)— H(x—0.5) und w, = H(x — 0.5). (1.16)

1.3.1.5 Fehlerquadratminimierung

Bei der Fehlerquadratminimierung wird das Integral iiber das Quadrat des Residuums
minimiert. Dieses Integral hidngt nur von den Ansatzkoeffizienten a und b ab, woraus
folgt, dass die partiellen Ableitungen nach den Ansatzkoeffizienten a und b verschwinden
miissen. Da a und b nicht von x abhédngen, konnen die partiellen Ableitungen auch unter
das Integral gezogen werden, womit die Bestimmungsgleichungen

1

1
9 9
2 /ez(x, a, b)dx = Z/G—de =0 (1.17)
da da
0

0
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Tab. 1.2 Techniken

. . Verfahren Wichtungsfunktionen
gewichteter Residuen:
Wichtungsfunktionen 1. Kollokationsverfahren wy = 8(x — 0.5)
wy =8(x—1)
2. Methode der Momente w =1
Wy, =X
3. Galerkin-Verfahren w, = x?
Wy =x3
4. Teilgebietsverfahren wy = H(x —0) — H(x — 0.5)
wy, = H(x — 0.5)
ad
5. Fehlerquadratminimierung ~ w; = 8—6 =2x +x*
a
de
wy = A =324+
d 1 : d
2 €
— [e“(x,a,b)dx =2 |e—dx = 0. 1.18
o [feanin=2 [ (118)
0 0

folgen. Die Wichtungsfunktionen sind also

de de
= — d =, 1.19
wi=o- und w, = (1.19)
Die Ndherung lautet
15 = 0.478x% — 0.110x°, (1.20)

und speziell #1s(1) = 0.368.

1.3.1.6 Zusammenfassung

Allen funf Techniken ist gemeinsam, dass zur Bestimmung der Ansatzkoeffizienten
ein verschwindendes gewichtetes Residuum betrachtet wurde. Allgemein lautet die
Minimierungsbedingung

1 1

/ewldx =0 und fewzdx =0 (1.21)

0 0
bzw. in Matrixschreibweise
1
. w1
/e {whdx ={0} mit {w}= { } . (1.22)

w2
0

Die Wichtungsfunktionen fiir die 5 Beispiele sind in Tab. 1.2 zusammengefasst.
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Die Methode der gewichteten Residuen hat eine sehr allgemeine Bedeutung. Finite-
Element- und Randelementverfahren lassen sich aus Formulierungen mit gewichteten
Residuen herleiten.

1.3.2 Transformation einer Differentialgleichung auf den Rand

Mit Hilfe der Technik des gewichteten Residuums und mehrmaliger partieller Integration
gelangt man zu einer Darstellung des Problems, bei der der Operator der Differentialglei-
chung (Differentialoperator) nicht mehr auf die Feldfunktion u, sondern auf die Wich-
tungsfunktion w (oft auch als Testfunktion bezeichnet) angewandt wird. Der Operator wird
auf die Testfunktion ‘gewalzt’. Wahlt man dann die Wichtungsfunktion w so, dass der Dif-
ferentialoperator angewandt auf w gerade die Losung der Dgl. mit der §-Distribution auf
der rechten Seite ist, so erhdlt man mit Hilfe der Filtereigenschaft der §-Distribution eine
Gleichung fiir die Feldfunktion , in der nur die Wichtungsfunktion w, sowie bekannte
und unbekannte Randwerte auftreten. Durch Einsetzen der gegebenen Randbedingungen
kénnen dann die unbekannten Randwerte berechnet werden. Damit ldsst sich schliefllich
der Wert der Feldfunktion u an jeder Stelle im Innern des Gebiets bestimmen.
Betrachten wir z. B. die (inhomogene) Differentialgleichung
d*u
) +u=—x (1.23)

~————
L(u)

im Gebiet 0 < x < 1 mit den Randbedingungen u = % auf dem Rande I':
U =ulx=0=0 und BH=ulx=1)=0, (1.24)

welche als homogene Randbedingungen (Null-Randbedingungen) bezeichnet werden, so
istL = ;—; + 1 der oben erwiahnte Differentialoperator. Zur Transformation auf den Rand
miissen nun folgende Schritte unternommen werden:

Schritt1 Wichtung der Differentialgleichung mit der Testfunktion w. Diese Form wird als
schwache Form der Differentialgleichung bezeichnet, weil sie nicht die exakte Losung der
Differentialgleichung verlangt, sondern nur eine Losung, welche die Differentialgleichung
im Mittel iber dem betrachteten Gebiet erfillt,

1

d2
/(d_xj +u +x) wdx = 0. (1.25)
0

Schritt 2 Partielle Integration ( fu/wdx = [uw] — fuw/ dx) des Differentialoperators so
oft, wie es der Ordnung der Differentialgleichung entspricht, hier also zweimal, zunachst

1 1
d*u du 7' du dw
0
0 0
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und schliefflich
1 1 ) )
d*w du dw
— +wludx+ Jxwdx+|—w| —|lu—| =0. (1.27)
dx? x|, dx |,
0 — e’ 0 —— ——
[,* () [u’w](l) [uw’](l)

Dabei sind #/(0) und «/(1) die unbekannten, d.h. noch zu ermittelnden Randwerte und
1(0) und %(1) die gegebenen Randwerte. Da die Randgroflen u gegeben und u' gesucht
sind, liegt ein einfaches Randwertproblem vor. Sind Randbedingungen sowohl in u als
auch in u' gegeben, so spricht man von einem gemischten Randwertproblem. Man er-
kennt aulerdem, daf3 fiir den neu entstandenen Differentialoperator E* () = L£() gilt. Man
bezeichnet den Differentialoperator dann als selbstadjungiert.

Schritt 3 Nun wahlt man die Wichtungsfunktion w(x, &) so, daf3 w gleich u* ist, d.h.
gleich der Losung der (zugehorigen homogenen) Differentialgleichung

d*u*

dx?

wird. Dabei ist & der sog. Ladepunkt im Innern des Gebiets, fiir den Werte der Feldfunktion
u berechnet werden sollen. Die Losung von Gl. (1.28) wird Fundamentallosung genannt.
Ist w so gewdhlt, dann erhalt man mit der Filtereigenschaft der Dirac-Distribution

L (u) = St = 8(x, E) = 8(x — £) (1.28)

1 1

d*u*
/(— + u*) udx = /S(x,é)u(x)dx = u(§), (1.29)
dx?
0 0
und es wird aus Gl. (1.27)
: du " du*
u§) = —fxu*(x,é)dx— [—u*] + [u } , (1.30)
dx |, dx |,
0

wobei der letzte Term der rechten Seite verschwindet, wenn man die homogenen Rand-
bedingungen einsetzt. Im inhomogenen Fall erhélt man ein Gleichungssystem mit 2
Unbekannten fiir u bzw. Z—i.

Schritt 4 Als nichstes ist die Fundamentalldsung zu bestimmen. Dazu betrachtet
man die homogene Differentialgleichung in einem unendlich groflen Gebiet ohne
Randbedingungen. Die zu l6sende Differentialgleichung lautet dann
d*u*
dx?
wobei in GL. (1.28) A = 1 ist. GL. (1.31) wird auch eindimensionale Helmholtz-Gleichung
genannt. Die Herleitung der Fundamentallosung fiir dieses Problem ist zusammen mit

+ 220 = 8(x — &), (1.31)



