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Geleitwort

In seiner Dissertation geht Stefan Kaufmann der Frage nach, welche Vorstellungen
Schiilerinnen und Schiiler mit einer Geradengleichung in Vektorform verbinden.
Dazu werden 22 Schiilerinnen und Schiiler interviewt und dieses Material wird
kategorienentwickelnd ausgewertet.

Stefan Kaufmann motiviert sein Forschungsprojekt ausgehend von den Bil-
dungsstandards. Er geht auch auf historische Aspekte ein. In diesem Kontext
werden Alternativen zur formal-axiomatischen Linearen Algebra aufgezeigt.
Gegenwirtige Forschungsergebnisse zu dieser Thematik sind nur wenige vor-
handen. In jedem Fall ist zu bemerken, dass die Forschungslage zur linearen
Algebra bezogen auf Studien im deutschsprachigen Raum gut erfasst wurde.
Ein wichtiger Teil der Arbeit widmet sich den Schiilervorstellungen. Dazu wird
zunichst ein Uberblick zum Vorstellungsbegriff in Psychologie und Fachdidaktik
gegeben. Anschlieend werden Forschungsergebnisse zum Aufbau von Vorstel-
lungen vorgestellt. Schlieflich wird das in der Arbeit verwendete Konzept der
Schiilervorstellung in Bezug auf das bekannte Grundvorstellungskonzept erldutert.

Im zweiten Teil werden die fiir die Arbeit zentralen Vorstellungen zu vektori-
ellen Geradenbeschreibungen in den Blick genommen. Hier werden die Untersu-
chungsgegenstinde dazu sehr griindlich stoffdidaktisch untersucht. Anschlieend
werden die Begriffe Variable, Vektor, Gerade und Vektorgleichung entsprechend
genau betrachtet. Hier werden auch interessante Beispiele fiir Vektorrdaume und
Vorstellungen zu Vektoren angefiihrt.

Anschlielend wird die qualitative Erhebung von Schiilervorstellungen zu vek-
toriellen Geradenbeschreibungen beschrieben. Dazu werden die Zielsetzung und
das methodische Vorgehen vorgestellt. Die Zielsetzung ist sinnvoll und trifft eine
Liicke in der didaktischen Forschung. Die Schritte der qualitativen Inhaltsanalyse
werden einschlieflich der Typenbildung als Analyse- und Auswertungsverfahren
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beschrieben. Die Kategorien werden entsprechend der Grounded Theory offen
entwickelt. Das Interviewdesign ist sehr sinnvoll gewidhlt. Es wird als Einstieg
eine Sachaufgabe gewihlt, die verschiedene Losungsansitze zuldsst. AuBlerdem
wird ein Interviewleitfaden entwickelt, der sinnvoll an die Aufgabenbearbeitung
anschlieit und interessante Einsichten zu Geradengleichungen erheben kann.

Die Ergebnisse der strukturierenden qualitativen Inhaltsanalyse werden aus-
fiihrlich beschrieben. Es werden erste Fallzusammenfassungen gegeben, die einen
Uberblick iiber die Informationen ermoglichen. Es folgen erste Beobachtun-
gen und schlieflich die gewihlten thematischen Hauptkategorien. SchlieBlich
werden alle Textstellen zusammengestellt, die mit der gleichen Hauptkategorie
kategorisiert wurden.

Sehr interessant ist der Abschnitt, in dem die Subkategorien induktiv bestimmt
werden. Dazu wurde das gesamte Textmaterial aus einer der Hauptkategorien
durchgearbeitet. Schliellich wurden aus den einzelnen Codes im Laufe des Ana-
lyseprozesses zu jeder Hauptkategorie Subkategorien gebildet. Der entsprechende
Kategorienleitfaden wird dargestellt und jede Kategorie wird nicht nur inhalt-
lich beschrieben, sondern auch mit einem Beispiel illustriert. Dies ist ein sehr
wesentliches Ergebnis der Arbeit.

In der Ergebnisanalyse werden Beobachtungen zu den Hauptkategorien dar-
gestellt und anschliefend werden Zusammenhédnge der Subkategorien in einer
Hauptkategorie untersucht. Hier werden interessante Zusammenhénge herausge-
arbeitet und auch visualisiert. Die Ergebnisse der typenbildenden qualitativen
Inhaltsanalyse werden sehr gut dargestellt. Interessant ist in jedem Fall die
Beschreibung der Typologie sowie reprisentative Einzelfallinterpretation. Es wer-
den 6 zentrale Typen identifiziert, die als zentrale Ergebnisse angesehen werden
konnen. Sehr genau werden auch reprisentative Einzelfdlle zu den gefundenen
Typen interpretiert.

Schlielich erfolgen ein Riickblick und die Reflexion der Ergebnisse. Die
Arbeit schlieft mit interessanten Perspektiven fiir die mathematikdidaktische
Forschung. Insgesamt trifft die Arbeit eine Liicke in der deutschsprachigen
mathematikdidaktischen Forschung.

Gilbert Greefrath
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Motivation und Einordnung des
Forschungsprojektes

1.1 Forschungsvorhaben

Die Kultusministerkonferenz (kurz: KMK) formulierte in ihrem Beschluss vom
18.10.2012 Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir die allgemeine Hochschul-
reife. Dem Mathematikunterricht wird dort ein Allgemeinbildungsauftrag sowie
eine Anwendungsorientierung zugeschrieben, um Mathematik ,,in ihrer Reichhal-
tigkeit als kulturelles und gesellschaftliches Phinomen erfahren” (KMK 2012, S.11)
zu konnen. Diese Zielsetzung ist laut KMK durch die drei von Heinrich Winter for-
mulierten Grunderfahrungen gekennzeichnet und miissen jeder Schiilerin und jedem
Schiiler vermittelt werden (KMK 2012, S.11).

e Mathematik als Werkzeug, um Erscheinungen der Welt aus Natur, Gesellschaft,
Kultur, Beruf und Arbeit in einer spezifischen Weise wahrzunehmen und zu
verstehen,

e Mathematik als geistige Schopfung und auch deduktiv geordnete Welt eigener
Art,

e Mathematik als Mittel zum Erwerb von auch iiber die Mathematik hinausgehen-
den, insbesondere heuristischen Fahigkeiten (Winter 1995, S.37).

Ein Lernender kann im Idealfall alle in den Bildungsstandards beschriebenen mathe-
matischen Kompetenzen erwerben, wenn durch den Mathematikunterricht alle drei
Grunderfahrungen angesprochen werden. Es ist laut KMK (2012, S.11-12) vor-
gesehen, dass diese Kompetenzen bei Thematisierung der fiinf festgeschriebe-
nen Leitideen ,Algorithmus und Zahl‘, ,Messen‘, ,Raum und Form*, ,Funktiona-
ler Zusammenhang* sowie ,Daten und Zufall‘ jeweils angesprochen und trainiert
werden.

© Der/die Autor(en), exklusiv lizenziert durch Springer Fachmedien Wiesbaden 3
GmbH, ein Teil von Springer Nature 2021

S.-H. Kaufmann, Schiilervorstellungen zu Geradengleichungen in der vektoriellen
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4 1 Motivation und Einordnung des Forschungsprojektes

Die vektorielle Analytische Geometrie (kurz: Analytische Geometrie oder Vek-
torgeometrie! ) ist neben Analysis und Stochastik ein mathematisches Sachgebiet der
Sekundarstufe II, welches den Leitideen ,Messen‘ sowie ,Raum und Form* zuge-
ordnet wird. Im Kern ist ein GroBteil dieses Gebiets in der gymnasialen Oberstufe
inhaltlich ,,auf die Weiterentwicklung des rdumlichen Vorstellungsvermogens aus
der Sekundarstufe I [aus]gerichtet (KMK 2012, S.19). Darunter versteht man in
den Bildungsstandards unter anderem die Anwendung von Vektoren bei der analy-
tischen Beschreibung von Geraden und Ebenen im dreidimensionalen Raum sowie
die Arbeit mit geradlinig bzw. ebenflichig geometrischen Objekten, die durch Vek-
toren beschrieben werden konnen. Das heift, dass Vektoren als neuer Begriff bzw.
neues Werkzeug eingefiihrt werden, um einerseits bekannte Objekte wie Geraden
und andererseits neue Objekte wie Ebenen dreidimensional beschreiben und unter-
suchen zu konnen (KMK 2012, S.19).

Den Begriff ,Gerade‘ haben die Lernenden bereits in der Sekundarstufe I im
Rahmen des Geometrieunterrichts und bei der Thematisierung von linearen Funk-
tionen auf verschiedene Arten kennengelernt, so dass sie bereits Vorstellungen zu
diesem Begriff und zu moglichen Referenzobjekten aufgebaut haben. Die vektori-
elle Behandlung von Geraden kann daher in der Tat als eine Vertiefung bisheriger
Kenntnisse angesehen werden. Diese besteht beispielsweise in der Beschreibung
von Geraden mit Hilfe von Vektoren oder in einer Betrachtung von Geraden im
dreidimensionalen Raum. Spricht man in der Sekundarstufe II von einer Vertiefung
von Geraden, so bedeutet das konsequenterweise auch eine Vertiefung der Vorstel-
lungen, die man mit Geraden verbinden kann, wenn diese mit Vektoren beschrie-
ben werden. Von diesem Standpunkt aus betrachtet stellt sich die Frage, welche
Vorstellungen Schiilerinnen und Schiiler zu vektoriellen Geradenbeschreibungen
entwickeln.

Diese Frage ist die Leitfrage der vorliegenden Untersuchung. Deren Beantwor-
tung ist eng verkniipft mit den folgenden Uberlegungen:

e Inwieweit unterstiitzen Vektoren als ein ,Beschreibungswerkzeug* Schiilerinnen
und Schiiler dabei, ihre Vorstellungen zu Geraden zu erweitern bzw. weiterzu-
entwickeln?

e Die Sekundarstufe II hat sowohl einen Allgemeinbildungsauftrag als auch den
Auftrag, die Studierfahigkeit zu férdern. Daher stellt sich die Frage, inwieweit

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Analytische Geometrie stets als ein Teilgebiet der Geome-
trie aufgefasst, in dem geometrische Probleme mit Hilfsmitteln der Linearen Algebra gelost
werden. Damit sind in erster Linie Vektoren und die Vektorkalkiile gemeint. Um die Darstel-
lung moglichst einfach halten zu kénnen, wird daher nicht zwischen vektorieller Analytischer
Geometrie und Koordinatengeometrie ohne vektorielle Hilfsmittel unterschieden.
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die von Schiilerinnen und Schiilern entwickelten Vorstellungen zu vektoriellen
Geradenbeschreibungen als addquat angesehen werden konnen?

e Zuden einzelnen Elementen, aus denen sich eine Vektorgleichung zur Beschrei-
bung einer Geraden zusammensetzt, konnen Schiilerinnen und Schiiler Vorstel-
lungen entwickeln. Inwieweit konnen diese einzelnen Vorstellungen zu einem
sinnstiftenden Konzept miteinander verbunden werden?

Im Rahmen der vorliegenden Untersuchung wurden Schiilerinterviews gefiihrt, die
im Hinblick auf die Leitfrage qualitativ analysiert und ausgewertet werden. Die
Auswertungsergebnisse stellen eine Rekonstruktion von Schiilervorstellungen zu
vektoriellen Geradenbeschreibungen dar.

Die didaktische Diskussion zur Analytischen Geometrie weist in ihrer Entwick-
lung sehr facettenreiche Ergebnisse auf. Der Forschungsstand mit den relevanten
Ergebnissen fiir den theoretischen Rahmen der Untersuchung wird im folgenden
Abschnitt 1.2 kurz skizziert, um die Studie und deren Ergebnisse in den derzeitigen
Forschungsstand einzuordnen. Im darauf folgenden Abschnitt 1.3 erfolgt eine kurze
Beschreibung zum Aufbau dieser Untersuchung.

1.2  Forschungsstand

1.2.1 Die Aufnahme der Vektorrechnung in die
deutschlandweiten Schulcurricula

Die Vektorrechnung ist, verglichen mit Arithmetik, Algebra oder Geometrie, eine
Teildisziplin, die gegen Ende des 19. Jahrhunderts entwickelt wurde und dement-
sprechend noch nicht alt ist. Eine wichtige Erkenntnis besteht darin, dass der Vek-
torraumbegriff als Strukturierungsbegriff in vielen mathematischen Teilgebieten
wiedererkennbar ist. Das bedeutet unter anderem, dass man Problemstellungen
aus anderen mathematischen Teilgebieten mit Hilfe von Vektoren beschreiben und
untersuchen kann. Diese Erkenntnis hat dazu beigetragen, die Vektorrechnung seit
1950 aus stoffdidaktischer Perspektive intensiv zu diskutieren. Die Arbeiten von
Hofmann (1949), Athen u. Stender (1950) sowie Degosang (1951) stellen Beispiele
fiir die fast 20 Jahre dauernde intensive Diskussion zur verbindlichen Aufnahme der
Vektorrechnung in die curricularen Vorgaben der Bundeslidnder dar.

Die in den 1950er Jahren einsetzende stoffdidaktische Diskussion verfolgte pri-
mir das Ziel, die Vektorrechnung als ein zentrales Teilgebiet in den Mathematik-
unterricht aufzunehmen. Dementsprechend besteht das Hauptanliegen vieler verof-
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fentlichten Beitriige darin, die Vorteile der Vektorrechnung fiir den Mathematikun-
terricht darzulegen. Einige hdufig wiederholte Argumente sind:

e Die Vektorrechnung ermoglicht einfachere Darstellungen, Bearbeitungen sowie
Beweise elementargeometrischer Sachverhalte, ,,weil sie den schwierigen Schritt
vom anschaulichen zum abstrakten Denken [...] leichter macht (Athen u. Sten-
der 1950, S.278). Darunter versteht man beispielsweise, dass sich ein geometri-
scher Sachverhalt durch Vektoren beschreiben und folglich leicht in eine Vektor-
gleichung iibertragen lédsst. AnschlieBend kann das Problem oder der Beweis auf
algebraischer Ebene hiufig leichter nachvollzogen bzw. gelost werden (Hofmann
1949; Draaf 1959).

e Die Behandlung geometrischer Sachverhalte mit Vektoren bedeutet auch tiefer-
gehende Behandlung der raumlichen Geometrie, da ,,die Uberlegenheit des Vek-
torbegriffs erst vom Dreidimensionalen an voll zur Geltung kommt* (Tiede-
mann 1952, S.232). Das kann darauf zuriickgefiihrt werden, dass sich Objekte
im dreidimensionalen Raum, beispielsweise Geraden, mit Vektoren einfacher
beschreiben lassen als ohne Vektoren.

e Der Vektorbegriff als Strukturierungsbegriff ist ,,imstande, eine Fusion der Teil-
gebiete der Mathematik herbeizufiihren” (Athen u. Stender 1950, S.278). Die
Vektorrechnung soll ,,nicht als isoliertes neues Gebiet in den Schulstoff eindrin-
gen, sondern den Unterricht als tragendes Prinzip durchziehen (Athen 1955,
S.9). Daraus resultiert letztlich das Ziel ,,den gesamten normalen Unterricht von
der Unterstufe an mit den Vektormethoden zu durchdringen® (Baur 1955, S.70).
Dementsprechend existieren Veroffentlichungen, die eine vektorielle Behand-
lung mathematischer Teilgebiete in der Sekundarstufe I diskutieren. Dort wird
der Mehrwert der Vektormethode unter anderem in der Vereinfachung von Rech-
nungen und Beweisen gesehen. Olsson (1960) und Hiirten (1963) liefern Bei-
spiele fiir eine vektorielle Behandlung der Geometrie. Draaf (1959) ist ein Bei-
spiel fiir eine vektorielle Behandlung der Arithmetik.

e Das vektorielle Denken als eine Art ,methodisches Strukturierungswerkzeug*
fiir alle mathematischen Teildisziplinen sollte die Rolle als eine Art ,Pendant’
zum propagierten funktionalen Denken einnehmen (Athen 1955, S.8). In einer
solchen tragenden Rolle sah man die Moglichkeit, den Liickenschluss zwischen
Schule und Hochschule besser vollziehen zu konnen, da ,,die Schule [...] fiir
die Verwendung des Vektorbegriffs [...] [die] Vorarbeit leisten” (Pickert 1954,
S.241) kann (Degosang 1951, S.152).

Im Erlass der Kultusministerkonferenz vom 3.10.1968 wird eine ,,flichendeckende
Einfiihrung der so genannten ,Neuen Mathematik**“ (Hamann 2011, S. 347) gefor-
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dert. Bei der ,Neuen Mathematik‘ handelte es sich um eine Reform zur Revision
des Curriculums. Im Zuge dieser Reform wurden ,herkdmmliche, ,traditionelle
Stoffe durch ,neue‘, ,moderne‘, aus Sicht der [mathematischen] Forschung aktuel-
lere Inhalte ergénzt [...], mit dem vorrangigen Ziel, die Kluft zwischen Schule und
Hochschule und damit die Studienabbrecherquote zu verringern (Hamann 2011,
S.347). Fiir den Mathematikunterricht bedeutete das eine Orientierung an algebrai-
schen Strukturen in fast allen Jahrgangsstufen. Im Zuge dieser Orientierung wird die
Analytische Geometrie durch eine formal-axiomatische Lineare Algebra abgelost
(Wittmann 2003b, S. 56).

1.2.2 Alternativen zur formal-axiomatischen Linearen Algebra

Die formal-axiomatische Lineare Algebra findet innerhalb kiirzester Zeit viele Kri-
tiker. Als Beispiele seien hier die Positionen von Freudenthal (1973, S.375-379)
und Tietze (1979, S. 139-140) angefiihrt. Ein zentraler Kritikpunkt stellt der deduk-
tive Charakter dar, den der Geometrieunterricht erhilt, so dass die ErschlieBung des
Raumes, was laut Freudenthal Stufe null des Unterrichts markieren sollte, zu einer
nebenrangigen Sache wird.

Die stoffdidaktische Diskussion zur Analytischen Geometrie ist daher ab Ende
der 1970er bzw. ab Anfang der 1980er Jahre von Alternativentwiirfen zur formal-
axiomatischen Linearen Algebra geprigt. Eine diskutierte Alternative stellen Biirger
u. a. (1980) vor. Diese besteht in einer Einfiihrung von Vektoren als arithmetische
n-Tupel, die Beziige zu zahlreichen aulermathematischen Anwendungen wie bei-
spielsweise die Wirtschaftswissenschaften ermoglichen. Beispiele dazu erldutern
Lehmann (1975) und Laugwitz (1977). Bei diesem Ansatz stehen Vektoren als all-
gemeine arithmetische GroBen im Vordergrund, mit denen man konkret rechnen
kann. Eine geometrische Interpretation erfolgt erst in einem spéteren Schritt.

Eine andere Alternative stellt eine Neukonzeption der vektoriellen Analytischen
Geometrie dar. Diese legt den Schwerpunkt auf eine rechnerische Beschreibung
und Untersuchung des Anschauungsraumes, indem bekannte geometrische Erschei-
nungen algebraisch beschrieben werden. Der Ansatz kann als Komplettierung der
Geometrie aus der Sekundarstufe I betrachtet werden, da die Vorstellungen zum
Anschauungsraum und Objekten des Anschauungsraumes vertieft werden kon-
nen. Vertreter einer solchen Alternative war beispielsweise Profke (1978). Schmidt
(1993) konstatiert in seiner Analyse zur curricularen Entwicklung der Sekundar-
stufe II, dass diese Alternative fiir Grundkurscurricula eine héufig gewihlte Alter-
native zur formal-axiomatischen Linearen Algebra darstellt.
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1.2.3 Gegenwartige Forschungsergebnisse

Die Ergebnisse der ,Trends in International Mathematics and Science Study*
(TIMSS) bescheinigen am Ende der 1990er Jahre den deutschen Oberstufenschiilern
im internationalen Vergleich Stirken ,.eher bei der Losung von Aufgaben, die Routi-
neprozeduren der Oberstufenmathematik oder reines Begriffswissen reprasentieren”
(Baumert u.a. 1999, S.104). Die darauf folgende Diskussion in der didaktischen
Forschung thematisiert unter anderem den Bildungsauftrag der gymnasialen Ober-
stufe. Die bis dato weit verbreitete Auffassung, der Oberstufenunterricht habe in ers-
ter Linie die Aufgabe, ein anschlieBendes Hochschulstudium vorzubereiten, wurde
umformuliert, so dass der Bildungsauftrag darin besteht, ,,vertiefte Allgemeinbil-
dung, Wissenschaftspropddeutik und Studierfahigkeit (Borneleit u.a. 2001, S.76)
miteinander zu verbinden.

In Anlehung an die von Winter (1995) formulierten Grunderfahrungen (vgl.
S.8) betonen die Experten, dass man zwischen Mathematik als fertiges Produkt
und Mathematik als Prozess unterscheiden miisse. Dementsprechend kritisieren
die Experten, dass ,,Empirische Untersuchungen, die den alltiglichen Mathema-
tikunterricht und seine Ergebnisse in der ganzen Breite an der Integration der drei
Grunderfahrungen [...] messen und beurteilen* (Borneleit u.a. 2001, S.78) bis zu
diesem Zeitpunkt nicht vorliegen.

Die Vorschldge von Borneleit u. a. (2001) werden in der didaktischen For-
schungsdiskussion zur Analytischen Geometrie auf unterschiedliche Weise aufge-
griffen. Ein Beispiel stellt die anwendungsorientierte Analytische Geometrie dar.
Dort werden in Anlehnung an die anwendungsorientierte Lineare Algebra geome-
trische Kontexte mit realen Sachverhalten verbunden. Darin kann eine stérkere Ein-
beziehung der ersten von Winter formulierten Grunderfahrung (vgl. S.8) gesehen
werden. Entsprechend werden in der didaktischen Diskussion Beitrige veroffent-
licht, die Vorschlige fiir eine anwendungsorientierte Analytische Geometrie prasen-
tieren. Beispiele dafiir stellen Maaf} (2000), Diemer u. Hillmann (2005), Schmidt
(2009) und Foerster u. a. (2000) vor. Dariiber hinaus weisen zahlreiche Abiturprii-
fungsaufgaben zur Analytischen Geometrie Anwendungskontexte auf. Einige die-
ser Kontexte werden in der didaktischen Diskussion fiir die gewihlte Modellierung
kritisch betrachtet (Henn u. Filler 2015, S.235-238).

1973 kritisierte Freudenthal die Inhalte der Analytischen Geometrie mit den
Worten: ,,Die Geometrie, die mit linearer Algebra auf der Schule moglich ist, ist
ein trilbes Abwasser. Der Hohepunkt ist etwa, zu beweisen, dass zwei verschie-
dene Geraden einen oder keinen Schnittpunkt haben, und dass diese Zahlen fiir
Kreise 0, 1, 2 sind“ (Freudenthal 1973, S.411). Der inhaltliche ,Status Quo‘ hat
sich mit Blick auf die curricularen Vorgaben im Kernlehrplan fiir die Sekundar-
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stufe II in Nordrhein/Westfalen (Ministerium-NRW 2014) bis zum gegenwirtigen
Zeitpunkt nur wenig verdndert. Freudenthals Kritik wird ebenfalls in der Exper-
tise zum Mathematikunterricht in der gymnasialen Oberstufe aufgegriffen: ,,Auf
eine isolierte Axiomatisierung des Vektorraums mit der Reduzierung auf lineare
geometrische Gebilde sollte zugunsten einer an die Geometrie der Sekundarstufe I
ankniipfenden inhaltlich orientierten analytischen Geometrie des uns umgebenden
Raumes verzichtet werden. Auch hier sollte viel stirker die Vernetzung von Analysis
und Analytischer Geometrie hervortreten, indem etwa Kurven und insbesondere die
Kegelschnitte wieder zentrale Objekte des Mathematikunterrichts werden (Borne-
leit u.a. 2001, S.82).

Im Rahmen der breit geficherten Diskussion iiber Chancen und Grenzen des
Computereinsatzes im Mathematikunterricht greifen mehrere Beitriige, die an
Schupp (2000) angelehnte Empfehlung der Expertise auf. Diese Beitrdge konnen
grob in zwei Gruppen eingeteilt werden. Eine Gruppe beschreibt die grundsitzlichen
Vorziige einer 3D-Software zur Forderung des raumlichen Vorstellungsvermogens
und zur Visualisierung rdumlicher Darstellungen. Beispiele fiir diese Beitragsgruppe
stellen Andraschko (2001) sowie Filler u. Wittmann (2004) dar. Die zweite Gruppe
betont die Moglichkeit, sich durch den Computereinsatz von den ,linearen Gebil-
den‘ zu l6sen und Parametrisierungen von Kurven zu behandeln. Beispiele dazu
sind bei Lehmann (2012) und Filler (2007) zu finden. Filler betont, dass die uns
umgebende Welt voll von nichtlinearen Konstrukten ist, die mit Computersoftware
in der Schule beschreibbar sind. Dariiber hinaus hebt er die Notwendigkeit her-
vor, Parameterdarstellungen im Sinne des Spiralprinzips als Verallgemeinerung des
Funktionsbegriffs zu betrachten, um inhaltlich spannende geometrische und dyna-
mische Fragestellungen anzugehen (Henn u. Filler 2015, S. 158-160, 264-283).

Die Expertise von Borneleit u. a. (2001) weist darauf hin, dass Mathematik auch
als einen Prozess verstehen werden muss. Fiir den Bereich Analytische Geometrie
liegen bis 2003 nur wenige publizierte Studien vor, die den Lernprozess bzw. dessen
Ergebnisse genauer untersuchen. Eine Studie fithrt Wittmann (2003b) zu individu-
ellen Schiilerkonzepten in der Analytischen Geometrie durch, deren Ergebnisse
eingeschrinkt auf Ebenengleichungen auch unter Wittmann (2003a) veréffentlich
sind. Weitere Studien zu Vorstellungen zum Vektorbegriff und zu Gegenstinden der
Linearen Algebra legten Malle (2005) und Fischer (2005) vor.

Fischer (2005) analysiert in einer qualitativen Studie Interviews und Aufsitze
von Studierenden zu Gegenstidnden der Linearen Algebra in der Hochschulmathe-
matik. Ausgangspunkt des Forschungsprojekts ist die Frage, welche Vorstellun-
gen Studierende zu einzelnen Begriffen der Linearen Algebra, wie beispielsweise
, Vektorraum°, besitzen und, ob sich bei den Vorstellungen der Studierenden gemein-
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same ,Baumerkmale‘ erkennen lassen. Im Rahmen der Ergebnisauswertung arbeitet
Fischer unter anderem drei Vorstellungstypen zum Begriff , Vektorraum* heraus:

Elementtypvorstellung: ,,Ein Vektorraum ist eine Menge von Elementen, deren
Wesensart bestimmte Beziehungen zur Folge hat, welche durch Eigenschaften
von zwei Verkniipfungen zum Ausdruck gebracht werden.

Komponentenvorstellung: ,,Ein Vektorraum ist eine Menge von Elementen, die aus
bestimmten Komponenten bestehen. Die Elemente werden komponentenweise
addiert und mit Skalaren multipliziert.

Baukastenvorstellung: ,,Ein Vektorraum ist ein Gebilde, das nach einem Konstrukti-
onsprinzip erstellt wird, in dem Konstruktionsprozesse nach bestimmten Regeln
auf Bausteine angewendet werden. Die Vektoren sind die Objekte, die unter
diesen Vorgaben konstruiert werden konnen.* (Fischer 2005, S.36)

Diese Forschungsergebnisse konnen ausgehend von den 2012 beschlossenen Bil-
dungsstandards und den daraus resultieren Curricula relevanter fiir die Hochschul-
didaktik als fiir die Schuldidaktik angesehen werden, da der Vektorraumbegriff als
abstrakte Struktur in vielen Lehrplidnen ein optionales Vertiefungsthema darstellt.

Fischer kniipft mit ihrem Forschungsprojekt an die Ergebnisse stoffdidaktischer
und empirischer Untersuchungen von Dorier (2000) an. Dieser sich thematisch eher
auf die Hochschuldidaktik konzentrierende Bereich zur Didaktik der Linearen Alg-
bera wird gegenwirtig in mehreren Forschungsprojekten unterschiedlich vertieft.
Als Beispiele seien hier die Projekte von Fleischmann u. Biehler (2017), Mai u. a.
(2017), Motzer (2018) oder Scheibke (2018) genannt.

2005 verdtfentlicht Malle mehrere Beobachtungen aus Interviewstudien zum
Vektorbegriff. Diese Beobachtungen sind zusammengefasste Ergebnisse aus meh-
reren Diplomarbeiten der Universitit Wien, die allesamt auf unterschiedliche Weise
untersuchen, welche Vorstellungen ca. 700 Schiilerinnen und Schiiler im Alter von
15Jahren? zu Vektoren entwickeln. Malle stellt fest, dass viele ,,Schiilerinnen und
Schiiler [...] Vektoren [gebrauchen] ohne zu verstehen, was sie tun* (Malle 2005,
S. 18). Fiir die Defizite im Hinblick auf die Entwicklung angemessener Vorstellun-
gen zu Vektoren fithrt Malle drei Kernbeobachtungen an:

2Malle weist darauf hin, dass in Osterreich nach dem 2005 giiltigen Lehrplinen Vektorrech-
nung und Analytische Geometrie von der Klasse 9 bis einschlieBlich Klasse 12 unterrichtet
wird (Malle 2005, S. 16).
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o Die Idee einer Pfeilklasse ist im Unterricht zwar behandelt worden, scheint
fiir viele Lernende jedoch zu abstrakt zu sein, da sie Vektoren im praktischen
Gebrauch lediglich als ,,Einzelpfeile* identifizieren.

e Vektoren werden von Schiilerinnen und Schiilern héufig allein mit Pfeilen asso-
ziiert, obwohl der vorliegende Kontext nicht geometrisch ist und primir eine
arithmetisch-algebraische Deutung nahe legt. Vgl. (Malle 2005, S. 17)

e In Anlehnung an die vorherige Beobachtung wurde festgestellt, dass viele Ler-
nende Zahlenpaare ohne Probleme als Punkt interpretieren konnen, aber erheb-
liche Schwierigkeiten haben, ein Zahlenpaar als Pfeil zu deuten. Vgl. (Malle
2005, S.16-17)

Die von Malle prisentierten Ergebnisse zeigen, dass Schiilerinnen und Schiiler
Schwierigkeiten haben, Vektoren als ,abstrakte Objekte‘ zu verstehen, die geo-
metrisch interpretiert werden konnen. Fiir diese Schiiler sind Vektoren rein geome-
trische Objekte bzw. konkret gegenstiindliche Objekte. Filler u. Todorova (2012)
beziehen sich auf die Ergebnisse von Wittmann (2003b) und Malle (2005) und plé-
dieren bei der Einfiihrung von Vektoren Aspekte aus den drei Zugéngen , Vektoren als
Pfeilklassen®, ,Vektoren als Tupel* sowie den axiomatischen Zugang iiber die , Vek-
torraumaxiome* zu beriicksichtigen. Aus ihrer Sicht kann es keinen ,,,Konigsweg*
zur Entwicklung des Vektorbegriffs im Mathematikunterricht geben [...], [weil]
Elemente aller drei Herangehensweisen bedeutsam [sind]. Tragfihige Vorstellun-
gen von einem vielfiltige Modelle ,vereinigenden® Strukturbegriff konnen nur aus
der Betrachtung mehrerer verschiedener Reprisentationen und der Erkenntnis struk-
tureller Gemeinsamkeiten erwachsen* (Henn u. Filler 2015, S. 89).

Wittmann (2003a) analysiert und interpretiert Leitfadeninterviews, die mit
Grundkursschiilerinnen und Grundkursschiilern als offene Einzelinterviews gefiihrt
wurden. Wittmann unterscheidet im Rahmen seiner Untersuchung zwischen zwei
Teilaspekten, die mathematisches Denken auszeichnen konnen:

e einen ,syntaktisch-algorithmischen Aspekt‘, der das Umformen von Vektor-
termen und das Losen von Vektorgleichungen sowie das Losen linearer Glei-
chungssysteme umfasst, die jeweils festen Regeln folgen.*

e cinen ,semantisch-begrifflichen Aspekt‘, die Beziehung zwischen Vektorkalkiil
und den durch ihn beschriebenen geometrischen Objekten, wichtige Teilaspekte
des semantisch-begrifflichen Denkens sind das ,algebraische Beschreiben® geo-
metrischer Sachverhalte mit Hilfe des Vektorkalkiils und umgekehrt das ,geome-
trische Interpretieren von Vektortermen und -gleichungen. (Wittmann 2003a,
S.14)
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Im Mittelpunkt steht die Frage, welche Formen semantisch-begrifflichen Denkens
Schiilerinnen und Schiiler in einem Grundkurs zur Analytischen Geometrie entwi-
ckeln. Die Theoriebildung erfolgt mittels ,Grounded Theory* nach Strauss u. Corbin
(1996) aus einer Systematisierung der empirischen Befunde. Anhand der Befunde
arbeitet Wittmann zwei idealtypische Sichtweisen auf Objekte in der Analytischen
Geometrie heraus:

(1.) ,,Analytische Geometrie als ,Punktmengengeometrie‘: Charakteristisch hier-
fiir ist die Sprechweise, dass ein Punkt ,ein Element einer Ebene‘ ist.

(2.) ,,Analytische Geometrie als ,vektorielle Beschreibung ganzheitlicher und
konkretgegenstindlicher geometrischer Objekte*: Eine im Anschauungsraum
gegebene Ebene wird ganzheitlich wie ein konkretes, beinahe gegenstindliches
Objekt betrachtet. Ein Punkt ,liegt auf einer Ebene‘ — er ist ein eigenstiandiges
Objekt, das zur Ebene hinzu kommt. Koordinaten geben die Position eines
Punktes im Anschauungsraum an, Aufhingepunkte und Vektoren beschreiben
die Lage von Ebenen im Anschauungsraum. Der Punktmengengedanke spielt
keine Rolle.” (Wittmann 2003a, S.22)

In einer fritheren Fallstudie, deren Ergebnisse Wittmann (1999) veroffentlichte,
konzentriert sich die Untersuchung auf das ,,begrifflich-semantische Denken von
Schiilern in der Analytischen Geometrie, insbesondere der geometrischen Interpre-
tation der Parametergleichung einer Geraden” (Wittmann 1999, S.24). Die Inter-
views sind im Rahmen dieser Studie an das Prinzip des fokussierten Interviews nach
Hopf (1991) angelehnt. Die Interviewform basiert darauf, dass der Interviewer eine
Frage jeweils auf der Basis der voraus gegangenen Schiilerantworten formuliert und
dabei vom Schiiler genannte Aspekte aufgreift.

In der Ergebnisauswertung konnte Wittmann herausarbeiten, dass sich die Schii-
lerkonzepte in die beiden oben beschriebenen idealtypischen Vorstellungen zu
Objekten in der Analytischen Geometrie einordnen lassen. Beide Vorstellungen
bilden zusammen eine Analysekategorie, die Wittmann als den ,,ontologischen Sta-
tus der geometrischen Begriffe” beschreibt. Wittmann stellt fest, dass sich zwei
weitere Analysekategorien bei der Interpretation der Interviews herauskristallisiert
haben: ,Aspekte funktionalen Denkens‘ und ,Variablenaspekte des Parameters®.
Das funktionale Denkens umfasst drei von Vollrath (1989) beschriebene Aspekte,
die Wittman anhand der geometrischen Interpretation der Gleichung

X=A+x

wie folgt beschreibt:
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e Zuordnungscharakter: , Die Parametergleichung ordnet jedem A € R genau ein
X € R3 zu, beschreibt also einen Zusammenhang zwischen der unabhiingigen
Variabel A und der davon abhingigen Variable X.*“ (Wittmann 1999, S.32)

° Anderungsverhalten: ,.Die Parametergleichung einer Geraden erfasst, wie sich
Anderungen des Parameters A konkret auf die Variable X auswirken. Dies ist
zunichst eine arithmetische Beziehung, die sich aber auch geometrisch deuten
lasst: Je groBer |A| ist, desto weiter liegt X vom Authidngepunkt A entfernt[...].
(Wittmann 1999, S.33)

e Sicht als Ganzes: ,,Eine durch eine Parametergleichung gegebene Gerade kann
ganzheitlich als ein Objekt betrachtet werden, dem man Eigenschaften zuschrei-
ben und das mit anderen Objekten in Beziehung gesetzt werden kann.” (Witt-
mann 1999, S.33)

Als Variablenaspekte gibt Wittmann den ,Bereichsaspekt’ an, der noch enger
gefasst werden kann durch den , Verdnderlichenaspekt‘. Beide Aspekte stellen nach
Malle (1993) inhaltliche Beschreibungen von funktionalen Variablen dar, auf die in
Abschnitt3.2.2 genauer eingegangen wird.

Die Schiilervorstellungen zeichnen sich inhaltlich durch die einzelnen Analy-
sekategorien aus. Wittmann betont, dass das Vorkommen eines Aspekts aus einer
Analysekategorie nicht das Vorkommen von Aspekten aus anderen Analysekate-
gorien ausschliet. Die Interviews zeigen, dass es Mischformen gibt, zwischen
denen die Schiiler kontextbedingt springen. Das trifft insbesondere auch auf die
beiden komplementidren Auffassungen ,Punktmengengeometrie’ und ,vektorielle
Beschreibung ganzheitlicher und konkretgegenstindlicher geometrischer Objekte*
zu. Wittmann stellt in seiner Untersuchung fest, dass ,,nicht alle Schiiler, die den
Kalkiil beherrschen, auch den in der Parametergleichung auftretenden Symbolen
eine geometrische Bedeutung zuweisen und den durch die Gleichung beschriebe-
nen geometrischen Sachverhalt entsprechend erldutern konnen® (Wittmann 1999,
S.34). Als mogliche Ursache fiir diese Beobachtungen fiihrt er an, dass es an einer
,unzureichende[n] Foderung des semantisch-begrifflichen Denkens der Schiiler im
Untericht (Wittmann 1999, S.35) liegen konnte.

1.3  Aufbau der Untersuchung

Bei der Erhebung von Schiilervorstellungen zu vektoriellen Geradenbeschreibun-
gen, stellt sich die Frage, ob die individuell ausgebildeten Vorstellungen inhaltlich
in einzelnen Aspekten iibereinstimmen und dariiber hinaus, inwieweit aus einzelnen
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Schiilervorstellungen idealtypische Merkmale herausgearbeitet werden konnen, so
dass eine Typisierung aller Vorstellungen vorgenommen werden kann.

In diesen Punkten kniipft die vorliegende Untersuchung in ihrer Zielsetzung an
die Ergebnisse von Wittmann (2003a) an. Dieser hat herausgearbeitet, dass Vorstel-
lungen der Lernenden in die oben angesprochenen zwei idealtypischen Sichtweisen
auf Objekte in der Analytischen Geometrie eingeordnet werden konnen. Die Vor-
stellungen werden nach Wittmanns Beobachtungen zusitzlich durch ,Aspekte funk-
tionalen Denkens‘ und , Variablenaspekte des Parameters‘ beeinflusst. Mit Blick auf
eine Typisierung in der vorliegenden Studie stellt sich die Frage, ob bestimmte Kate-
gorienkombinationen hinsichtlich der Vorstellungsinhalte existieren, durch die sich
wiederum Schiilervorstellungen als ,Typ* auszeichnen konnen.

Die Untersuchung verfolgt die Zielsetzung, Erkenntnisse zur Leitfrage nach den
Schiilervorstellungen und den oben formulierten Vertiefungsfragen aus Schiilerin-
terviews herauszuarbeiten. Der gesamte Untersuchungsprozess wird in den folgen-
den Kapiteln dargelegt, so dass der Erkenntnisgewinn Schritt fiir Schritt nachvoll-
ziehbar ist.

Der Begriff ,Schiilervorstellung® wird in diesem einleiten Kapitel zur Zielfor-
mulierung ohne weitere Erlduterungen verwendet. Was in dieser Studie unter einer
Schiilervorstellung genau verstanden wird und wie dieser Begriff vom Begriff , Vor-
stellung‘ abgeleitet werden kann, wird im anschlieSenden Kapitel 2 dargelegt. Dabei
werden sowohl Aspekte aus der Psychologie als auch Aspekte aus den Didaktiken
der Mathematik und der Naturwissenschaften beriicksichtigt. Damit schliefit der
erste einleitende Teil dieses Forschungsberichts.

Der zweite Teil verfolgt in Kapitel 3 das Ziel Vorstellungen zu Vektorgleichun-
gen als Geradenbeschreibung aus fachlicher Perspektive zusammenzustellen. Dazu
werden in den ersten Unterabschnitten 3.2 bis 3.4 zunéchst Vorstellungen zu den
Elementen einer Vektorgleichung wie ,Variablen® oder ,Vektoren® diskutiert. Da
es sich bei anndhernd allen Gegenstinden um abstrakte Begriffe handelt, wird im
einleitenden Abschnitt3.1 der Zusammenhang von Begriffen und Vorstellungen
erortert. Jeder Abschnitt bezieht neben fachlichen Uberlegungen auch Ergebnisse
der stoffdidaktischen Diskussion mit ein. Das Kapitel schliefit mit Abschnitt3.5, in
dem Vorstellungen zu Vektorgleichungen als Geradenbeschreibung dargelegt wer-
den. Damit stellt das Kapitel eine normative Zusammenstellung fachlich addquater
Vorstellungen zu den Untersuchungsgegenstianden dar und bildet eine Diskussions-
grundlage der erhobenen Schiilervorstellungen.

Der dritte Teil bildet als deskriptiver Teil den Kern der Untersuchung. Die einzel-
nen Kapitel dokumentieren die Erhebung und Auswertung von Schiilervorstellun-
gen zu vektoriellen Geradenbeschreibungen. In Kapitel4 werden die Grundlagen
fiir die Erhebung festgelegt. Dazu gehort in Abschnitt4.1 die Erlduterung der aus



