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Dem kritischsten Leser, meiner Frau,
in Dankbarkeit gewidmet



Vorwort

Mathematik — abstrakt, staubtrocken, realitdtsfern, unversténdlich
und nichts fiir Sie? Falsch, ganz falsch! Das ist ein absolut unzu-
treffendes Klischee. Gerade die angewandte Mathematik halt viele
iiberaus spannende und praxisrelevante Fragestellungen bereit. Dass
sich die Beschéaftigung mit ihnen lohnt, soll dieses Biichlein zeigen. In
42 Geschichten sollen Sie, lieber Leser, in lockerer und dennoch ma-
thematisch exakter Weise in die bunte Welt der Finanzmathematik
und der Finanzmérkte entfithrt werden.

An Mathematikkenntnissen wird lediglich Schulwissen vorausgesetzt,
nur in wenigen Erzdhlungen sind Grundkenntnisse der Differenzial-
rechnung von Vorteil. Mitdenken und Mitrechnen sind ausdriicklich
erwiinscht. Die Geschichten sind inhaltlich weitgehend unabhéngig
voneinander, denn das vorliegende Biichlein will kein Lehrbuch sein;
nur gelegentlich gibt es Querverbindungen. Hiufig benétigte Formeln,
ein Glossar sowie einfilhrende Literatur zur Finanzmathematik sind
am Ende des Buches zusammengestellt, wihrend speziellere Quellen
in den einzelnen Geschichten zu finden sind.

Mein Dank geht an Martin Stocker, Alexander Borsch und Theresa
Wagner fiir sorgfiltiges Lesen des Manuskripts, technische Hilfestel-
lung sowie das Anfertigen von Abbildungen. Ferner danke ich dem
Verlag Springer Spektrum fiir die Aufnahme des Werkes in das Ver-
lagsprogramm. Hinweise der Leser sind jederzeit willkommen.

Bernd Luderer
Chemnitz, Juni 2013
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1 Wo ist mein Geld nur geblieben?
Verlustausgleich nach Kursrutsch

Nur weil eine Aktie bereits fiel, heifit das noch
nicht, dass sie nicht noch weiter fallen kann.

Bérsenweisheit

Herr Obermayr reibt sich verdutzt die Augen: » Jesses Marial« Da
war er dem Rat des Borsengurus Kostolany » Aktien kaufen, liegen las-
sen, ruhig schlafen« gefolgt, hatte sich Solaraktien gekauft, anschlie-
fsend eine Weltreise unternommen und sich nicht mehr um die Akti-
enkurse gekiimmert. Und nun das — gerade einmal 12 % des urspriing-
lichen Kaufpreises sind seine Aktien noch wert. Schone Bescherung!
200 Euro pro Stiick hatte er bezahlt, nun liegt der Kurs nur noch bei
24 Euro.

Er hatte noch die Worte seines Spezis Niedermayr im Ohr: » Die Bor-
sen atmen. Also keine Sorge, wenn eine Aktie einmal um 3 % fallt.
Irgendwann steigt sie wieder um 3 % und alles gleicht sich aus.« Der
hatte gut reden, von wegen 3 %. Die Solaraktien waren um 88 % ge-
fallen! Wer weif, ob sie jemals wieder um 88 % steigen? Augenblick
mal ...

Was passiert denn iiberhaupt, wenn sie um 88 % steigen? Herr Ober-
mayr rechnet und rechnet: Irgendetwas kann nicht stimmen. Hat ihm
sein Freund die Unwahrheit gesagt? Wenn der Kurs von 24 Euro um
88 % ansteigt, so liegt der neue Kurs ja gerade einmal bei

88
24-(1+ — | =24-1,88=45,12 |E .
< + 100) ,88 = 45,12 |[Euro]

Das ist ja meilenweit von 200 Euro entfernt! So ist das, wenn man auf
den Rat der Freunde oder » Experten« hort.

Herr Obermayr seufzt und macht sich ans Rechnen. Angenommen,
der Kaufpreis betrigt P und der Kurs fallt um S Prozent. Setzt man

B. Luderer, Mathe, Mcirkte und Millionen,
DOI 10.1007/978-3-658-02774-2_1, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013



4 Mathe, Méarkte und Millionen

s = %, so liegt der neue Kurs bei P = (1 — s)P. Nun ist der
prozentuale Wachstumsfaktor G gesucht, um den der Kurs wieder

ansteigen muss. Mit der Bezeichnung g = 1—%% fiihrt das auf den Ansatz

!

Po=(1+g9g)Ph=(1+4+g)(1—s)P=P.

Nach Division durch P und kurzer Umformung erhélt man

Damit ergeben sich beispielsweise die folgenden Werte:

S\ 5 10 20 50
G526 11 25 100

»Um wie viel Prozent muss denn nun der Kurs meiner Aktien, die
um 88 % gefallen sind, steigen?«, tiberlegt Herr Obermayr, und erhalt
nach kurzer Rechnung ... 733,33 %. Oh je! Ob das wirklich irgendwann
passiert?!

Obwohl nun seine konkrete Frage beantwortet ist, griibelt Herr Ober-
mayr weiter. » Der Niedermayr, der ist doch kein Dummer. Hat er
eventuell doch recht damit, dass sich ein Kursverlust und Anstieg um
denselben Prozentsatz ausgleichen, aber nur, wenn die Schwankung
gering ist?«

Er probiert: Der Kurs sei 100 und soll um 1 % sinken. Dann betragt er
99. Steigt er nun wieder um 1%, so liegt er bei 99,99, was so gut wie
100 ist. Sinkt er um 3 % und steigt dann wieder, so rutscht er zunéchst
auf 97 und wéchst anschliefend auf 99,91. » Ja, der Niedermayr scheint
recht zu haben. Der is scho a ganz a G’scheiter.«

!Selbst wenn der Aktienkurs wieder auf den urspriinglichen Stand ansteigt, erlei-
det Herr Obermayr einen Verlust durch entgangene Zinsen aus einer risikolosen
Festzinsanlage, die er alternativ hitte tédtigen kénnen.
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Der Grund liegt darin, dass fiir kleine z-Werte die Beziehung

1

~1-—
14z v

(%)

gilt.? Damit lisst sich — zumindest fiir Werte von s nahe null — der
Quotient l%rs durch die Differenz 1 — s ersetzen. Daher kann man die
Division, die praktisch nur schriftlich oder mit Taschenrechner durch-
fiihrbar ist, durch die Subtraktion ersetzen. Es lebe das Kopfrechnen!

Zurick zum Kursrutsch. Wenn also der Aktienkurs von P auf I—Ijs
sinkt, so ist das ungefdhr gleich P(1 — s). Steigt dieser Wert dann

wieder um S Prozent, gilt
Poou = P(1 —5)(1 +5) = P(1—s°) = P,

da s? eine sehr kleine Zahl ist.

Ubrigens nutzten die Kaufleute im Mittelalter beim sog. kaufmdnni-
schen Diskontieren genau die Beziehung () aus, indem sie die Zinsen
vom Endwert abzogen, anstatt zu dividieren (vgl. Grundformel (2)):

Ky

Wurde beispielsweise eine Riickzahlung von 1000 Talern in einem
halben Jahr bei 4% jahrlichen Zinsen vereinbart, so betrug die bar
auszuzahlende Summe B = 1000 - (1 — 0,04 - 1) = 980 Taler.?

2Diese ergibt sich aus der Taylorentwicklung der Funktion flx) = H-% in einer

Umgebung des Punktes xp = 0 bzw. — dquivalent — aus der Gleichung der
Tangente an den Graphen der Funktion f im Punkt (0, f(0)). Beide lauten:
Wz) =fO0)+f(0) (x-0)=1—=

1000

3Bei linearer Abzinsung hiitten Toa = 980,39 Taler ausgezahlt werden miissen.
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2 Ein fairer Deal? Oder: Friih ibt sich ...

Das Geld ist ja nicht weg, es ist nur woanders.

Bérsenweisheit

Freitagnachmittag. Zwei Viertkléssler, die auf eine Bahn warten,
beschliefsen, bis zur Ankunft derselben noch schnell ein Eis zu essen.
Leider reicht bei einem, nennen wir ihn Max, das Geld nicht. Der
andere, Clemens, ist gern bereit, Max die fehlenden 60 Cent zu borgen.

»Dann gibst du mir einfach am Montag 80 Cent wieder zuriick«, meint
Clemens zu Max.

»Wieso denn 80 Cent, du hast mir doch nur 60 Cent gegeben?«, wi-
derspricht Max.

»Na, du musst mir doch Zinsen dafiir zahlen, dass ich dir das Geld
bis Montag leihe«, erkldrt Clemens, »das ist so iiblich.«

Max sieht das ein und das Geschéft ist abgemacht. » Moment malx,
iiberlegt Max zu Hause, als er in Ruhe noch einmal das Gesprach
Revue passieren lésst, »das ist aber ganz schén viel: 20 Cent Zinsen
fiir 60 Cent.«

» Moment mal!«, meinen auch wir, »ist das nicht Wucher? Die Zeit
zwischen Kapitaliiberlassung und Riickzahlung betrdgt ja nur drei
Tage. «

Ehe wir den (indirekt vereinbarten) Zinssatz berechnen wollen, soll zu-
néchst geklart werden, was eigentlich Wucher ist. Von Wucher spricht
man — vor allem im Zusammenhang mit Kreditvertragen —, wenn
deren Zinsen und Gebiihren im Vergleich zu marktiiblichen deutlich
iiberhoht sind. Allerdings gibt es in Deutschland keine genauen Vor-
gaben iiber die zuldssige Hohe von Zinssdtzen. Auch im Biirgerlichen
Gesetzbuch (BGB) findet sich nichts Konkretes, jedoch wird die freie
Gestaltung von Zinshohe und Berechnungsmethoden durch den Be-
griff der » Sittenwidrigkeit « eingeschrénkt. In § 138 BGB heifst es: » Ein

B. Luderer, Mathe, Mcirkte und Millionen,
DOI 10.1007/978-3-658-02774-2_2, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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Rechtsgeschift, das gegen die guten Sitten verstofit, ist nichtig. Nich-
tig ist insbesondere ein Rechtsgeschéaft, durch das jemand unter Aus-
beutung der Zwangslage, der Unerfahrenheit, des Mangels an Urteils-
vermdogen ... sich ... fiir eine Leistung Vermogensvorteile versprechen
oder gewahren ldsst, die in einem auffalligen Missverhéltnis zu der
Leistung stehen.« Dabei wird i. Allg. von einem auffélligen Missver-
héltnis ausgegangen, wenn der vereinbarte Zinssatz den marktibli-
chen um 100 % oder absolut um 12 Prozentpunkte iibersteigt.

Zuriick zur Frage, welchem jéhrlichen Zinssatz das zwischen den bei-
den Schiilern vereinbarte Geschéaft entsprechen wiirde.

Ein Jahr ist die am h&ufigsten anzutreffende Zinsperiode, also der
Zeitraum, fiir den Zinsen zu zahlen sind. Auch bei der Beurteilung
von Zinssédtzen (»niedrig«, »hoch«) bezieht man sich in aller Regel
auf ein Jahr, denn nur dafiir hat man ein Gefiihl. Da die fiir einen
Zeitraum der Lange t zu zahlenden Zinsen Z; direkt proportional zum
eingesetzten Kapital K, dem Zinssatz ¢ und der Laufzeit ¢ (gemessen
als Teil des Jahres) sind, gilt die Formel

Zy=K-1-t.

Fiir das Beispiel mit Max und Clemens gilt: Z; = 0,2, K = 0,6,
t = % = ﬁ (meist wird das Jahr zu 360 Zinstagen gerechnet,
jeder Monat zu 30 Zinstagen). Aus der obigen Formel ergibt sich nach

Umstellung zunéchst ¢ = % und nach Einsetzen der konkreten Werte

, 0,2 2120
1 = =

- 1
0,6 - 135 6

=40 = 4000 %.

Wenn das kein Wucher ist! Damit ist nach der geltenden Rechtslage
die getroffene Zinsvereinbarung hinfillig und Max muss liberhaupt
keine Zinsen bezahlen.

Literatur:
Biirgerliches Gesetzbuch BGB, 70. Aufl., Dt. Taschenbuch Verlag, Miinchen 2012
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3  »W.ir schenken lhnen die Mehrwertsteuer! «
Wie groB ist der gewdhrte Rabatt wirklich?

Das Ehepaar Wagner sieht sich nach neuen Wohnzimmermdbeln
um. Am Einrichtungshaus prangt ein riesiges Werbebanner:

Wir schenken Ihnen die Mehrwertsteuer auf Ihren Mdbelkauf!

»Das kommt uns gerade recht«, freut sich Frau Wagner, »da kénnen
wir 19 % sparen. Ausgezeichnet!«

»Da steckt bestimmt ein Trick dahinter.« Herr Wagner ist skeptisch.
»Die ziehen bestimmt nicht einfach 19 % vom Verkaufspreis ab. Ich
werde zu Hause einmal nachrechnen. «

Angenommen, ein Mobelstiick kostet P Euro. Dann betrigt sein Preis
abziiglich der Mehrwertsteuer von 19% nur noch P; = %1'9,
schldgt man die Mehrwertsteuer auf diesen niedrigeren Betrag wieder
drauf, ergibt sich gerade P; + % - Pp =1,19P; = P. Will man nun

den Rabatt r berechnen, der hinter der Werbeaktion steckt, hat man

denn

vom Ansatz P, = P - (1 — r) auszugehen, was auf die Beziehung
P(l-r)= % und nach Kiirzen mit P auf 1 — r = ;35 bzw.

1 1,19-1 0,9
1,19 1,19 1,19

= 0,1597 = 15,97 %

r=1-—

fihrt.

»Ich habe es doch gewusst«, triumphiert Herr Wagner, ein Trick ist
dabei, 19 % sind es nicht, es sind nur knapp 16 %.«

»Aber 16 % sind doch auch nicht schlecht«, beschwichtigt ihn seine
Gattin.

»Ja, schon. Aber es sind keine 19 %, wie einem suggeriert wird «, grum-
melt Herr Wagner. Irgendwie ist er trotzdem unzufrieden.

B. Luderer, Mathe, Mcirkte und Millionen,
DOI 10.1007/978-3-658-02774-2_3, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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4 Die Kinder der Zinsen sind die Enkel des Kapitals.
Zinseszinsrechnung

Uberléisst man einem Dritten Kapital, vertraut man also einer Bank
oder einem Freund oder auch einem Fremden sein Geld an, so erwar-
tet man gemeinhin als Gegenleistung fiir den Kapitalverzicht ein Ent-
gelt, die Zinsen. Je grofer das geliehene bzw. angelegte Kapital, der
vereinbarte Zinssatz und die Zeit der Geldanlage, desto hoher sind
die Zinsen. Als ein Bestandteil der finanziellen Vereinbarung ist die
Zinsperiode festzulegen, also die Zeit, fiir die der dem Finanzgeschaft
zugrunde liegende Zinssatz gilt. Meist ist das ein Jahr*, es kann aber
auch ein Halbjahr oder ein Monat sein. Ublicherweise werden die Zin-
sen am Ende der Zinsperiode gezahlt, Ausnahmen sind moglich.®

Sind Ky das Kapital, i der Zinssatz (z.B. i = 4% = 0,04) und ¢ der
Anteil an der Zinsperiode (z.B. t = % fiir einen Monat), so betragen
die Zinsen fiir eine Geldanlage im Zeitraum [0, ¢]

Zy=Kpy-1-t.

Damit kann man die Zinsen anschaulich als » Kinder des Kapitals« be-
zeichnen.

Das Kapital wéchst dann zusammen mit den Zinsen von K im Zeit-
punkt ¢ = 0 (»heute«) auf

(x) K =Ko+ 2 =Ko (1+it)

zum Zeitpunkt ¢t. Diesen Betrag nennt man Endwert bei linearer Ver-
zinsung. Lineare Verzinsung findet vor allem fiir 0 < ¢t < 1 oder — wie
der Fachmann sagt — im unterjdhrigen Bereich Anwendung.

1S0 bedeutet beispielsweise 5% p.a. = per annum oder pro anno, dass fir 100
Geldeinheiten pro Jahr fiinf Geldeinheiten an Zinsen zu zahlen sind.

5Etwa bei vorzeitiger Kontoauflésung oder bei antizipativen, d.h. zu Perioden-
beginn zahlbaren Zinsen.

B. Luderer, Mathe, Mcirkte und Millionen,
DOI 10.1007/978-3-658-02774-2_4, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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Nach einer Zinsperiode gilt
KlzKo-(l—l-’i):Ko-q,

wie man aus Formel (%) mit ¢ = 1 erkennt. Dabei ist ¢ = 1 4 4 der
sog. Aufzinsungsfaktor. Werden nun mehrere Zinsperioden betrachtet
und die Zinsen nicht ausgezahlt, verbleiben sie also auf dem Konto,
so vermehren sie das urspiingliche Kapital und werden in der néchs-
ten Periode mitverzinst. Auf diese Weise kommen wir zu den Zinsen
der Zinsen, gewissermafsen den » Enkeln und Urenkeln des Kapitals«.
Mathematisch sieht das folgendermafsen aus:

In der zweiten Periode ist K7 das Ausgangskapital und
Ko=Ki-q=(Ko-q)-q=Ko- ¢

das Endkapital. So geht es weiter:
K3y=K>-q=(Ko-¢*)-q=Ko-¢"

Nach n Perioden ergibt sich auf diese Weise die Leibniz’sche Zinses-
zinsformel (vgl. Grundformel (5)), auch Endwertformel der geometri-
schen Verzinsung genannt:

Kn:Ko-q":Ko-(l—i—i)".

Oftmals wird diese Formel verallgemeinert, indem anstelle der ganz-
zahligen Laufzeit n (= Anzahl der Zinsperioden) eine beliebige reelle
Zeit t eingesetzt wird:

Ki=Koy-q' = Ko-(1+14)".

Wie sich ein Kapital bei linearer und geometrischer Verzinsung bzw.
bei verschiedenen Zinssétzen entwickelt, zeigen die folgenden beiden
Abbildungen.



