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Vorwort

Die Quantenwelt ist ldngst im Alltag angekommen, ohne dass es vielen bewusst ist.
Dazu gehoren Transistoren, Dioden und Laser, die aus Alltagsgeriten nicht mehr
fortzudenken sind und wie selbstverstiandlich in der Mess- und Kommunikations-
technik, industriellen Fertigung, Medizintechnik, Unterhaltungselektronik und 3D-
Druck angewendet werden. Den Quantentechnologien dieser ersten Generation ist
gemeinsam, dass Quanteneffekte nur indirekt genutzt werden.

Wir leben derzeit in der zweiten Generation der Quantentechnologie, in der
Grundprinzipien der Quantenmechanik gezielt in quantenmechanischen Geriten
umgesetzt werden. Dazu gehoren erste Prototypen von Quantencomputern, klassi-
sche Supercomputer mit Quantensimulation, Quantenkryptografie und Quanten-
kommunikation, Quantensensorik und Quantenmesstechnik. Zur Losung einer spe-
ziellen Aufgabe konnte 2019 ein spezieller Quantencomputer von Google erstmals
die Uberlegenheit eines Quantencomputers iiber einen klassischen Supercomputer
beweisen. Im selben Jahr war bereits vorher mit IBM Q ein Quantencomputer vor-
gestellt worden, dem wenigstens im Prinzip die Architektur eines Mehrzweck-
Computers zugrunde liegt.

Dennoch wird die Quantenwelt in der Offentlichkeit hiufig noch immer als riit-
selhaft wahrgenommen. Was Einstein 1935 als spukhafter Effekt vorkam, ist 1angst
Grundlage umwiélzender Quantenkommunikation in Glasfasernetzen und Satelli-
tentechnik, die ein zukiinftiges Quanteninternet ankiindigt. Quantencomputer als
Mehrzweckrechengerite sind nur die Spitze des Eisbergs mit einer Technologie, die
sich schrittweise als Netzwerk unserer Zivilisation ausbreitet. Deshalb ist es auch
irrefithrend, von ,,disruptiver* Technik zu sprechen, die unvermittelt plotzlich da ist.
Das erscheint nur denjenigen so, fiir die diese Technologie unverstéindlich ist.

Umso dringender ist es, die Grundlagen der Quantenwelt als Hintergrund dieser
Technologie zu verstehen. Grundlagen und Zusammenhinge begreifen, setzt auch
ein Verstindnis der mathematischen Sprache voraus. Sie ist letztlich Ausdruck des
,gesunden Menschenverstandes®, der sich begrifflich prizise Instrumente schafft,
um Experimente zu berechnen und Technik zu ermdglichen. Rechenverfahren wer-
den in Algorithmen und Computerprogramme umgesetzt.
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Die Quantenwelt mit ihrer Mathematik ermoglicht Algorithmen und Verfahren,
die ungleich reichhaltiger, schneller und effektiver als klassische Computer sind.
Ein Quantenbit enthélt nicht nur zwei alternative Informationszustinde der Bits 0
und 1, sondern alle zwischen 0 und 1 liegenden Zustinde. Solche ,,Uberlagerungen*
(Superpositionen) von Zustidnden fiihren in der Technik zum Quantenparallelismus,
der eine gleichzeitige Berechnung aller Zustinde ermoglicht und damit erhebliche
Beschleunigung gegeniiber nacheinander ausgefiihrten Rechenschritten in klassi-
schen Computern. Quantenmechanische ,,Verschrinkungen* entfernter Ort ermog-
lichen augenblickliche Quantenkommunikation. Verteilte Wahrscheinlichkeiten er-
offnen in der Quantenwelt das ,,Durchtunneln von Hindernissen, vermeiden
klassische Umwege und beschleunigen damit Rechenverfahren erheblich.

Im Quanten Computing wachsen also Physik, Informatik, Logik und Mathema-
tik zusammen. Ob nun die Welt selbst ein Computer ist (Leibniz) oder wenigstens
durch einen Computer simulierbar ist (Feynman), wie ein roter Faden zieht sich
diese Vision durch die Ideengeschichte der Neuzeit. Auf dem Hintergrund meiner
bisherigen Buchpublikationen war das auch meine personliche Faszination, die
mich zum Schreiben dieses Buchs motivierte, das die Interessen fiir Physik, Infor-
matik, Logik und Mathematik zusammenfiihrt.

All das ist kein Hexeneinmaleins, sondern ergibt sich schrittweise aus den
Grundlagen der Quantenwelt. Sie ist, wie Richard Feynman als Pionier des Quan-
tencomputers richtig feststellte, die eigentliche und umfassende physikalische
Wirklichkeit. Die klassische Physik beschreibt nur approximativ den Ausschnitt der
makroskopischen Welt. In diesem Sinn ist die Quantenphysik ein natiirlicher Zu-
gang zur Welt und keine Frage von Zauberkunststiicken wie ,,Schrodingers Katze*
mit ihren wunderlichen Leben. Zudem entspricht das Denken in Statistik und Wahr-
scheinlichkeiten durchaus der Alltagserfahrung, die keineswegs wie klassische Me-
chanik determiniert ist.

Quantentechnologie und Quantencomputer werden zunehmend unser Alltag
sein. Nach Elektrifizierung und Digitalisierung im 20. Jahrhundert steht nun die
Quantisierung der Kommunikations- und Versorgungsnetzwerke an. Das geschieht
schrittweise und nicht ,,disruptiv’. Auch der universelle Quantencomputer wird
nicht ,disruptiv* die klassische Rechnertechnologie ablosen, sondern zunehmend in
klassische Rechnerstrukturen eingebettet und neue Aufgaben l6sen, die mit klassi-
schen Verfahren ausgeschlossen waren. Man spricht bereits von ,,0kologischen*
Rechnernetzwerken, die sich schrittweise iiber die Welt ausbreiten.

Diese Rechnernetzwerke sind der Hintergrund einer weltweiten Automatisie-
rung durch Kiinstliche Intelligenz. In meinem Buch , Kiinstliche Intelligenz. Wann
iibernehmen die Maschinen?* (Springer 2. Aufl. 2019) wird Machine learning he-
rausgestellt, das Automatisierung in Robotik, Industrie- und Arbeitswelt verwirk-
licht. In Zukunft werden enorme Rechnerkapazititen notwendig sein, um die ge-
waltigen Datenmengen dieser Zivilisation zu bewiltigen. Die Komplexitit des
Lebens, seine unverstandenen Zusammenhénge, seine Empfindlichkeit und Geféhr-
dung, die sich in Krankheiten wie Krebs ebenso zeigt wie in viralen Pandemien,
erfordert neue Tools in Life Sciences und Medizin. Hier wird Bioinformatik zuneh-
mend auf Machine Learning und geeignete Rechner- und Speicherkapazititen
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zuriickgreifen miissen. Das gleiche gilt zur Bewiltigung weltweiter Finanz- und
Wirtschaftskrisen, die Friihwarnsysteme erfordern. So wachsen Quantentechnolo-
gie und Quantencomputer mit dem groflen anderen HighTech Hype, der Kiinstli-
chen Intelligenz, zusammen. Insofern kann dieses Buch als Fortsetzung meines
Springer-Buchs iiber Kiinstliche Intelligenz gelesen werden, ohne es voraus-
zusetzen.

Mit Quantentechnologie, Quantencomputer und kiinstlicher Intelligenz zeichnet
sich aber nicht nur eine Potenzierung neuer Moglichkeiten ab, sondern auch von
Gefihrdungen. Neben einer absolut sicheren Quantenkryptografie konnte Quanten-
kommunikation auch militérisch z. B. fiir eine weltweite Drohnensteuerung genutzt
werden. Quantencomputer, die klassische Supercomputer schlagen, ermdglichen
ungleich mehr und effektivere Kontrolle und Manipulation weltweit. Daher erhebt
sich die Forderung nach friihzeitiger Technikgestaltung, die ich bereits in meinem
KI-Buch gestellt hatte, noch einmal verstdrkt. Damit wird aber auch klar, dass unter
dem Eindruck weltweiter Krisen die Forderung nach einer nachhaltigen Technik
unverzichtbar ist. Am Ende braucht es eine zukiinftige Politik, in der die zentrale
Rolle von nachhaltiger Wissenschaft und Technik im 21. Jahrhundert verstanden
und zur Grundlage politischer Urteilsfindung und Entscheidung gemacht wird.

Miinchen Klaus Mainzer
Mai 2020
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: ®
Einfithrung

updates

Unsere Welt wird zunehmend durch schnelle Algorithmen gesteuert, die ohne
enorme Rechenleistungen von Computern nicht moglich wiren. In Zivilisationen
mit Milliarden von Menschen lassen sich Logistik und Mobilitét, Versorgungs- und
Verwaltungsprobleme, Industrie- und Arbeitswelt ohne ihren Einsatz nicht bewilti-
gen. Aber auch um nachhaltige Zukunftsstrategien fiir Klima, Umwelt, Gesundheit
und Medizin zu entwickeln, miissen gewaltige Datenmengen beriicksichtigt wer-
den, die ohne die Rechenleistung von Algorithmen und Computer nicht erfasst und
bewertet werden konnen. Die ersten Anwendungen von Algorithmen der Kiinstli-
chen Intelligenz sind erst seit einigen Jahren aufgrund der nun erreichten Rechen-
leistung von Computern moglich.

Bereits Ende der 1960er-Jahre hatte der Physiker Gordon Moore, Mitbegriinder
des Chipherstellers Intel im Silicon Valley, vorausgesagt, dass sich die Computer-
leistung in einem Zeitraum von ca. 18 Monaten verdoppelt bei gleichzeitiger Ver-
kleinerung und Verbilligung von Computerchips. Dieses ,,Mooresche Gesetz* hat
sich bis vor kurzem mehr oder weniger bestétigt. Tatsdchlich bildet es das Riickgrat
der gesamten bisherigen Digitalisierung von den Superrechnern bis zu immer leis-
tungsfihigeren Smartphones und Robotern. Elementarteilchenbeschleuniger, Kli-
maprognosen und soziale Netzwerke, um nur einige Beispiele zu nennen, wiren
ohne das Mooresche Gesetz nicht moglich gewesen.

2008 erreichte der IBM-Superrechner Roadrunner die Marke von Petaflops, d. h.
10" Rechenschritten pro Sekunde. Etwa ab diesem Zeitraum stieg die Rechenleis-
tung nicht mehr so rasant wie in den vorherigen Jahrzehnten und lag im Zeitraum
von 2018 bis 2019 bei den fiihrenden Superrechnern weltweit nur noch bei ca. zehn
Prozent. Die Frage dringt sich auf: Immer kleiner — und was dann? Wird die Rech-
nertechnologie in den 2020er-Jahren an ihre Grenzen gelangen?

Der Grund ist: Das jahrelange Wachstum der Computerleistung des ,,immer
schneller durch immer kleiner* st68t nun an fundamentale Grenzen der Miniaturi-
sierung, die mit den Naturgesetzen der Physik eng zusammenhéngen. Bei Chips in
atomarer Grofe gelten nicht linger die Gesetze der klassischen Physik, nach denen
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2 1 Einfiihrung

herkommliche Computer funktionieren. Damit betreten wir die Quantenwelt, deren
Gesetze Anfang des 20. Jahrhunderts die Physik revolutionierten.

Wer nur unsere Alltagswelt kennt, mag zunichst tiber die merkwiirdigen Eigen-
schaften der Quantenwelt erstaunt sein. Albert Einstein selber sprach von ,,spukhaf-
ten Fernwirkungen‘ zwischen Quantenobjekten an verschiedenen Orten, die Quan-
tenphysiker als ,,verschrinkt” bezeichnen. Ein staunendes Publikum nahm zur
Kenntnis, dass Quantenobjekte wie z. B. Elementarteilchen zugleich Welle und
Teilchen sein konnen. Quantenobjekte konnen sogar zugleich in mehreren Zustin-
den sein, was Erwin Schrodinger, einer der Begriinder der Quantenmechanik, im
Bild einer Katze veranschaulichte, die in einem geschlossenen Kasten zugleich tot
als lebendig sein konne. Erst nach Offnen des Kastens wissen wir, ob ein miteinge-
schlossenes todliches Gas zufillig freigesetzt wurde oder nicht. Nach Schrodinger
zerfillt dann die ,,Uberlagerung“ (Superposition) der Zustidnde in eine der beiden
moglichen Zustinde ,,tot* oder ,,lebendig*.

Mittlerweile liegt ein hochst effizienter mathematischer Formalismus vor, der
diese Phidnomene erfasst und der modernen Quantentechnologie zugrunde liegt.
Generationen von Studierenden haben diesen Formalismus gelernt und wenden ihn
tagtdglich an. Viele Gerite des Alltags beruhen bereits auf den Gesetzen der Quan-
tenmechanik, ohne dass sich die Verbraucher dessen bewusst wiren. Die ersten
Schritte waren schon seit den 1950er-Jahren Atomuhr und Laser. Heute kommen
Quantenoptik, Atomoptik, Quantenelektronik und Quantennanomechanik hinzu.
Die Frage liegt nahe: Lisst sich Quantentechnologie auch nutzen, um auf dieser
Grundlage neuartige Rechner zu bauen — ,,Quantencomputer®, die noch effizienter
als herkommliche Supercomputer sind und ein neues Zeitalter jenseits des Moore-
schen Gesetzes eroffnen?

Theoretisch tauchte die Forderung nach einem Quantencomputer erstmals in ei-
ner Arbeit des berithmten Nobelpreistrigers Richard Feynman 1982 auf. Tatsidch-
lich ist die Theorie auf diesem Gebiet der Technik seit dieser Zeit weit voraus. Be-
reits in den 1980er- und 1990er-Jahren wurden Algorithmen entwickelt, die den
mathematischen Formalismus der Quantenmechanik theoretisch nutzen, um Pro-
bleme wesentlich schneller als herkommliche Algorithmen zu 16sen. So wiren mit
dem Shor-Algorithmus Verschliisselungsprobleme, die als praktisch unlosbar gelten
und damit bis heute Sicherheit garantieren, mit schneller Rechenzeit 16sbar.

Ziel dieses Algorithmus ist es, die Teiler einer ganzen Zahl zu bestimmen, die als
Kode einer Information verstanden wird. Dekodierung des Zahlenschliissels ent-
spricht seiner Zerlegung in Teiler. Die Kodierung als Nachweis, dass diese Teiler
multipliziert den Zahlenkode ergeben, ist einfach. Aber die Umkehrung der Deko-
dierung ist ein aufwendiger Suchprozess: Bei einem konventionellen Suchprozess
der Teiler fiihren grofer werdende Zahlenkodes zu einer exponentiellen Wachs-
tumsexplosion von Moglichkeiten. Daher macht sich dieser Algorithmus die quan-
tenmechanische Eigenschaft der ,,Uberlagerung* (Superposition) von Quantenstin-
den zu Nutze, um viele Teilaufgaben (im Beispiel die Suche eines Teilers) quasi in
einem Streich zu erledigen. Man spricht dann vom Quantenparallelismus.

Die Grundidee ldsst sich wieder im Bild von Schrédingers Katze erldutern: Statt
der alternativen Zustinde ,,tot* oder ,,lebendig* haben wir es in der klassischen Welt
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der Digitalisierung mit den alternativen Bitzustinden ,,0“ oder ,,1* zu tun, mit deren
Sequenzen sich jede Art der digitalen Information darstellen lisst. Uberlagerung
bzw. Superposition bedeutet, dass ein Quantensystem (z. B. Elektron oder Photon)
in einem Quantenzustand mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit im Teilzustand
,,0“ und mit der Restwahrscheinlichkeit im Teilzustand ,,1* ist. Dieser Gesamtzu-
stand aus den beiden statistisch verteilten Teilzustéinden heif3t Quantenbit (Abkiir-
zung: Qubit). Bei einer Messung des Quantensystems (in Schrodingers Gedanken-
experiment das Offnen des Kastens) kollabiert der Gesamtzustand in einen der
beiden Teilzustidnde entweder ,,0° oder ,,1“. Im Quantenparallelismus lassen sich
beliebig viele Qubits verbinden, um beliebig viele Bitsequenzen ,,auf einmal* (pa-
rallel) zu berechnen.

Was in der mathematischen Theorie funktioniert, erweist sich in der technischen
Praxis als groBe Herausforderung. Ein Uberlagerungszustand von Quantenzustin-
den muss zunidchst technisch pripariert werden und ist dann duBlerst empfindlich
gegen Umwelteinfliisse wie z. B. Temperaturschwankungen. Bei geringsten Storun-
gen kollabiert der Uberlagerungszustand und 16st damit Fehler in der Rechnung aus.
Dieser Vorgang wird Dekohirenz genannt. Kohérenz bezeichnet den Zusammen-
hang der Quantenzustinde, den es technisch so lange als moglich aufrecht zu erhal-
ten gilt. Die Dekohidrenz der Quantenzustinde ist daher eine grofle technische
Hiirde, die von einem Quantencomputer zu nehmen ist. Unter dieser Voraussetzung
muss er dann Probleme wesentlich schneller 16sen als konventionelle Supercompu-
ter. Diese Herausforderung wird ,,Supremacy* (Uberlegenheit) genannt.

In den vergangenen Jahren wurden bereits verschiedene Quantentechnologien
zur Losung dieser Aufgaben vorgeschlagen, die experimentell mit wenigen Qubits
erprobt wurden, ohne allerdings die Uberlegenheit von Quantencomputern iiber
konventionelle Supercomputer demonstrieren zu konnen. Erinnert sei an NMR
(Nuclear Magnetic Resonance)-Quantenprozessoren, mit denen sich einfache Bei-
spiele von Quantenalgorithmen realisieren lieBen. Fiir den Shor-Algorithmus ge-
lang als einfaches Beispiel die Faktorisierung der Zahl 15 in ihre Teiler. Als Hard-
ware diente eine Fliissigkeit mit einer groBen Anzahl von Molekiilen (ca. 10'®) eines
bestimmten Typs in einem starken statischen magnetischen Feld.

Ein Qubit wird in diesem Fall durch den Spin eines molekularen Kerns darge-
stellt, der quantenphysikalisch als alternativer Zustand ,,up* (0) oder ,,down* (1)
gegeben ist. Klassisch-physikalisch ldsst sich ein Spin-Zustand als eine Art Drehim-
puls vorstellen, der allerdings in der Quantenwelt fiir die hier betrachteten Teilchen
nur in zwei alternativen Zustinden gegeben ist. Die Molekiile wurden im thermi-
schen Gleichgewicht auf Zimmertemperatur prapariert. Zur Faktorisierung der Zahl
15 war ein sieben-Qubit Molekiil notwendig. Leider ist diese Technologie nicht
skalierbar, da das gemessene Signal mit der Anzahl der Qubits in einem Molekiil
exponentiell fallt.

Ein anderes Beispiel sind optische Systeme. Hier wird ein Qubit durch die alter-
nativen Polarisationszustiande ,,horizontal und ,,vertikal* eines einzelnen Photons
realisiert. Die Cavity (Hohlraum) — Quantum Electrodynamics (QED) Technik geht
von einem Hohlraum-Resonator aus, in dem genau ein Atom eingesperrt ist, das mit
dem elektromagnetischen Feld in dem Hohlraum interagiert. Die zwei Teilzustiande
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eines Qubits konnen durch die Polarisationszustidnde eines einzelnen Photons oder
zwei erregte Zustinde eines Atoms realisiert werden. Auch hier erweist sich die
Skalierbarkeit fiir eine groe Anzahl von Operationen als schwierig.

Erprobt wurden auch sogenannte ,,Jonen-Fallen*, bei denen die Hardware aus
einer Kette von Ionen (also positiv geladenen Atomen) besteht, die in einer linearen
,.,Falle* von statischen und oszillierenden elektrischen Feldern kombiniert sind. Ein
Qubit ist ein einzelnes Ion mit zwei langlebigen Zustinden. Eine Kette (Array)
dieser Ionen lésst sich als Register von Qubits auffassen, die mit bestimmten Laser-
pulsen adressiert werden konnen. Diese Technologie wurde friihzeitig als skalierbar
eingestuft.

Das gilt auch fiir Quantentechnologie, die auf Eigenschaften der Festkorperphy-
sik beruht. Das verwundert deshalb nicht, da die Festkorperphysik in den vergange-
nen Jahren eine Reihe neuartiger Materialien und kiinstlicher Strukturen in Nanos-
kalierung ermdglicht hat, mit denen sich die zentralen Eigenschaften des Quanten
Computing wie Superpositionen und Verschrinkungen realisieren lassen. Dazu ge-
horen insbesondere supraleitende Quantenchips. Supraleiter sind Materialien, deren
elektrischer Widerstand beim Unterschreiten der sogenannten Sprungtemperatur
auf Null fillt. Daher wird bei supraleitenden Quantenchips die Tieftemperaturphy-
sik zum Schliissel, um die Kohédrenz von Superpositionen im Quantenparallelismus
zu garantieren. Der technische Ubergang von der derzeitigen Mikroelektronik der
klassischen Computer zum Quantencomputer auf der Grundlage der Festkorper-
physik bietet sich an.

Das Jahr 2019 begann mit der Ankiindigung von IBM, den ersten kommerziellen
Quantencomputer mit 20 Qubits hergestellt zu haben. Das Gerit ldsst sich zwar
nicht kaufen, kann aber iiber eine Cloud genutzt werden. Ein Vorgidngermodell ar-
beitete noch mit 5 und 16 Qubits. 20 Qubits galt als Schwelle zu einem arbeitsfihi-
gen Quantencomputer. Ab 50 Qubits sollte ein Quantencomputer einem klassischen
Supercomputer iiberlegen sein. IBM setzte auf elektrische Schaltkreise, die in sup-
raleitenden Mikrochips integriert sind. Die Quantenprozessoren miissen mit fliissi-
gem Helium tiefgekiihlt werden, um die supraleitenden Eigenschaften zu erreichen,
die stabile Kohédrenz ermdéglichen. Der technische Vorteil besteht darin, dass an die
bewihrten Verfahren der Halbleitertechnik angeschlossen werden kann.

Eine zentrale Leistung von IBM bestand darin, dass mogliche Storquellen wie
Wirmeeinfluss, elektrische Streuungen oder Erschiitterungen weitgehend kontrol-
lierbar sind. Immerhin konnten die 20 Quantenbits 75 Mikrosekunden in einem
ungestorten kohdrenten Zustand stabilisiert werden. Praktisch ist der IBM-Q inso-
fern bereits ein universeller Quantencomputer, da (mit der Einschrinkung von
20 Qubits) verschiedenartige Probleme in Angriff genommen werden konnten.
Dazu gehoren komplexe Optimierungsprobleme ebenso wie Modellierungen von
Vielteilchensystemen wie Festkorper, Fliissigkeiten oder Gase. Damit er6ffnen sich
Anwendungsperspektiven in der Materialforschung, Chemie und Pharmakologie.

Mit IBM-Q war das Wettrennen der IT-Giganten eroffnet und die Antwort von
Google lie} nicht lange auf sich warten. Der supraleitende Prozessor Sycamore
16ste ein spezielles mathematische Problem schneller als der fiihrende klassische
Supercomputer Summit von IBM im Jahr 2019. Sycamore bendotigte fiir dieses
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Problem nur 200 Sekunden, wihrend Summit nach eigenen Angaben von IBM
mehr als zwei Tage benotigte. Damit war die Uberlegenheit des Quanten Compu-
ting erstmals wenigstens fiir diese spezielle Aufgabe bewiesen. Grundlage waren 53
supraleitende Qubits, also etwa die Anzahl, die auch fiir ,,Supremacy* veran-
schlagt wurde.

Der Vergleich des Quanten Computing mit der Rechnung auf einem klassischen
Computer wird durch Simulation moglich. Dafiir wird ein enormer Speicherplatz
im klassischen Computer benotigt. Wihrend die Simulation von Sycamore mit
53 Qubits mehr als zwei Tage mit einer 80 Petabyte Festplatte bendtigte, wiren fiir
73 Qubits bereits 10.000 Jahre mit einer 80 Zetabyte (Zeta = 10*') Festplatte not-
wendig. Bei der Simulation miissen entsprechend der Architektur eines klassischen
Computers gewaltige Datenmengen zwischen Speicher und Prozessoren hin- und
hergeschoben werden. Dabei zeigt sich ein gravierender Vorteil des Quantencompu-
ters: Er verbraucht deutlich weniger Energie als ein konventioneller Computer und
ist in diesem Sinn umweltfreundlicher.

Festgehalten werden muss allerdings auch, dass Sycamore nur eine spezielle
Aufgabe 16sen kann und daher noch kein Computer ist, der fiir verschiedene Pro-
bleme universell programmierbar ist. Es steht auch nicht fest, ob die fragilen Quan-
tenzustinde eines supraleitenden Qubits die technische Zukunft sind. Weiterhin
geforscht wird daher z. B. mit gespeicherten Ionen. Jedenfalls gibt es nun bereits
Quantenrechner, die fiir spezielle Anwendungen von Quantenalgorithmen einsetz-
bar sind. Das erinnert in der Geschichte der Computer an die 1930er- und 1940er-
Jahre, bevor Konrad Zuse (1943) und John von Neumann (1945) ihre ersten univer-
sell programmierbaren elektronischen Computer bauten. Damals gab es auch bereits
spezielle Rechner, die z. B. bestimmte Differenzialgleichungen 16sen konnten. Ein
Beispiel fiir Quanten Computing bietet die Firma Volkswagen (VW), die Quanten-
algorithmen einsetzt, um bei Verkehrsstaus Alternativstrecken fiir jedes Fahrzeug
schneller und individuell zu berechnen. Dabei werden Quantenrechner des kanadi-
schen Unternehmens D-Waves eingesetzt.

In der Entwicklung des klassischen Computers war die Entstehung des Internets
und die Digitalisierung der Gesellschaft eine nicht vorhergesehene Revolution. An-
fang der 1950er-Jahre dachten fiihrende Computerexperten wie John von Neumann
noch, dass sich die Computerentwicklung auf wenige GroBrechner weltweit be-
schrianken wiirde. Daher wird heute bereits dariiber nachgedacht, wie sich Quanten-
computer weltweit vernetzen lassen. Auch hier ist die Grundlage durch eine eigen-
tiimliche Eigenschaft der Quantenwelt gelegt. Gemeint sind die eingangs erwidhnten
,,Verschrinkungen® von Quantensystemen an entfernten Orten, die Einstein als
,,spukhafte Fernwirkungen* bezeichnet hatte. Sie konnen zwar nicht zur direkten
Informationsiibertragung im Sinn der klassischen Elektrotechnik verwendet wer-
den, erdffnen aber neue Moglichkeiten quantenmechanischer Messmethoden. Man
spricht bereits von Quantenkommunikation, die im Quanteninternet iiber Glasfaser-
kabel und in der Satellitenkommunikation erprobt wird.

Bemerkenswert ist, wie sich weltweit Lander, Firmen und Forschungsorganisati-
onen in Stellung bringen, um sich im globalen Wettbewerb in dem sich anbahnen-
den Boom der Quantencomputer und Quantenkommunikation ihre Anteile zu
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sichern. In Europa beginnen sich kleinere Forschungsgruppen in der Initiative
,,Quantum Technology Flagship* zu koordinieren. Beim Thema ,,Quantencompu-
ter* sind derzeit allerdings Firmen wie Google und IBM eindeutig in Fiihrung.
China beeindruckt mit ersten technischen Realisationen der Quantenkommunika-
tion tiber grole Entfernungen seiner Stidte und in der Satellitenkommunikation.
Die dabei fiihrenden chinesischen Wissenschaftler kooperierten seit ihrer Ausbil-
dung mit der Forschergruppe um Anton Zeilinger, der maflgebend an ersten Experi-
menten mit verschrinkten Quantenzustinden beteiligt war.

Die Situation des Quanten Computing heute erinnert an die Entwicklung der
Kiinstlichen Intelligenz, bevor der Boom mit dem Machine Learning einsetzte. In
meinem Buch ,,Kiinstliche Intelligenz. Wann {ibernehmen die Maschinen?* (Sprin-
ger 2. Aufl. 2019) wird gezeigt, wie die theoretischen Grundlagen des Machine
Learning und der neuronalen Netze bereits in den 1970er- und 1980er-Jahren be-
wiesen vorlagen, aber erst Anfang der 2010er-Jahre sich die Rechenpower abzeich-
nete, um diese Algorithmen in Technik, Industrie, Wirtschaft und Gesellschaft ein-
zusetzen. Im Fall des Quantencomputers liegt der mathematische Formalismus
bereits seit der ersten Hilfte des 20. Jahrhunderts vor. Die entscheidenden Eigen-
schaften der ,,Superposition und ,,Verschrinkung* sind seit dieser Zeit fundamen-
tale Ziige der Quantenwelt, die Grundlagendiskussionen in Physik, Philosophie und
Erkenntnistheorie auslosten. Seit den 1980er-Jahren sind sie auch experimentell
gesichert und 16sten erste Schritte technischer Realisation aus.

Ziel dieses Buchs ist es wie Fall meines KI-Buchs von 2019 [1], die Grundlagen-
diskussion der Forschung mit ihren Anwendungen und gesellschaftlichen Auswir-
kungen zu verbinden. Wir sollten vorbereitet sein, Mut zur Innovation haben und
die Zusammenhinge begreifen, um auf diesem Hintergrund Verantwortung fiir die
Zukunft iibernehmen zu konnen. Wer aber nur iiber gesellschaftliche Folgen plau-
dert, schwebt in den Wolken und hat keine Bodenhaftung. Grundlagen und Zusam-
menhinge begreifen, setzt auch ein Verstindnis der mathematischen Sprache vo-
raus. Mathematik ist letztlich Ausdruck des ,,gesunden Menschenverstandes®, der
sich begrifflich prizise Instrumente schafft, um Erkenntnis und Technik zu er-
moglichen.

Das zeigen die Anfiange des mathematischen Denkens bis heute: Zahlen entste-
hen aus Mengenvergleichen, die wir bereits aus einem friihen Entwicklungsstadium
des Menschen kennen. Dasselbe gilt fiir die Abstraktion von geometrischen Formen
als Anfingen der Geometrie. Punkte reprisentieren Korper, Pfeile ihre Bewegungs-
richtung in der Vektorgeometrie. Bei Quantensystemen wie z. B. Photonen und
Elektronen lassen sich aber Ort und Impuls nicht mehr unabhiingig voneinander mit
beliebiger Genauigkeit messen (Heisenbergs Unschirferelation), wie in der klassi-
schen Physik angenommen wurde. Der Hilbertraum zur Beschreibung von Quan-
tensystemen ist nichts anderes als ein Vektorraum, der diese Eigenschaften von
Quantensystemen beriicksichtigt.

Mit diesen theoretischen Instrumenten konnen wir erst in einen Mikrokosmos
vorstoB3en, der uns mit unserer Umgangssprache verschlossen bliebe. Deshalb wer-
den in diesem Buch auch die physikalischen Grundbegriffe der Quantenwelt und
ihre mathematische Darstellung anschaulich erklirt. Ahnlich wie im Fall der KI,
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miissen wir dazu in den Maschinenraum der Innovationen klettern. Erst dann wird
klar, dass es sich nicht um Hexeneinmaleins handelt, das wir fiirchten miissen. Nur
wer verstanden hat, was die Maschinen leisten und was sie nicht leisten, kann auch,
um im Bild eines Schiffs zu bleiben, auf der Briicke mitreden. Hier ist der Ort, wo
Verantwortung zu iibernehmen ist. Noch einmal: Am Ende sollten wir vorbereitet
sein, wenn sich die Potenziale von Quantencomputern mit Kiinstlicher Intelligenz
verbinden.

In 2. Kapitel werden zunichst die Grundlagen eines klassischen Computers er-
kldrt. Was heifit maschinelle Berechenbarkeit und Entscheidbarkeit? Wie leistungs-
fiahig sind Algorithmen? Nach diesen Kriterien lassen sich Komplexitétsklassen von
Problemen einfiihren. Auf dieser Grundlage baut der klassische Informationsbegriff
auf. Neben den logisch-mathematischen Grundlagen geht es aber auch um die phy-
sikalischen Grundlagen eines klassischen Computers nach den Gesetzen der klassi-
schen Physik. Im 3. Kapitel werden die physikalischen Grundlagen der Quantenme-
chanik erkldrt. Was ist ein Quantensystem? Wie entwickeln sich zeitabhingig
Quantenzustinde eines Quantensystems? Erklart wird der Welle-Teilchen Dualis-
mus ebenso wie Superposition und Verschrinkung von Quantensystemen. Er-
kenntnistheoretisch sind diese Begriffe mit fundamentalen Eigenschaften unseres
Realitétsverstindnisses verbunden. Auch diese philosophischen Probleme der
Quantenmechanik werden diskutiert.

Auf der Grundlage der beiden vorausgehenden Kapitel werden in Kap. 4 die
Grundlagen eines Quantencomputers erklért. Was ist ein Quantenbit im Unterschied
zu einem klassischen Bit als Informationseinheit? Ein Quantencomputer wird als
Quanteninformation verarbeitende Maschine eingefiihrt. Analog zu einem univer-
sellen klassischen Computer ldsst sich ein universeller Quantencomputer wenigs-
tens theoretisch definieren. Die Superposition von Quantenzustidnden liegt dem
Quantenparallelismus als zentralem Rechenvorteil eines Quantencomputers zu-
grunde. Dabei ist die Dekohérenz eine technische Herausforderung. In Kap. 5 wer-
den die Grundlagen einzelner Quantenalgorithmen erkldrt. Dazu gehoren als
Beispiele der Deutsch-Algorithmus, die Quanten-Fourier-Transformation, der Gro-
ver-Algorithmus, deren praktische Auswirkungen gravierend sind. In Kap. 6 wer-
den zunichst die Grundlagen der klassischen Kryptografie von der Vernam-
Kodierung, dem Problem des offentlichen Schliissels bis zu den heutigen RSA-
Protokollen erldutert. Wiaren Quanten-Fourier Transformation und Shor-Algorithmus
technisch mit Quantencomputern realisierbar, wiirde quasi iiber Nacht die Sicher-
heit aller bisherigen Verschliisselungen in Banken und 6ffentlichen Einrichtungen,
im Militdr und Zivilleben zusammenbrechen. Die gute Nachricht ist, dass Quanten-
kryptografie (wenigstens theoretisch) vollstindig sichere Kodierung mit verschriank-
ten Quantensystemen anbietet. Kap. 7 behandelt die Grundlagen der Quantenkom-
munikation. Theoretisch beruht sie auf der Quantenmechanik verschriankter
Quantensysteme mit Quantenteleportation. Mittlerweile liegt eine eigene Quanten-
informationstheorie vor, die sich grundlegend von der klassischen Shannonschen
Informationstheorie und der algorithmischen Informationstheorie nach Andrei N.
Kolmogorov unterscheidet.
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Die Zukunft des Quanten Computing wird eng mit der Zukunft der Kiinstlichen
Intelligenz (KI) verbunden sein. Quantenalgorithmen konnen KI-Programme unter-
stiitzen und neue Anwendungsmoglichkeiten erschliefen. Dieses Buch wir daher
die Zukunft der Kiinstlichen Intelligenz mit Quanten Computing herausstellen.
Dazu werden zunichst in Kap. 8 die Grundlagen der klassischen Kiinstlichen Intel-
ligenz nach der klassischen Algorithmentheorie im Anschluss an mein Buch iiber
Kiinstliche Intelligenz von 2019 [1] zusammengestellt. Darauf aufbauend geht es in
Kap. 9 um die Grundlagen der Quanten-KI. Eine zentrale Rolle konnen leistungs-
starke Quantenalgorithmen z. B. bei der Mustererkennung spielen, die eine zentrale
Anwendung des Machine Learning ist. Quantenmechanische Superpositionen und
Verschrinkungen wurden auch im Zusammenhang mit der natiirlichen Intelligenz
auf der Grundlage der Gehirnforschung diskutiert. Daher schlie3t dieses Kapitel mit
einem Ausblick auf die Frage, ob eine starke Kiinstliche Intelligenz mit technischen
Quantensystemen zu erwarten ist, die natiirliche Intelligenz tiberfliigelt. Damit ist
auch eine gravierende philosophisch-erkenntnistheoretische Frage durch Quanten-
computer aufgeworfen.

Quantenkommunikation wird bereits iiber Landverbindungen mit Glasfasernet-
zen und durch Ubertragungen im freien Raum mit Satellitentechnik verwirklicht.
Damit er6ffnen sich Perspektiven eines globalen Quanteninternets, die in Kap. 10
erortert werden. Die Ubertragungen mit Satellitentechnik lassen ahnen, wie einmal
Quantenkommunikation in der zukiinftigen Erforschung und ErschlieBung des
Weltraums eingesetzt werden konnte.

Quanteninformationstheorie eroffnet aber auch eine grundlegende Perspektive
auf unser Verstidndnis des Universums. Wenn das Universum nach den Gesetzen der
Quantenphysik funktioniert, dann geht es um die Interaktion von Quantensystemen
und die dabei stattfindende Transformation von Quantenzustinden und Quantenin-
formation. Bereits der Lehrer von Richard Feynman, der amerikanische Physiker
Archibald Wheeler, stellte die von ihm selbst als fundamental bezeichnete Frage: ,,It
from Bit?* Am Anfang wire danach das Quantenbit als kleinste Informationsein-
heit. Dann wire aber das Universum selbst ein gewaltiger sich entwickelnder Quan-
tencomputer. Dieses Bild erinnert an das Zeitalter der Mechanik im 17. und 18.
Jahrhundert, als man sich die Welt nach dem Vorbild der damals am hochsten ent-
wickelten Technik als gewaltiges mechanisches Uhrwerk vorstellte.

Wie lassen sich aber Quantenalgorithmen und Quanten-Schaltkreise technisch
realisieren? Kap. 11 behandelt die verschiedenen technischen Ansitze, die bisher
als Hardware fiir Quantencomputer vorgeschlagen wurden. Ihre jeweiligen Vor- und
Nachteile, Chance auf zukiinftige Skalierbarkeit und Anschluss an bereits erfolgrei-
che Quantentechnologie entscheiden iiber die Frage, welche Hardware am Ende das
Rennen macht und in die Rechnerarchitektur eines effizienten Quantencomputers
eingebaut wird.

Wie immer diese technische Perspektive des Quantencomputers aussehen mag,
seine gesellschaftlichen Folgewirkungen werden uns alle auf diesem Planeten be-
treffen. Darum geht es im letzten Kap. 12. Quantencomputer und Quanteninforma-
tion werden zu einer bis dahin nicht gekannten Beschleunigung von Problemldsun-
gen fiihren. Gleichzeitig ldsst sich abschitzen, dass mit dieser Technologie weniger
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Energie bei groBerer Effizienz verbraucht wiirde. Sie erdffnet neue Formen der
Kommunikation. Verbunden mit den heute bereits existierenden Mdoglichkeiten der
Kiinstlichen Intelligenz zeichnet sich aber auch eine Beschleunigung von Potenzia-
len ab, die geradezu nach einer Technikgestaltung unter Beachtung sowohl 6kono-
mischer als auch 6kologischer und ethischer Kriterien verlangt. Dieses Buch zielt
darauf ab, die Grundlagenforschung dieser neuen Technologie mit den Herausfor-
derungen ihrer Technikgestaltung zu verbinden.

Wie schon erwihnt, werden in den folgenden Kapiteln die Grundlagenbegriffe
des Quanten Computing erklért. Dabei wird in der Regel auch auf die technischen
und formalen Darstellungen Bezug genommen. Hintergrundwissen iiber mathema-
tische Begriffe, Beweise und technische Verfahren, aber auch iiber historische Zu-
sammenhinge, sind mit * bezeichnet und in kleinerer Schrift gesetzt. Zentrale De-
finitionen und Sétze sind hervorgehoben.
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2 ™
Was kann ein klassischer Computer?

updates

Wie arbeitet ein Computer? Bei einem Standardcomputer (z. B. Laptop, PC oder
Smartphone) ist die technische Hardware fiir den Benutzer unter vielen Schichten
von Bedienungssoftware verborgen. Der Standardaufbau eines Computers orien-
tiert sich an einer nach dem Computerpionier John von Neumann benannten Ar-
chitektur:

Auf der untersten Schicht gibt es einen Zentralprozessor (CPU) aus Registern, in
denen Zahlen als Spannungszustinde gespeichert und verarbeitet werden. Maschi-
nelle Datenverarbeitung setzt voraus, dass Daten in physikalische Zustinde eines
Computers iibersetzt werden. Im Prozessor werden dazu zwei Impulse mit verschie-
dener Spannung unterschieden. Der einzelne Impuls wird durch ein Bit dargestellt.
Ziffern, Buchstaben und Sonderzeichen, wie wir sie von der Tastatur eines PCs
kennen, werden automatisch in einen Binédrkode aus den Symbolen O und 1 {iiber-
setzt, dem eine Bitfolge der beiden Stromimpulse als den physikalischen Zustédnden
der Maschine entspricht. Ein Zentralprozessor besteht aus einem Rechenwerk, das
die Rechenoperationen durchfiihrt, einigen Registern, in denen Daten und das Er-
gebnis aufgenommen werden, einem Steuerwerk bzw. Befehlsregister, das den je-
weils anstehenden Befehl enthilt, und einem Befehlszdhler mit der Adresse des
Befehls aus dem Steuerwerk. Hinzu kommt ein Arbeitsspeicher, der aus Speicher-
zellen fiir Daten und Befehle besteht. Ein Maschinenprogramm setzt sich aus einer
Folge von Befehlen zusammen, die aus den Registern abgerufen, dekodiert und
ausgefiihrt werden.

Um den mathematischen Begriff der Berechenbarkeit definieren zu konnen, wird
von diesen technisch-physikalischen Details eines realen Computers nach Marvin
Minsky abgesehen:

© Der/die Herausgeber bzw. der/die Autor(en), exklusiv lizenziert durch 11
Springer-Verlag GmbH, DE, ein Teil von Springer Nature 2020
K. Mainzer, Quantencomputer, https://doi.org/10.1007/978-3-662-61998-8_2
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Definition einer Registermaschine [1] Eine ideale Registermaschine besteht aus
einer beliebigen, aber endlichen Anzahl von Registern, in denen jede der Zahlen
0, 1, 2, ... (oder entsprechende Kodes) gespeichert werden kann.

Das Programm einer idealen Registermaschine verfiigt iiber nur zwei Elementar-
operationen, und zwar die beiden Befehle, den Inhalt eines Registers um 1 zu erho-
hen oder um 1 zu vermindern. Wenn ein Register bereits leer ist (also O enthilt), soll
die Subtraktion von 1 wieder 0 ergeben.

Diese Elementaroperationen kénnen durch Verkettung oder Iteration zu komple-
xen Programmen zusammengesetzt werden. Unter Verkettung wird die Hintereinan-
derausfiihrung zweier Programme verstanden. Bei der Iteration wird die Wiederho-
lung eines Programms davon abhingig gemacht, ob ein Kontrollregister leer ist.

Eine mathematische Funktion (z. B. die Addition f{x,y) = x + y) wird durch das
Programm einer Registermaschine berechnet, indem die Maschine das Programm
fiir beliebige Inputwerte (z. B. x und y bei der Addition) in ihren Registern ausfiihrt,
bis sie nach endlich vielen Schritten stoppt und im Ergebnisregister der Funktions-
wert (z. B. x + y bei der Addition) steht.

Definition der Registermaschinen-Berechenbarkeit Eine Funktion heifit durch
eine Registermaschine berechenbar, wenn es ein Programm einer Registermaschine
zur Berechnung der Funktion gibt.

Die Anzahl der Elementaroperationen, die ein Programm zur Berechnung benotigt,
ist durch das Programm eindeutig festgelegt und hingt von den Inputwerten ab. Nun
konnte eine Funktion durch verschiedene Programme berechnet werden. Die Kom-
plexitit einer Funktion wird daher durch das beste Programm bestimmt, das die
Funktion mit der kleinsten Anzahl von Rechenschritten berechnet.

Ein dlteres, aber gleichwertiges Konzept einer idealen mathematischen Rechen-
maschine stammt von Alan Turing. Eine Turingmaschine soll ebenfalls jedes effek-
tive Verfahren symbolischer Datenverarbeitung ausfiihren konnen. Anschaulich er-
innert ihre Architektur eher an das technische Modell einer Schreibmaschine, bei
der ein Schreibmaschinenkopf einen Papierstreifen bedruckt. Fiir den mathemati-
schen Begriff der Berechenbarkeit spielen diese technisch-physikalischen Details
aber keine Rolle.

Definition einer Turingmaschine Eine Turingmaschine besteht aus einem Pro-
zessor und einem (potenziell) unbegrenztem Band, das in Felder unterteilt ist. Die
Elementaroperationen eines Turing-Programms besagen, dass der Prozessor das
Band im Arbeitsfeld nacheinander mit endlich vielen Symbolen bedrucken, 16-
schen, nach links und rechts um ein Feld verschieben oder stoppen kann.

Sowohl Turing- als auch Registermaschinen sind ideale mathematische Maschinen,
da sie unbegrenzt steigerbare Speicherkapazititen voraussetzen — sei es als unbe-
grenzt verldngerbares Rechenband bei der Turingmaschine oder als unbegrenzt ver-
groflerbare Registeranzahl. Jedenfalls kann bewiesen werden, dass jede durch eine
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Turingmaschine berechenbare Funktion auch durch eine Registermaschine berech-
net werden kann und umgekehrt.

Diese mathematischen Maschinenkonzepte mogen auf den ersten Blick sehr ein-
fach erscheinen. Vom logischen Standpunkt aus ist aber jeder programmkontrol-
lierte Allzweckcomputer, auf dem verschiedene Programme laufen konnen, nichts
anderes als eine technische Realisation einer universellen Turingmaschine, die jedes
mogliche Turing-Programm ausfiihren kann. Auch eine universelle Turingmaschine
ist ein logisch idealisiertes Konzept, da ein technischer Allzweckcomputer wie
z. B. ein Laptop nur endlich viele Programme anwendet. Analog dazu ldsst sich eine
universelle Registermaschine definieren, die jedes Registermaschinenprogramm
ausfiihren kann.

Eine Registermaschine ist immer noch sehr abstrakt mit Blick auf die Architek-
tur und Arbeitsweise eines technischen Computers. Daher soll noch das dazu dqui-
valente Schaltkreismodell eines Rechners betrachtet werden, das auch als Vorlage
fiir die Definition eines Quantencomputers in Kap. 3 dienen wird. In einem Compu-
ter wird Informationsverarbeitung auf Rechenschritte mit Bits O und 1 als Grund-
einheiten klassischer Information zuriickgefiihrt. Die Rechenschritte werden durch
Rechenoperationen wie Addition und Multiplikation fiir die bindre Zahlen 0 und 1
ausgefiihrt. Die folgende Tabelle zeigt die bindre Addition s = x € y (Addition
modulo 2) fiir zwei Bits x und y und den Ubertrag ¢ (englisch: carry):

xX|y|s|c

0 0|0
o(1(1]0

1]0|0{0

1]11]0]1

Diese Idee geht historisch auf Leibniz zuriick, weil er der Auffassung war, dass
Rechnen mit O und 1 weniger Rechenregeln benétigt und deshalb einfacher sei als
mit Dezimalzahlen. Technisch lassen sich 0 und 1 als alternative Spannungszu-
stinde darstellen und erdffneten damit die Technologie von elektronischen Rech-
nern seit den 1940er-Jahren. Im Schaltkreismodell werden die Operationen der Re-
chenschritte durch Gatter mit Input- und Output-Leitungen realisiert. Ein Schaltkreis
besteht aus Gattern, die durch Leitungen verbunden werden. Hier kommen einige
Beispiele von klassischen Gattern mit ihren Tabellen fiir Input- und Output-
Zustianden und ihrem Gattersymbol im Schaltkreismodell [2]:

NOT-Gatter
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AND-Gatter
x|y|xAy
ofo0 0
01 0
110 0
111 1
OR-Gatter
x|yl xvy
0|0 0
01 1
110 1
111 1
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xXVvy

Das XOR-Gatter entspricht dem logischen Entweder-Oder (mit X fiir ,,exclu-
sive®), wihrend NAND-Gatter und NOR-Gatter jeweils das AND-Gatter und
OR-Gatter verneinen (mit N fiir ,,not*):

XOR-Gatter
x| y| x®y

0 0
0|1 1
110 1
111 0
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NAND-Gatter

x y xTy
00 1 x
)o— x Ty
01 1 y
10 1
11 0
NOR-Gatter
x| y| x4y
0|0 1 x
ol1] o xly
y
110 0
111 0

Ein weiteres Beispiel, das noch im Rahmen der Quantencomputer wichtig wird,
ist das FANOUT bzw. COPY-Gatter, das einen Input x mit der Regel
COPY : x — (x,x) dupliziert. Demgegeniiber vertauscht das CROSSOVER - bzw.
SWAP-Gatter zwei Inputs:

COPY-Gatter SWAP-Gatter

X X y
—_ X
x y X

Ein einfaches Beispiel eines Schaltkreises ist der Halbaddierer HA, der aus ei-
nem XOR- und AND-Gatter zusammengesetzt ist. Verzweigungen in Leitungen
werden durch Punkte angezeigt. Die beiden Inputbits x; und x, fiihren zu einem

Outputbit y fiir die Summe y der beiden Inputbits und einem Ubertragungsbit ¢
(englisch: carry) (Abb. 2.1).

Im Schaltkreismodell bedeutet universelle Berechenbarkeit, dass sich jeder
Schaltkreis auf eine Verschaltung bestimmter Gatter zuriickfiihren ldsst. Die
Menge dieser Gatter wird universell genannt. Es lédsst sich beweisen, dass die
Menge aus AND-, OR-, NOT- und COPY-Gattern universell ist.
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Neben Turing-, Registermaschinen und Schaltkreisen wurden verschiedene an-
dere mathematisch dquivalente Verfahren zur Definition berechenbarer Funktionen
entwickelt. Ein Beispiel sind rekursive Funktionen. Dazu gehoren elementare Funk-
tionen wie z. B. die Zihlfunktion n(x) = x + 1, die ausgehend von 0 jede Zahl x im
nachfolgenden Schritt x + 1 um die Einheit 1 erhoht und so die Zahlen O, 1, 2, ...
sukzessive erzeugt. Diese Funktion entspricht offenbar einer rekursiven Iterations-
schleife, die ausgehend von O auf vorher gebildete Werte x immer wieder dasselbe
Schema n(x) anwendet und so iterierte Werte 0, n(0), n(n(0)), ... erzeugt. Hinzu
kommen Ersetzungs- und Iterationsschemata fiir rekursive Funktionen, die Verket-
tungen und Iterationen von Maschinenprogrammen entsprechen. SchlieBlich fiihrt
der Suchprozess einer Losung mit rekursiven Mitteln zum Ergebnis, wenn die Exis-
tenz einer Losung gesichert ist.

Jedes dieser verschiedenen mathematischen Berechenbarkeitskonzepte ist in ei-
nem anschaulichen Sinn berechenbar. So macht es uns z. B. keine Schwierigkeiten,
die Nachfolgerfunktion bzw. das Hinzufiigen einer Einheit (also den Zihlprozess)
als berechenbar zu akzeptieren. Eine endliche Iteration oder Verkettung von bere-
chenbaren Prozessen wird berechenbar bleiben und nicht zu unberechenbaren Pro-
zessen fiihren. Zudem ldsst sich beweisen, dass alle bekannten Definitionen von
Berechenbarkeit mit Turingmaschinen, Registermaschinen, rekursiven Funktionen
etc. mathematisch dquivalent sind.

Dabher stellte Alonzo Church in einer nach ihm benannten These fest, dass der
Begriff der Berechenbarkeit durch jede einzelne dieser mathematisch dquivalenten
Definitionen (z. B. der Turing-Berechenbarkeit) vollstindig erfasst sei.

Churchsche These

Jede berechenbare Funktion ist auf einer Turingmaschine berechenbar.

Die Churchsche These kann natiirlich nicht bewiesen werden, da sie mathema-
tisch prizise Begriffe wie z. B. Turingmaschinen, Registermaschinen oder rekursive
Funktionen mit intuitiven Vorstellungen von Berechenbarkeit vergleicht. Sie wird
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Abb. 2.1 Klassischer Schaltkreis eines Halbaddierers
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allerdings insofern gestiitzt, als verschiedene Definitionen, die jeweils blof} im intu-
itiven Sinn berechenbare Verfahren prizisieren, tatsdchlich mathematisch dquiva-
lent sind. Daher kénnen wir von Berechenbarkeit iiberhaupt sprechen, ohne auf ein
besonderes Verfahren zuriickzugreifen.

Berechenbarkeitsverfahren heilen auch Algorithmen, und zwar nach dem persi-
schen Mathematiker Muhammad al-Chwarismi, der um ca. 800 n. Chr. Losungsver-
fahren fiir einfache algebraische Gleichungen suchte. Nach Churchs These kénnen
wir sagen, dass jedes berechenbare Verfahren (Algorithmus) durch eine Turingma-
schine ausgefiihrt werden kann. Da fiir jede berechenbare Funktion ein Maschinen-
programm existiert, kann sie immer auf einem universellen programmkontrollierten
Computer berechnet werden.

Im Rahmen seines Forschungsprogramms ,,mathesis universalis* hatte Gottfried
Wilhelm Leibniz bereits eine ,,Kunst der Entscheidung® (ars iudicandi) gefordert,
um Probleme durch Rechnen zu entscheiden [3]. Wir beschrinken uns zunichst auf
die Entscheidbarkeit arithmetischer Eigenschaften, z. B. auf die Frage, ob eine na-
tiirliche Zahl x gerade ist oder nicht. Wir konnen dazu auch fragen, ob x zur Menge
der geraden natiirlichen Zahlen gehort oder nicht. Diese Frage ldsst sich immer in
endlich vielen Schritten entscheiden, indem wir fiir eine vorgelegte Zahl x nachprii-
fen, ob sie durch 2 teilbar ist oder nicht. Das wiederum lisst sich z. B. mit einem
einfachen Programm einer Turingmaschine nachrechnen.

Definition der effektiven Entscheidbarkeit

 Fiir eine Teilmenge M der natiirlichen Zahlen (z. B. die Menge der geraden Zah-
len) lésst sich eine charakteristische Funktion fj, mit fi,(x) = 1 definieren, falls x
Element von M ist, und f,(x) = 0, falls x nicht Element von M ist.

* Die Teilmenge M bzw. die dadurch definierte Eigenschaft heifit effektiv ent-
scheidbar, wenn ihre charakteristische Funktion (wonach eine Zahl zu M gehort
oder nicht) effektiv berechenbar ist.

Im Sinn der Churchschen These ist so der Begriff der effektiven Entscheidbarkeit
iiberhaupt definiert. Dariiber hinaus haben wir damit ein Entscheidbarkeitskonzept
fiir alle Eigenschaften und Probleme, die sich arithmetisieren, also durch zahlenthe-
oretische Funktionen darstellen lassen.

Es reicht aber nicht aus, auf Probleme ein vorgegebenes Entscheidungsverfahren
anwenden zu konnen. Hiufig kommt es darauf an, Losungsverfahren zu finden.
Daher fordert Leibniz eine ,,Kunst der Problemldsungsfindung® (ars inveniendi),
mit der eine Problemldsung automatisch zu finden ist. Konkret stellen wir uns ein
Maschinenprogramm vor, das systematisch alle Zahlen aufzihlt, die ein Problem
16sen bzw. eine Eigenschaft erfiillen. Allgemein heiflt eine arithmetische Eigen-
schaft dann effektiv aufzihlbar, wenn ihre zutreffenden Zahlen durch ein effektiv
berechenbares Verfahren (Algorithmus) aufgezihlt (gefunden) werden konnen.
Eine arithmetische Eigenschaft konnen wir auch mit der Menge M der Zahlen iden-
tifizieren, die diese Eigenschaft erfiillen.
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Definition der effektiven Aufzihlbarkeit Eine Zahlenmenge M heifit effektiv
aufzihlbar, wenn es eine berechenbare Funktion f gibt, mit der ihre Elemente nach-
einander erzeugt werden konnen, d. h. formal f(1) = x,, f(2) = x,, ... fiir alle Ele-
mente x;, X,, ... aus M.

Als einfaches Beispiel betrachten wir die Menge der geraden Zahlen 2, 4, 6, ....
Die berechenbare Funktion, mit der sich diese Menge effektiv aufzihlen lédsst, lautet
fin)=2nmitf(1)=2,f(2)=4,f3)=6, ... frn=1,2,3, ....

Um fiir eine beliebig vorgelegte Zahl zu entscheiden, ob sie gerade ist, reicht es
allerdings nicht aus, alle geraden Zahlen nacheinander effektiv aufzuzihlen, um
dann festzustellen, ob die gesuchte Zahl dabei ist. Wir miissen ebenso alle nicht-
geraden (ungeraden) Zahlen effektiv aufzihlen konnen, um iiberpriifen zu konnen,
ob die gesuchte Zahl zu der Menge derjenigen Zahlen gehort, die die geforderte
Eigenschaft nicht erfiillen. Allgemein sprechen wir dann von der Komplementir-
menge M von M. Im Fall der ungeraden Zahlen kann die Komplementirmenge
durch die berechenbare Funktion fin) =2n — 1 mit (1) = 1, f(2) =3, f(3) =5, ... fiir
n=1,2,3, ... aufgezihlt werden.

Satz von Post (effektive Aufziihlbarkeit)
Eine Menge ist effektiv entscheidbar, wenn sie selbst und ihre Komplementirmenge
effektiv aufzihlbar sind.

Der Beweis ergibt sich aus den Definitionen der effektiven Entscheidbarkeit und
Aufzihlbarkeit. Daraus folgt, dass jede effektiv entscheidbare Menge auch effektiv
aufzihlbar ist. Es gibt aber effektiv aufzihlbare Mengen, die nicht entscheidbar
sind. Leibnizens optimistisches Forschungsprogramm war urspriinglich noch von
der Existenz universeller Entscheidungsalgorithmen ausgegangen.

Ein Beispiel fiir nicht effektiv entscheidbare Probleme betrifft die Turing- bzw.
Registermaschine selbst:

Die Unentscheidbarkeit des Stopp-Problems

Es gibt prinzipiell kein allgemeines Entscheidungsverfahren fiir die Frage, ob eine
beliebige Registermaschine (analog eine Turingmaschine) mit einem entsprechen-
den Maschinenprogramm bei einem beliebigen Input nach endlich vielen Schritten
stoppt oder nicht [4].

Turing begann seinen Nachweis der Unentscheidbarkeit des Stopp-Problems mit
der Frage, ob alle reellen Zahlen berechenbar seien. Eine reelle Zahl wie 7 = 3,
1415926... besteht aus einer unendlichen Anzahl von Ziffern hinter dem Dezimal-
punkt, die zufillig verteilt scheinen. Dennoch gibt es ein endliches Verfahren bzw.
Programm zur schrittweisen Berechnung jeder Ziffer mit wachsender Genauigkeit
von z. Daher ist 7 eine berechenbare reelle Zahl. In einem ersten Schritt definiert
Turing eine nachweislich nicht-berechenbare reelle Zahl.

Ein Turing-Programm besteht aus einer endlichen Liste von Symbolen und Ope-
rationsanweisungen, die wir durch Zahlenkodes verschliisseln kénnen. Tatsdchlich
geschieht das auch im Maschinenprogramm eines Computers. Auf diesem Weg
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lasst sich jedes Maschinenprogramm eindeutig durch einen Zahlenkode (Maschi-
nenkode) charakterisieren. Diese Zahl nennen wir Kode- bzw. Programmnummer
eines Maschinenprogrammes. Wir stellen uns nun eine Liste von allen moglichen
Programmnummern vor, die in der Reihenfolge p,, p,, p;, ... mit zunehmender
Grolle geordnet sei. Falls ein Programm eine reelle Zahl mit unendlicher Anzahl
von Werten hinter dem Dezimalkomma (wie z. B. 7) berechnet (wobei die Ziffern
vor dem Komma vernachldssigt sind), dann wird sie in der Liste hinter der entspre-
chenden Programmnummer notiert. Andernfalls bleibt die Zeile hinter einer Pro-
grammnummer leer [5]:

Py = ZuZnZiaZiulistiely -
Py 75 251299223204 225%06%07 -+ -
P37 231230833934 %3536 237 + -+
Py

Ps 75 25185053054 L44 856357 -+

Definition einer nicht-berechenbaren reellen Zahl Zur Definition seiner nicht-
berechenbaren Zahl wihlt Turing die unterstrichenen Werte auf der Diagonale der
Liste, dndert sie um (z. B. durch Addition von 1) und setzt diese verinderten Werte
(mit # fiir ungleich) mit einem Dezimalkomma am Anfang zu einer neuen reellen
Zahl zusammen:

=F L Fly Tl F Ly F L5

Diese neue Zahl kann nicht in unserer Liste vorkommen, da sie sich in der ersten
Ziffer von der ersten Zahl hinter p, unterscheidet, in der zweiten Ziffer von der
zweiten Zahl hinter p,, etc. fiir alle ihre Ziffern hinter dem Dezimalpunkt. Daher ist
die so definiert reelle Zahl nicht-berechenbar.

Mit dieser Zahl beweist Turing im néchsten Schritt die Nicht-Entscheidbarkeit
des Stopp-Problems. Wire nimlich das Stopp-Problem entscheidbar, dann konnten
wir entscheiden, ob das n-te Computerprogramm (mit n = 1, 2, ...) eine n-te Ziffer
hinter dem Dezimalkomma nach endlich vielen Schritten berechnet, stoppt und aus-
druckt. Wir konnten also eine reelle Zahl berechnen, die nach ihrer Definition nicht
in der Liste aller berechenbaren reellen Zahlen vorkommen kann.

Hilberts Forschungsprogramm des Formalismus [6]

Mit der Nicht-Entscheidbarkeit des Stopp-Problems wird Leibnizens Optimismus
einer universellen Entscheidbarkeit (ars iudicandi) fiir alle Probleme prinzipiell ein-
geschrinkt. Der gro3e Gottinger Mathematiker David Hilbert hatte Leibnizens Ent-



