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12 Kapitel 1

1.1 Zum Inhalt dieses Buches

Das vorliegende Buch ist der dritte Teil eines insgesamt dreibändigen
Lehrbuchs der Statistik. Band 1 behandelt die deskriptive Statistik, Band
2 die Wahrscheinlichkeitstheorie und Parameterschätzung und dieser
Band statistische Verfahren zur Hypothesentestung. Die Lektüre die-
ses Bandes setzt nicht unbedingt die Lektüre der vorhergehenden Bände
voraus. Leserinnen und Leser1 können diesen Band unabhängig von den
beiden anderen Bänden rezipieren, wenn sie über grundlegende Kennt-
nisse der deskriptiven Statistik, Wahrscheinlichkeitstheorie und Parame-
terschätzung verfügen.

Wie bei den beiden anderen Bänden ist es unser grundlegendes Ziel, die
Statistik umfassend und verständlich darzustellen und dabei den Sinn
der hier behandelten Hypothesentestung und einzelnen Testverfahren
aufzuzeigen. Dazu werden die einzelnen Themen anschaulich und fun-
diert vermittelt und stets wird der Bezug zu inhaltlichen Problemen her-
gestellt.

Da Studierende der Psychologie eine wesentliche Zielgruppe dieses Bu-
ches bilden, stammen viele Beispiele aus diesem Bereich. Nichtsdesto-
trotz ist dieser Band ebenso für Studierende anderer Studiengänge aus
den Natur-, Sozial- und Erziehungswissenschaften geeignet.

In diesem Band erfolgt zunächst eine ausführliche Darstellung der Hy-
pothesentestung. Sie bildet die Voraussetzung für die dann behandel-
ten statistischen Testverfahren. Neben den wichtigsten Einstichproben-
tests, Zweistichprobentests und Anpassungstests werden die ein- und
zweifaktorielle Varianzanalyse mit sowie ohne Messwiederholung be-
handelt. Im letzten Kapitel werden Tests für das allgemeine lineare Mo-
dell vorgestellt, ebenso wie die Einbettung varianzanalytischer Verfah-
ren in diese statistische Familie. Neben den häufig eingesetzten para-
metrischen Verfahren werden auch die entsprechenden nichtparametri-
schen Verfahren behandelt. Dabei wird viel Wert darauf gelegt, auch die
den nichtparametrischen Verfahren zugrunde liegende Logik anschau-
lich zu erläutern. Statistische Analysen beginnen immer vor der Daten-
erhebung, d. h. sind bereits bei der Planung empirischer Studien von ho-
her Relevanz. Dementsprechend wird der Power statistischer Verfahren
in diesem Band viel Beachtung geschenkt.

1Wir werden jedoch im Folgenden immer dann, wenn beide Geschlechter gemeint sind,
lediglich die männliche Form benutzen. Damit wird u. E. die Darstellung sehr ver-
einfacht. Wenn wir explizit die weibliche Form nutzen, sind nur Personen weiblichen
Geschlechts gemeint.
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Über dieses Buch 13

Ein Lehrbuch der Statistik ist einfacher zu lesen, wenn es einheitlich
und übersichtlich strukturiert ist. Dazu haben wir analog zum ersten und
zweiten Band dieser Lehrbuchreihe die folgenden Gestaltungsrichtlini-
en angewendet.

Um die Darstellung der statistischen Konzepte nicht zu überfrachten,
wird auf die Darstellung mathematischer Ableitungen und Beweise, die
für das grundlegende Verständnis nicht unbedingt erforderlich sind, ver-
zichtet. Für besonders interessierte Leser werden diese Beweise auf der
folgenden Website zur Verfügung gestellt:

http://www.hogrefe.de/buecher/lehrbuecher/psychlehrbuchplus

Im Text wird jeweils auf diese Website hingewiesen, zusätzlich werden
die entsprechenden Stellen durch das „Internetsymbol“ am Seitenrand
gekennzeichnet.

Um die Inhalte dieses Lehrbuchs übersichtlich darzustellen, verwenden
wir im Text verschiedene Arten von Kästen, die Beispiele, Anwendun-
gen von Software oder Zusammenfassungen enthalten. Wichtige For-
meln werden ebenfalls durch eine farbige Hinterlegung hervorgehoben,
damit sie unmittelbar als solche zu erkennen sind. Bei der Einführung
neuer Begriffe werden diese Begriffe im Text kursiv gesetzt und zudem
am Seitenrand aufgeführt.

Die Vermittlung von Statistik ist ohne die Verwendung von EDV-Pro-
grammen undenkbar und es gibt mittlerweile eine Vielzahl sehr leis-
tungsfähiger Statistikprogrammpakete. Im vorliegenden Lehrbuch nut-
zen wir die Softwarepakete SPSS und R.

Das Programmpaket IBM SPSS Statistics, kurz SPSS genannt, ist eine
seit jeher sehr weit verbreitete Statistiksoftware. In vielen Organisatio-
nen, in denen Natur-, Sozial- und Erziehungswissenschaftler beschäftigt
sind, wird dieses Programmpaket verwendet. SPSS hat allerdings den
Nachteil, dass es kostenpflichtig ist.

Das Open-Source-Programm R ist ebenfalls weit verbreitet, hingegen
kostenlos verfügbar. R ist allerdings nicht ganz so benutzerfreundlich
wie SPSS. Jedoch bietet auch R eine Menüsteuerung mittels des soge-
nannten R-Commanders an, der für Anfänger eine einfache Benutzung
der wesentlichen Funktionen erlaubt. Ein großer Vorteil von R besteht
darin, dass neueste statistische Verfahren schnell zur Verfügung gestellt
werden.

Im vorliegenden Buch behandeln wir am Ende der Kapitel jeweils die
notwendigen Schritte zur Datenanalyse mittels SPSS und R. Studieren-
de, die diese Programmsysteme nicht kennen, finden auf der oben ge-
nannten Website Hinweise auf eine Einführung in R sowie Anleitungen
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14 Kapitel 1

zur Benutzung von R. Für die Einführung in die Arbeit mit SPSS möch-
ten wir auf das Buch von Leonhart (2010) verweisen.

Auf der Website befinden sich neben den oben bereits angesprochenen
Inhalten viele weitere Ressourcen zu diesem Lehrbuch. Dabei handelt
es sich um die in diesem Buch verwendeten Datensätze und die entspre-
chenden Kommandos für die Programme SPSS und R. Des Weiteren
enthält die Website ergänzende Inhalte und Literaturhinweise.

1.2 Danksagung

Zur Entstehung dieses Buches haben neben den Autoren zahlreiche wei-
tere Personen beigetragen. Viele wertvolle Kommentare erhielten wir
nach dem Studium einer vorläufigen Endversion von Frau Corinna Brau-
ner (B.Sc. Psych), Herrn Jonatan Buhl (B.Sc. Psych), Herrn Paul-Chri-
stian Bürkner (M.Sc. Psych, B.Sc. Math), Herrn Dr. Philipp Doebler,
Frau Meltem Dogan (B.Sc. Psych), Herrn Dipl.-Psych. Boris Forthmann,
Frau Anne Gerwig (B.Sc. Psych), Frau Katharina Hoferichter, Herrn
Ruben Kleinkorres (B.Sc. Psych), Frau Kathrin Klute (B.Sc. Psych),
Herrn Dr. Jörg-Tobias Kuhn, Frau Julia Raddatz (M.Sc. Psych), Frau
Marianna Rusche (B.Sc. Psych) und Frau Jana Scharfen (M.Sc. Psych).
Dafür möchten wir ihnen an dieser Stelle unseren großen Dank aus-
sprechen. Ein ganz besonderer Dank gebührt Herrn Dipl.-Math. Carsten
Szardenings, Frau Dr. Anna Doebler, Frau Kathrin Gediga (M.Sc. Eval)
und Frau Christin Schwenk (M.Sc. Psych). Ihre sorgfältige Überprüfung
des gesamten Textes in formaler wie inhaltlicher Hinsicht war sehr hilf-
reich.

Weiterhin gaben uns Herr Prof. Dr. Hans-Werner Bierhoff und Herr
Prof. Dr. Franz Petermann wertvolle Hinweise für die Erstellung die-
ses Buches. Dafür sei ihnen hier ganz herzlich gedankt. Schließlich gilt
unser Dank Frau Dipl.-Psych. Susanne Weidinger, Herrn Dr. Michael
Vogtmeier und Herrn Stefan Reins M. A. vom Hogrefe Verlag. Sie ha-
ben uns wie gewohnt sehr kompetent betreut.
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16 Kapitel 2

2.1 Einleitende Übersicht

Gegenstand dieses letzten Bandes des dreiteiligen Statistiklehrbuches ist
die Hypothesentestung, die häufig als wichtigste Aufgabe der Statistik
angesehen wird. Im ersten Band (Holling & Gediga, 2011) wurde die
deskriptive Statistik behandelt. In diesem Teilgebiet der Statistik geht esdeskriptive Statistik

um die übersichtliche Darstellung der in empirischen Studien erhobenen
Daten. Diese Daten werden so gut wie immer an Stichproben erhoben,
da die Untersuchung gesamter Populationen zumeist nicht möglich ist
oder nicht ökonomisch wäre. Eine weitere wichtige Thematik der de-
skriptiven Statistik ist die zusammenfassende Beschreibung der Daten
mittels Kennwerten, z. B. Mittelwert oder Varianz, die auch Stichpro-
benstatistiken oder kurz Statistiken genannt werden.

Im zweiten Band (Holling & Gediga, 2013) wurde zunächst die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung behandelt, die die Grundlage für die anschlie-
ßend dargestellte Punkt- und Intervallschätzung von Parametern bildet.
Die Parameterschätzung bildet den ersten von zwei wesentlichen Berei-
chen der Inferenzstatistik, die zur Generalisierung der Ergebnisse ausInferenzstatistik

Stichproben auf die Population dient.

Bei der Parameterschätzung geht es um die Schätzung von Kennwer-Parameterschätzung

ten der Verteilung von Merkmalen in der Population anhand von Stich-
probenstatistiken. So gilt es etwa, in der PISA-Studie für ein bestimm-
tes Land, z. B. Deutschland, den Erwartungswert der mathematischen
Kompetenz zu schätzen. Der Erwartungswert stellt dann den Parame-
ter dar. Eine geeignete Stichprobenstatistik für die Punktschätzung die-
ses Parameters ist das arithmetische Mittel. Eine solche Punktschätzung
ist mit einer gewissen Unsicherheit behaftet. Daher werden sogenannte
Konfidenzintervalle berechnet, die mit einer bestimmten, vorher festge-
legten Wahrscheinlichkeit einen Parameter enthalten. Punkt- und Inter-
vallschätzungen wurden insbesondere für die folgenden Parameter vor-
gestellt: Erwartungswert, Varianz bzw. Standardabweichung, Produkt-
Moment-Korrelationskoeffizient und Regressionskoeffizienten in linea-
ren Modellen. Diese Parameter sind auch Gegenstand der Hypothesen-
testung, dem zweiten großen Bereich der Inferenzstatistik, der eng ver-
wandt ist mit der Parameterschätzung.

Bei der Hypothesentestung geht es um die Überprüfung von vorher auf-Hypothesentestung

gestellten Hypothesen, die sich auf die gesamte Population und nicht auf
Stichproben beziehen. So mag eine Hypothese lauten, dass der Erwar-
tungswert der mittleren mathematischen Kompetenz für finnische Schü-
ler höher ist als für die Schüler aller an der PISA-Studie teilnehmen-
den Staaten. Statistische Testverfahren erlauben es dann, eine Entschei-
dung über solche Hypothesen zu treffen. Aufgrund einer solchen Ent-
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Hypothesentestung 17

scheidung kann die Gültigkeit einer Hypothese angenommen bzw. nicht
angenommen werden. Auch für die Hypothesentestung werden Stich-
probenstatistiken verwendet, wie für das obige Beispiel der Mittelwert
der mathematischen Kompetenz erhoben an einer Stichprobe finnischer
Schüler.

Wir werden in diesem Band die wichtigsten Testverfahren zur Hypothe-
sentestung vorstellen. Dabei geht es zumeist um Hypothesen zu Para-
metern von Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Denn in den meisten Fäl-
len der Hypothesentestung werden bestimmte Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen für die Beschreibung der interessierenden Merkmale voraus-
gesetzt, z. B. die Normalverteilung für Merkmale, wie Intelligenz, Ex-
traversion etc. Die Hypothesen beziehen sich dann auf bestimmte Para-
meter dieser Wahrscheinlichkeitsverteilungen, z. B. den Erwartungswert
oder die Varianz. Es gilt aber, auch allgemeinere Hypothesen zu über-
prüfen, insbesondere zur Frage, ob in einer Population eine bestimm-
te Wahrscheinlichkeitsverteilung für ein interessierendes Merkmal vor-
liegt. Ein Beispiel für eine solche Hypothese ist: „Die Anzahl von Ver-
kehrsunfällen in Deutschland folgt einer Poisson-Verteilung.“

Für eine möglichst einfache Einführung in dieses Gebiet beschränken
wir uns zunächst lediglich auf Hypothesen zum Erwartungswert einer
normalverteilten Zufallsvariablen mit bekannter Varianz.

2.2 Einführung in die Hypothesentestung

Betrachten wir nun die Grundlagen der Hypothesentestung anknüpfend
an die Ausführungen zur Parameterschätzung in Band 2 (Holling & Ge-
diga, 2013). Wir gehen hier zunächst von einem einfachen Fall aus, der
Schätzung des Erwartungswertes bei normalverteilten Merkmalen mit
bekannter Varianz. Zur Schätzung dieses Parameters ist, wie in Band 2
ausgeführt wurde, das arithmetische Mittel eine optimale Stichproben-
statistik. Während die Stichprobenstatistiken im Kontext der Parameter-
schätzung Schätzer genannt werden, heißen sie im Kontext der Hypo- Schätzer

thesentestung Teststatistik oder auch Prüfgröße. Teststatistik

PrüfgrößeBetrachten wir als Beispiel die Schätzung des Erwartungswertes der
Scores eines Tests für die mathematische Kompetenz, wobei alle Schü-
ler einer bestimmten Altersklasse in Deutschland als Population fun-
gieren. Der Test sei für diese Population so normiert, dass diese Sco-
res die Realisierung einer normalverteilten Zufallsvariablen Y darstel-
len mit Y ∼ N(100,10). Aus der Population all dieser Schüler ziehen
wir dann n unabhängige Stichprobenelemente. Die zugehörigen Stich-
probenvariablen Y1, ...,Yn sind wie die Zufallsvariable Y verteilt und zu-
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18 Kapitel 2

dem unabhängig. Es gilt also die i.i.d.-Annahme (i.i.d = independenti.i.d.-Annahme

and identically distributed). Anhand dieser Stichprobenvariablen wird
die Stichprobenstatistik bzw. Statistik gebildet. Als Statistik zur Schät-
zung des Erwartungswertes der normalverteilten Scores zur mathemati-
schen Kompetenz dient das arithmetische Mittel der n Stichprobenele-
mente Ȳ , das ebenfalls normalverteilt ist mit der Stichprobenverteilung
N(µ,σ/

√
n). Ȳ dient als Punktschätzung für µ . Aufgrund der gerin-

geren Standardabweichung von Ȳ sind die Mittelwerte, die sich durch
wiederholtes Ziehen von Stichproben des Umfangs n ergeben, enger um
den zu schätzenden Parameter verteilt als die Werte der Variablen Y und
damit zur Schätzung des unbekannten Parameters geeignet.

In Abbildung 2.1 wird die Ziehung von Stichproben aus einer normal-
verteilten Population veranschaulicht, sowie die Bildung der Stichpro-
benverteilung für den Mittelwert. Hier werden (vgl. oberer Teil der Abb.
2.1) Stichproben mit einem Umfang von n = 3 gezogen. Zieht man nun
alle (theoretisch) möglichen Stichproben mit einem Umfang von n = 3
und berechnet jeweils den Mittelwert, resultiert die im unteren Teil der
Abbildung dargestellte Dichte der normalverteilten Stichprobenstatistik
Ȳ , wobei Ȳ ∼ N(µ,σ/

√
3). Das symmetrische Intervall um den wahren

Wert µ , in dem (1−α) ·100% aller Punktschätzungen liegen, wird auch
zentrales (1−α)-Schwankungsintervall für Mittelwerte genannt.

Stichprobenstatistiken bilden auch den Ausgangspunkt für die Berech-
nung von Konfidenzintervallen. Bei Konfidenzintervallen für den Erwar-
tungswert normalverteilter Zufallsvariablen mit bekannter Varianz wird
wiederum der Schätzer Ȳ verwendet (vgl. Abb. 2.2). Bei zweiseitigen
Konfidenzintervallen, die wir hier lediglich betrachten, verteilen sich
die Punktschätzungen symmetrisch um den wahren Wert µ . Ausgehend
von Ȳ bildet man nun ein Konfidenzintervall, indem man symmetrisch
um Ȳ ein Intervall legt. Die Länge dieses Intervalls entspricht der Län-
ge des entsprechenden Schwankungsintervalls. Damit sind die untere
und die obere Grenze des Konfidenzintervalls so festgelegt, dass es in
(1−α) · 100% aller möglichen Stichprobenziehungen den wahren Pa-
rameter µ überdeckt.

Als Konfidenzintervall resultiert im vorliegenden Fall:[
Y − z1−α/2

σ√
n
,Y + z1−α/2

σ√
n

]
,

wobei z1−α/2 das entsprechende Quantil der Standardnormalverteilung
darstellt (vgl. Anhang zur Berechnung der Quantile).
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Abbildung 2.1: Veranschaulichung der Stichprobenverteilung des Mittelwer-
tes. Die verschiedenen Stichproben der Größe n = 3 sind far-
big markiert (ZV=Zufallsvariable).

Während es sich bei Schätzern um eine Zufallsvariable handelt, werden
zweiseitige Konfidenzintervalle aus zwei Zufallsvariablen, d. h. Stich-
probenstatistiken, gebildet, die die Grenzen des Konfidenzintervalls be-
schreiben. Damit handelt es sich bei Konfidenzintervallen um zufällige
Intervalle, d. h. um Intervalle, deren Grenzen aus Zufallsvariablen be-
stehen.

Analog zur Unterscheidung von Schätzern als Zufallsvariablen und den
Realisierungen der Schätzer, den Schätzungen, müssen wir auch hier
zwischen Konfidenzintervallen als zufällige Intervalle und ihren Rea-
lisierungen, den sogenannten realisierten Konfidenzintervallen, unter-
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scheiden. Bei einem realisierten Konfidenzintervall verwendet man die
Realisierungen der Schätzer als Grenzen. Die Grenzen eines realisier-
ten Konfidenzintervalls bestehen also nicht aus Zufallsvariablen, son-
dern aus Realisierungen von Zufallsvariablen. Die Unterscheidung zwi-
schen Konfidenzintervallen und realisierten Konfidenzintervallen wird
oft nicht getroffen, womit sich eine gewisse begriffliche Unschärfe er-
gibt, die aber im Kontext einer konkreten Anwendung kein großes Pro-
blem darstellen dürfte.

µ Interessierender Parameter  
der Populationsverteilung 

Stichprobenverteilung von Y 

95% der Fläche 

Populationsverteilung von Y 

95%-Konfidenzintervalle für µ 

... 

 95% zentrales  
Schwankungs- 

intervall 

Abbildung 2.2: Veranschaulichung von Konfidenzintervallen für normalver-
teilte Zufallsvariablen mit µ unbekannt, σ2 bekannt: Ȳ ±
z.975

σ√
n

Abbildung 2.2 zeigt einige realisierte Konfidenzintervalle für den Er-
wartungswert einer Normalverteilung mit bekannter Varianz σ2, die auf
unterschiedlichen Stichproben mit identischem Stichprobenumfang n
beruhen. Dabei beträgt die vorher festgelegte Wahrscheinlichkeit, dass
der Parameter von dem Konfidenzintervall überdeckt wird: 1−α = .95.
Wie Abbildung 2.2 zeigt, überdeckt ein (1−α)-Konfidenzintervall, das
anhand der Daten einer Stichprobe berechnet wurde, den wahren (un-
bekannten) Wert des Parameters immer dann, wenn die entsprechende
Punktschätzung innerhalb des (1−α)-Schwankungsintervalls liegt.

Es gibt eine enge Beziehung zwischen der Hypothesentestung und der
Intervallschätzung, auf die wir nun eingehen wollen.

Gehen wir von einem (fiktiven) Problem aus, in dem es ebenfalls um
den Erwartungswert einer Normalverteilung mit bekannter Varianz geht.
Ausgangspunkt sei die von Bildungsforschern geäußerte inhaltliche Hy-
pothese, dass die mittlere mathematische Kompetenz der Schüler ininhaltliche Hypothese
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Nordrhein-Westfalen (NRW) nicht mit der mittleren mathematischen
Kompetenz aller Schüler in Deutschland übereinstimmt. Es wird dabei
nicht gesagt, ob die mittlere Kompetenz der Schüler in NRW nach oben
oder unten abweicht.

Untersucht man diese Hypothese in einer empirischen Studie anhand
eines normierten Tests, dessen Scores Y für alle deutschen Schüler nor-
malverteilt sind mit Y ∼N(100,10), so kann die obige Hypothese weiter
spezifiziert werden. Es gilt nun, dass der Erwartungswert der mathema-
tischen Kompetenz für die Schüler aus NRW nicht gleich 100 ist. Dabei
sei bekannt, dass die Testwerte auch für die Schüler des Landes NRW
normalverteilt sind mit einer Standardabweichung von 10. Lediglich der
Erwartungswert ist unbekannt und wird entsprechend der Hypothese als
ungleich 100 angenommen. Diese nachzuweisende Hypothese wird Al-
ternativhypothese genannt und im Allgemeinen mit H1 bezeichnet. Alternativhypothese

H1Wie kann man nun zu einer Entscheidung über die Hypothese gelangen,
dass der Erwartungswert der mathematischen Kompetenz in NRW un-
gleich 100 ist? Dazu könnte man die mittlere mathematische Kompetenz
aus der empirischen Studie heranziehen. Würde z. B. auf der Basis ei-
ner Stichprobe mit dem Umfang n = 100 ein arithmetisches Mittel von
100.2 oder 99.7 resultieren, wäre der Alternativhypothese wohl nicht
zuzustimmen. Anders sähe es aus, wenn ein arithmetisches Mittel von
91 oder 112 auftreten würde. Wann ist also ein bestimmter Abstand von
Punkten nach oben oder unten groß genug, um der Hypothese, dass der
Erwartungswert in NRW ungleich 100 ist, beizupflichten?

Ausgangspunkt der weiteren Überlegungen seien nun die Ergebnisse ei-
ner empirischen Untersuchung an einer repräsentativen Stichprobe von
25 Schülern aus NRW. Der erzielte Mittelwert für die mathematische
Kompetenz sei ȳ = 105. Der Wert von 105 liegt 5 Punkte von dem Er-
wartungswert 100 entfernt, der für alle deutschen Schüler gilt. Ist nun
ein solcher Abstand von 5 Punkten nach unten oder oben groß genug,
um davon auszugehen, dass in dem Bundesland NRW ein anderer Er-
wartungswert gegeben ist? Zur Bewertung der Größe dieses Abstands
verwenden wir seine Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Unterscheiden sich die Erwartungswerte der mathematischen Kompe-
tenz in NRW und ganz Deutschland nicht, gilt auch für NRW ein Erwar-
tungswert von 100. Diese Annahme, die das Gegenteil der Alternativhy-
pothese darstellt, wird üblicherweise Nullhypothese genannt und mit H0 Nullhypothese

H0bezeichnet. Um die Gültigkeit der Alternativhypothese nachzuweisen,
gilt es, die Nullhypothese zu widerlegen. Den Wert des Parameters, der
unter der Nullhypothese angenommen wird, bezeichnet man mit µ0 und
es gilt hier µ0 = 100.
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22 Kapitel 2

Ausgehend von dem Erwartungswert µ0 = 100 und der bekannten Stan-
dardabweichung σ = 10 bestimmen wir die Stichprobenverteilung des
arithmetischen Mittels Ȳ für einen Stichprobenumfang von n = 25.
Für ein normalverteiltes Merkmal mit Y ∼ N(100,10) gilt dann
Ȳ ∼ N(100,10/

√
25) = N(100,2). Aufgrund dieser Stichprobenvertei-

lung ist es recht unwahrscheinlich, einen Mittelwert zu erzielen, der
5 oder mehr Punkte von dem Wert 100 abweicht. Der Abstand von
zwei Punkten für Ȳ entspricht einer Standardabweichung, und somit
entspricht ein Abstand von 5 Punkten 2.5 Standardabweichungen. Dass
eine Beobachtung 2.5 oder mehr Standardabweichungen vom Erwar-
tungswert einer normalverteilten Variablen abweicht, entspricht der Wahr-
scheinlichkeit P(−2.5 < Z < 2.5) = .012, wobei Z eine standardnor-
malverteilte Zufallsvariable darstellt. Somit würde man nur für 1.2%
aller möglichen Stichproben von Schülern aus NRW eine Abweichung
des Mittelwertes um 5 oder mehr Punkte erhalten, wenn der wahre Er-
wartungswert der mathematischen Kompetenz µ = 100 wäre. Damit er-
scheint es plausibler, von einem anderen Erwartungswert auszugehen,
der nicht zu einer solch geringen Wahrscheinlichkeit führt, und insofern
der Alternativhypothese zuzustimmen, dass µ ungleich 100 ist.

Abbildung 2.3 veranschaulicht die Hypothesentestung für das obige Bei-
spiel. Dargestellt sind im oberen Teil dieser Abbildung die Verteilung
der mathematischen Kompetenz Y unter der Annahme Y ∼ N(100,10)
und die daraus folgende Stichprobenverteilung des Mittelwertes Ȳ für
n = 25 mit Ȳ ∼ N(100,2).
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Abbildung 2.3: Konfidenzintervalle und Hypothesentestung: Veranschauli-
chung
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Weiterhin sind im unteren Teil der Abbildung 2.3 einige Schätzungen ȳ
als Punkte dargestellt. Diese Mittelwerte stammen aus der wahren, aber
unbekannten Stichprobenverteilung, die nicht mit der angenommenen
Stichprobenverteilung mit µ0 = 100 übereinstimmen muss. Die wah-
re, hier nicht dargestellte Stichprobenverteilung besitzt ebenfalls eine
Normalverteilung mit σ = 10 und einem unbekannten Erwartungswert.
Ausgehend von der Nullhypothese wird angenommen, dass der wahre
Erwartungswert mit dem angenommenen Wert µ0 = 100 übereinstimmt.

Liegt nun ein Mittelwert ȳ zu weit weg von dem angenommenen Er-
wartungswert µ0 = 100, ist es wenig plausibel, von einem Erwartungs-
wert gleich 100 auszugehen. So ist – ausgehend von der Nullhypothe-
se µ0 = 100 – auch ein Mittelwert ȳ = 105 als sehr extrem zu werten.
Wenn ein solcher Mittelwert in einer empirischen Studie erzielt wird,
spricht dieses Ergebnis gegen die Hypothese, dass der Erwartungswert
µ0 = 100 für die mathematische Kompetenz der Schüler in NRW zu-
trifft.

Nun stellt sich die Frage, ab wann allgemein betrachtet ein Mittelwert so
extrem ist, dass die Nullhypothese nicht mehr zu halten ist. Dazu wer-
den ein unterer und oberer kritischer Wert, ku und ko, festgelegt. Liegt
ein Mittelwert jenseits eines kritischen Wertes, d. h. unterhalb von ku

oder oberhalb von ko, gilt er als extrem. Dann wird die Nullhypothese
abgelehnt und die Alternativhypothese angenommen.

Die Menge aller Mittelwerte jenseits der kritischen Werte, die den bei-
den Intervallen (−∞,ku) und (ko,∞) in Abbildung 2.3 entspricht, bil-
det den Ablehnungsbereich für die Nullhypothese, das Intervall [ku,ko]
entspricht dem Annahmebereich. Fällt der Mittelwert einer bestimmten
Stichprobe in den Ablehnungsbereich, wird die Nullhypothese verwor-
fen, ansonsten beibehalten. Für unser Beispiel haben wir für die kriti-
schen Werte ku = 96.08 und ko = 103.92 festgelegt. Diese Werte wur-
den so gewählt, dass ausgehend von der Nullhypothese µ0 = 100 die
Wahrscheinlichkeit dafür, dass eine Schätzung in den Ablehnungsbe-
reich fällt, 5% beträgt. Der Wert 5%, der definiert, welche Mittelwer-
te als extrem gelten und somit zur Ablehnung der Nullhypothese füh-
ren, heißt Signifikanzniveau und wird mit α bezeichnet. Anstelle von
α = .05 hätten wir auch einen anderen Wert, z. B. α = .01, wählen kön-
nen. Dann müsste ein Mittelwert noch extremer ausfallen, damit die Al-
ternativhypothese angenommen wird.

Der Annahmebereich für die Nullhypothese korrespondiert mit dem (1−
α)-Schwankungsintervall für den wahren Wert des Parameters. Der Mit-
telpunkt des Schwankungsintervalls ist der wahre Wert des Parameters
µ , beim Annahmebereich ist es der unter der Nullhypothese angenom-
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24 Kapitel 2

mene Wert µ0. Damit wird die enge Beziehung zwischen den Konfi-
denzintervallen und der Hypothesentestung offenbar. Im unteren Teil
der Abbildung 2.3 sind für die Schätzungen ȳ die zweiseitigen 95%-
Konfidenzintervalle dargestellt. Aufgrund des Konstruktionsprinzips der
Konfidenzintervalle wird der unter der Nullhypothese angenommene Er-
wartungswert µ0 = 100 immer dann vom Konfidenzintervall überdeckt,
wenn die entsprechende Schätzung im Annahmebereich des Tests liegt.
Liegt eine Schätzung im Ablehnungsbereich, überdeckt das Konfiden-
zintervall nicht den unter der Nullhypothese angenommenen Wert des
Parameters. Dann ist es auf der Grundlage der gezogenen Stichprobe
nicht plausibel, dass der wahre Wert des Parameters mit dem unter der
Nullhypothese angenommenen Wert µ0 = 100 übereinstimmt.

Gemäß der oben dargestellten Zusammenhänge führen Konfidenzinter-
valle und Testverfahren in der Regel zu äquivalenten Ergebnissen. In
diesen Fällen werden zumeist die Ergebnisse der Testverfahren im Rah-
men der Hypothesentestung berichtet.

Das oben eingeführte Konzept der Hypothesentestung, das es nun sys-
tematisch zu definieren und zu erweitern gilt, geht auf die testtheore-
tischen Ansätze von Fisher (1925) sowie Neyman und Pearson (1933)
aus den 1920er und 1930er Jahren zurück. Dabei werden Konzepte aus
beiden Ansätzen verwendet.

2.3 Statistische Tests

Betrachten wir nun detaillierter die einzelnen Schritte der Hypothesen-
testung angelehnt an das obige Beispiel. Ausgangspunkt ist eine inhalt-
liche Hypothese: „Die mathematische Kompetenz der Schüler in NRW
unterscheidet sich von der aller Schüler in Deutschland“. Diese sehr all-
gemeine Hypothese gilt es zunächst zu spezifizieren. Dazu ist u. a. das
Konstrukt mathematische Kompetenz zu operationalisieren, so dass es
gemessen werden kann. Dann sind Annahmen über die Verteilung die-
ses so spezifizierten und hier mit Y bezeichneten Merkmals in der Popu-
lation festzulegen, z. B. Y ∼ N(µ,10).

Nun kann die entsprechende statistische Hypothese bestimmt werden.statistische Hypothese

Statistische Hypothesen richten sich auf Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen. Zumeist werden bestimmte (Familien von) Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen vorausgesetzt, im obigen Beispiel waren es Normalverteilun-
gen mit der Standardabweichung σ = 10. Die statistischen Hypothesen
richten sich dann auf die interessierenden Parameter, wie im vorliegen-
den Beispiel auf den Erwartungswert µ . Bei einem statistischen Test
unterscheidet man zwischen der Nullhypothese und der Alternativhypo-Alternativhypothese
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these, die durch H0 bzw. H1 symbolisiert werden. Statt „Nullhypothese“ H1

sagt man auch kurz „Hypothese“ und statt „Alternativhypothese“ kurz
„Alternative“.

Null- und Alternativhypothese schließen sich wechselseitig aus, d. h.,
diese beiden Hypothesen können nicht gleichzeitig gelten. Sie untertei-
len die Menge aller möglichen in Frage kommenden Parameter in zwei
disjunkte Mengen, die vereint wiederum die gesamte Menge der Para-
meter ergeben. Dabei kann die gesamte Menge der Parameter lediglich
aus zwei Werten, einer Teilmenge der reellen Zahlen oder der gesamten
Menge der reellen Zahlen bestehen. Im obigen Beispiel handelte es sich
um die Gesamtheit der reellen Zahlen, unter der Nullhypothese wurde
ein Wert von 100 und unter der Alternativhypothese ein Wert ungleich
100 angenommen. Bei Testproblemen heißt es, dass man die Nullhypo-
these gegen die Alternativhypothese testet.

Beinhaltet eine Hypothese H lediglich einen Wert des Parameters µ0,
d. h. H : µ = µ0, dann spricht man von einer einfachen Hypothese. Lässt
eine Hypothese mehr als einen Wert zu, spricht man von einer zusam-
mengesetzten Hypothese. Damit können die Nullhypothese wie die Al-
ternativhypothese jeweils eine einfache bzw. zusammengesetzte Hypo-
these darstellen.

Eine weitere Unterscheidung betrifft die Richtung von Hypothesen. Ge-
richtete Hypothesen sind zusammengesetzte Hypothesen, die einen Be- gerichtete Hypothesen

reich entweder mit der Größer- oder mit der Kleiner-Relation beschrei-
ben. Beispiele sind die Hypothesen H : µ > 100 oder H : µ ≤ 100. Unge-
richtete Hypothesen sind hingegen zusammengesetzte Hypothesen, die ungerichtete Hypothesen

einen Bereich mit der Ungleich-Relation beschreiben. Das wichtigste
Beispiel für eine ungerichtete Hypothese ist die Hypothese der Form
H : µ 6= 100, die alternativ auch mit H : µ < 100 oder µ > 100 beschrie-
ben werden kann.

Gegenstand von Studien sind beispielsweise die folgenden Kombinatio-
nen von Null- und Alternativhypothesen, auch Testprobleme genannt:

Beispiel: Testprobleme mit Null- und Alternativhypothesen
1) H0 : µ = µ0 gegen H1 : µ 6= µ0

2) H0 : µ ≤ µ0 gegen H1 : µ > µ0

3) H0 : µ ≥ µ0 gegen H1 : µ < µ0

4) H0 : µ = µ0 gegen H1 : µ > µ0

5) H0 : µ = µ0 gegen H1 : µ < µ0

6) H0 : µ = µ0 gegen H1 : µ = µ1
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26 Kapitel 2

Das erste Testproblem ist ein zweiseitiges Testproblem, die Testproble-
me 2 bis 5 sind gerichtete (einseitige) Testprobleme. Beim letzten Test-
problem werden zwei einfache Hypothesen gegeneinander getestet. Fast
immer geht es in empirischen Untersuchungen um eines der ersten drei
der oben angeführten Testprobleme, da die möglichen Ausprägungen
des Parameters in der Regel nicht auf eine Teilmenge eingeschränkt wer-
den können, wie es bei den Hypothesen 4 bis 6 nötig ist. Anzumerken
ist weiterhin, dass die Testprobleme 2 und 4 sowie die Testprobleme 3
und 5 jeweils hinsichtlich der Testdurchführung äquivalent sind (s. u.).

Bei der Spezifikation eines Testproblems stellt sich die Frage, ob die
inhaltliche Hypothese als die Null- oder die Alternativhypothese umzu-
setzen ist. In der Regel entspricht die inhaltliche Hypothese der Alterna-
tivhypothese. Die Nullhypothese spezifiziert dann das logische „Gegen-
teil“ der inhaltlichen Hypothese bzw. Alternativhypothese. Die Bezeich-
nung Nullhypothese geht zurück auf den englischen Begriff to nullify
(= widerlegen). Die Nullhypothese ist zu widerlegen bzw. zu verwerfen,
damit die Alternativhypothese angenommen werden kann. Der Grund
für diese Vorgehensweise besteht darin, dass eine irrtümliche Ableh-
nung der Nullhypothese in der Regel größere negative Konsequenzen
mit sich bringt als die irrtümliche Beibehaltung der Nullhypothese. So
soll z. B. eine neue Lehrmethode nicht ungerechtfertigterweise eine be-
währte Methode ersetzen.

Zusammenfassend können wir ein statistisches Testproblem folgender-
maßen definieren:

Definition: Statistisches Testproblem
Ein statistisches Testproblem besteht aus einer Nullhypothese H0 und
einer Alternativhypothese H1. Diese beiden Hypothesen richten sich
auf Wahrscheinlichkeitsverteilungen oder Parameter von Wahrschein-
lichkeitsverteilungen des interessierenden Merkmals in der Grundge-
samtheit. H0 und H1 schließen sich wechselseitig aus. In der Regel
werden die folgenden Testprobleme untersucht, wobei θ für einen be-
liebigen Parameter, z. B. µ oder σ , steht:

H0 : θ = θ0 gegen H1 : θ 6= θ0

H0 : θ ≤ θ0 gegen H1 : θ > θ0

H0 : θ ≥ θ0 gegen H1 : θ < θ0

Das erste Testproblem ist ein ungerichtetes Testproblem, die beiden
letzten Testprobleme sind gerichtet.

Ist das statistische Testproblem definiert, gilt es, eine Stichprobensta-
tistik bzw. Teststatistik zu wählen, anhand derer eine Entscheidung ge-
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troffen werden kann, welche Hypothese anzunehmen ist. Dazu ist eine
Regel zu entwickeln, für welche Werte der Teststatistik H0 bzw. H1 ak-
zeptiert werden soll. Jedoch sind die Teststatistik und die Regel so zu
wählen, dass eine „vernünftige“ Entscheidung getroffen wird. Entspre-
chende Kriterien für die Bestimmung der Teststatistik und der Entschei-
dungsregel werden in den folgenden Kapiteln diskutiert.

Zusammenfassend wird ein statistischer Test wie folgt definiert.

Definition: Statistischer Test
Ein statistischer Test besteht aus einer Regel, die es anhand einer Test-
statistik erlaubt, eine Entscheidung über ein Testproblem zu treffen. Es
gilt also, die Entscheidung zu treffen, ob H0 beizubehalten ist oder ob
H0 abzulehnen ist und damit zugleich H1 angenommen wird.

2.4 Signifikanztests

In diesem Kapitel wird das Konzept des Signifikanztests vorgestellt, das
auf Fisher (1925) zurückgeht. Ein Signifikanztest ist nach Fisher ein Signifikanztest

spezieller Test, der die Kontrolle einer fälschlichen Ablehnung der H0
gestattet. Wie oben bereits ausgeführt, wird die inhaltliche Hypothese
als Alternativhypothese spezifiziert. Die Alternativhypothese wird erst
dann angenommen, wenn das logische Gegenteil, die Nullhypothese,
abgelehnt wird. Damit werden hier die Null- und Alternativhypothese
asymmetrisch behandelt.

Um den Fehler einer fälschlichen Ablehnung der Nullhypothese zu kon-
trollieren, wird vor der Testung eine Wahrscheinlichkeit für diesen Feh-
ler festgelegt. Die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese abzulehnen,
wenn sie in Wirklichkeit wahr ist, p(H0 ablehnen| H0 wahr), wird wie
bereits oben ausgeführt Signifikanzniveau (significance level) genannt. Signifikanzniveau α

Das Signifikanzniveau wird mit α bezeichnet und kann (im Prinzip) frei
gewählt werden.

Wird die Nullhypothese bei Verwendung des Signifikanzniveaus α ab-
gelehnt, so sagt man, dass der Test (zum Niveau α) signifikant ist. Zu-
meist wird α = .05 oder α = .01 gewählt.

Im Beispiel in Kapitel 2.2 wurden ausgehend von einem Signifikanz-
niveau α = .05 der Ablehnungsbereich sowie der Annahmebereich für
die Nullhypothese festgelegt. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
Teststatistik einen Wert in dem Ablehnungsbereich annimmt, unter Gül-
tigkeit der Nullhypothese kleiner als α = .05 und die entsprechende
Wahrscheinlichkeit für den Annahmebereich beträgt mindestens 1−α =
.95. Die Entscheidungsregel wurde wie folgt definiert:
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Lehne H0 ab bzw. nimm H1 an, wenn der Wert der Teststatistik in den
Ablehnungsbereich fällt, ansonsten behalte H0 bei.

Die Anwendung dieser Entscheidungsregel führt zur Einhaltung der ge-
forderten Bedingung1:

P(H0 ablehnen | H0 wahr)< α

Die Gesamtheit aller möglichen Werte der Teststatistik, die zu einer
Ablehnung der Nullhypothese führen, heißt der Ablehnungsbereich desAblehnungsbereich

Tests. Entsprechend nennt man die Menge aller möglichen Werte der
Teststatistik, bei denen die Nullhypothese beibehalten wird, den Annah-
mebereich des Tests.Annahmebereich

In dem Beispiel aus Kapitel 2.2 hatten wir die Teststatistik Ȳ − µ0 ver-
wendet, wobei diese Teststatistik normalverteilt ist mit der Standardab-
weichung σ/

√
n. Es ist einfacher, anstelle dieser Teststatistik die stan-

dardisierte Form dieser Teststatistik zu verwenden, die einer Standard-
normalverteilung folgt:

Z =
Ȳ −µ0

σ/
√

n
Abbildung 2.4 illustriert diese Situation für die standardnormalverteilte
Teststatistik Z und α = .05.

Die beiden Werte, die die Teststatistik unterschreiten bzw. übertreffen
muss, die also den Ablehnungs- vom Annahmebereich abgrenzen, wer-
den kritische Werte genannt. Die kritischen Werte berechnen sich auskritische Werte

der Verteilung der Teststatistik und dem Signifikanzniveau. Im Beispiel
ergeben sich die kritischen Werte aus dem α/2-Quantil und dem (1−
α/2)-Quantil der Stichprobenverteilung der Teststatistik Z und betragen
-1.96 bzw. 1.96. Bei einem zweiseitigen Testproblem liegen damit links
von einem kritischen Wert und rechts von einem kritischen Wert jeweils
α/2 · 100 % der Fläche unter der Verteilung der Teststatistik. Die kriti-
schen Werte gehören nicht zum Ablehnungsbereich, sondern bilden die
Grenze des Annahmebereichs.

1In vielen Statistikbüchern wird für die Definition des Signifikanztests die Bedin-
gung P(H0 ablehnen | H0 wahr) ≤ α genutzt. Gemäß dieser Bedingung gehören die
Randpunkte zum Ablehnungsbereich. Damit ist diese Definition nicht konsistent
mit der Definition eines Signifikanztests anhand von Konfidenzintervallen, wenn die
Konfidenzintervalle wie üblich als geschlossene Intervalle definiert werden. Für die
praktische Anwendung von Tests ist es jedoch unerheblich, ob man die Bedingung
P(H0 ablehnen | H0 wahr) ≤ α oder die Bedingung P(H0 ablehnen | H0 wahr) < α

wählt.
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