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Vorwort

Biicher zur Implementierung numerischer Verfahren der Optimierung sind seit
vielen Jahren gefragt. Die Behandlung mathematisch-naturwissenschaftlicher,
technischer und 6konomischer Fragestellungen erfordert in wachsendem Um-
fang die Losung linearer oder nichtlinearer Optimierungsaufgaben. Gegeniiber
den ersten Bemithungen in den 40er- und 50er-Jahren haben sich hierfiir die
Voraussetzungen auf dem Gebiet der Informatik wesentlich verbessert. Nicht
nur Rechenzeit und Speicherplatz haben eine andere Bewertung erfahren, auch
Programmierparadigmen und die Nutzung von Dialogméglichkeiten haben sich
gedndert. Dieser Entwicklung folgend, werden im vorliegenden Buch Probleme
und Losungsverfahren als Klassen der objektorientierten Programmierung aufge-
fasst. Die Formulierung der zu lgsenden Optimierungsaufgabe und die Auswahl
der Losungsmethode erfolgt im Dialog, die Ergebnisse der Berechnung werden
automatisch gespeichert. Im Unterschied zu komplexen Systemen, wie Matlab
sind die einzelnen Routinen modifizierbar und separat nutzbar. Seit den Arbei-
ten von Kantorovich [1] und Dantzig [2] zum Simplexverfahren hat auch die
Entwicklung effektiver numerischer Verfahren der Optimierung eine stiirmi-
sche Entwicklung genommen. Ihre theoretische Begriindung und sachgerechte
Implementierung stellt inzwischen einen eigensténdigen Problemkreis dar, wel-
cher als Numerik der Optimierung (in englischer Sprache als ,Computational
Mathematical Programming®, in russischer Sprache als ,Vycislitelnye metody
programmirovanija“) bezeichnet wird. Die Aneignung der auf diesem Gebiet
vorhandenen Erkenntnisse, noch mehr aber das Erleben des Zusammenhangs
von beschriebenem Algorithmus, umgesetztem Programm und bereitgestellter
Nutzeroberfliche werden zum Bediirfnis des an der Optimierung interessierten
Praktikers. Gegenstand des Buches sind deshalb nicht in erster Linie theoreti-
sche Grundlagen, sondern Fragen der praktischen Realisierung der Verfahren
mit modernen Mitteln der Informatik. Es soll einen Einstieg in die Behandlung
von Optimierungsaufgaben auf Computern erméglichen.

Fir praktische Hilfeleistungen beim Zustandekommen des Buches bin ich
Klaus Schonefeld zu Dank verpflichtet. In gleicher Weise danke ich Thomas Cas-
sebaum fiir die Moglichkeit, die von ihm bereitgestellte Entwicklungsumgebung
»SmallCpp“ nutzen zu kénnen und in C++-Fragen in ihm jederzeit einen guten
Gesprachspartner gefunden zu haben. Ermutigende Worte und gute Ratschlédge
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Vorwort

vieler Kollegen, insbesondere von Diethard Pallaschke, Oleg Burdakov, Manfred
Grauer und Gerd Langensiepen, haben den Entstehungsprozess beférdert. Dem
Wiley-Verlag danke ich fiir die Méglichkeit, die Ergebnisse meiner Uberlegungen
zu publizieren. Schliefilich mochte ich meiner Frau Hannelore fiir das Verstind-
nis danken, mit dem sie die Belastung mitgetragen hat, welche dem Autor aus
dem Schreiben eines Buches erwidchst. Die Publikation von Algorithmen und
Programmen schliefit zu erwartende Kritiken und Hinweise von vornherein ein.
Sie werden von mir sorgfiltig beriicksichtigt und in die Aufbereitung weiterer
Programmversionen eingearbeitet.

Claus Richter



1
Einleitung

1.1
Das lineare und das nichtlineare Optimierungsproblem

Im vorliegenden Buch werden Optimierungsaufgaben betrachtet, die dadurch
charakterisiert sind, dass eine lineare oder nichtlineare Zielfunktion f unter li-
nearen oder nichtlinearen Ungleichungsnebenbedingungen minimiert wird, d. h.

f(x) =min! bei xeG={x:gx <0 iel}, (1.1)
wobei [
I={i:i=1,..,m}

die Indexmenge der Ungeichungsrestriktionen bezeichnet. Gleichungsrestriktio-
nen werden der Ubersichtlichkeit halber zunichst weggelassen. An geeigneten
Stellen werden sie zusitzlich beriicksichtigt.

1.2
Definitionen und Bezeichnungen

Fiir die weiteren Uberlegungen benétigen wir folgende Bezeichnungen:

o n-dimensionaler Euklidischer Raum: R”,

e Menge der reellen Zahlen: R,

« nichtnegativer Orthant des n-dimensionalen Euklidischen Raumes: Rfr’,

« Euklidische Norm: || x ||,= (xTx)172,

e Betragssummennorm: || x ||;= Z;’;l [x;1,

e (m, n)-Matrix A: rechteckiges Zahlenschema A = (a;,)vonm * n Zahlen, an-
geordnet in m Zeilen und #n Spalten,

» quadratische Matrix: (m, n)-Matrix A mit m = n,

+ Diagonalmatrix A: quadratische Matrix A mit a,; = 0 fiir i # jund a;; # 0,

 Einheitsmatrix /: Diagonalmatrix A mit g;, = 1,

« obere Dreiecksmatrix A: quadratische Matrix A mit a;, ;= 0,i>},

 untere Dreiecksmatrix A: quadratische Matrix A mit a; ;= 0,i <},

Optimierung in C++, 1. Auflage. Claus Richter.
©2017 WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA.. Published 2017 by WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA.
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« positiv definite Matrix A: quadratische Matrix A mit x* Ax > 0 fiir alle x # 0,
+ symmetrische Matrix A: quadratische Matrix A mit a;; = a
« transponierte Matrix AT zu A: Matrix AT mit AT = (a jih

o inverse Matrix A~! zur Matrix A: Matrix mit der Eigenschaft A * Al =1
« nichtsinguldre Matrix A: die inverse Matrix A~ zu A existiert,

« orthogonale Matrix A: Matrix mit der Eigenschaft AT = 41,
 transponierter Vektor: xT = (CITP

e Gradient einer Funktion f : R” — R

jir

P P} B
Vf(x) = <a—xlf(x), Wf(x)> ,

« Hesse-Matrix einer Funktion f : R” — R

62
2 —_— 7 HE—
V f(x)ij = —i ]f(x) l,]—l,...,n B

» Lagrange-Funktion fiir die Aufgabe (1.1)
Lix,u)= f@)+ ) u,g,(x),
i=1
o Ableitung der Lagrange-Funktion nach den Komponenten des 1. Arguments

VLG, u) = V() + ) uVg@),
i=1

» zweite Ableitung der Lagrange-Funktion nach den Komponenten des 1. Argu-
ments

ViL(x,u) =V f(x) + Z u;Vi18,(%) ,
i=1

« Indexmenge I(x) der in x aktiven Restriktionen

Ix)={i:g,(x)=0, i€{l,...,m}},

« Vektor, dessen Komponenten alle gleich 1 sind: e = (1, ..., T,

« i-ter Einheitsvektor: e; = (0, ...,0,1,0, ..., 07,
o die Menge G° := {x: g;(x) < 0,i =1, ..., m}.

1.3
Spezialfille linearer und nichtlinearer Optimierungsaufgaben

Besitzen Zielfunktion f und der zulédssige Bereich G bzw. Nebenbedingungen g;
und g; eine spezielle Gestalt, so konnen zur Losung von (1.1) spezielle Ver-
fahren herangezogen werden. Fiir die Zielfunktion f sind folgende Strukturen



1.3 Spezialfdlle linearer und nichtlinearer Optimierungsaufgaben

interessant:

1. Allgemeine nichtlineare Zielfunktion  f(x).

2. Lineare Zielfunktion f(x) = c'x.

3. Quadratische Zielfunktion f(x) = %xT Cx+d x.
4. Quadratsumme (Regression)

m
fx) = Z(yi - f(x, ti))2 , ¥; — Messwerte zum Messpunkt ¢; .
i=1

5. Maximum von Funktionen f(x) = max fj(x) G=1,...,D.
In Bezug auf die Nebenbedingungen N sind folgende Situationen typisch:

1. Allgemeine nichtlineare Nebenbedingungen.
2. Lineare Nebenbedingungen g;(x) = al,Tx +b, (i=1,...,m).
3. Keine Nebenbedingungen G = R".

In den folgenden Kapiteln werden spezielle Kombinationen von Zielfunktion und
Nebenbedingungen eine besondere Rolle spielen:

o lineare Optimierung (L): f2 + N2,

 quadratische Optimierung (Q): f3 + N2,

« allgemeine nichtlineare Optimierungsaufgabe (C): f1+ N1,
« unbeschrinkte Minimierung (U): f1 + N3,

o Regressionsprobleme (P): f4 + N3, f4+ N1.

Die Spezifikationen L, Q, C, U und P werden in der Charakterisierung der imple-
mentierten Beispiele im Programmsystem ,Optisoft* verwendet. Uber die dar-
gestellten Kombinationen von Zielfunktion und Nebenbedingungen hinaus spie-
len Aufgaben der nichtglatten Optimierung eine besondere Rolle. Diese finden
im vorliegenden Buch keine Beachtung. Gleiches gilt auch fiir Optimierungsauf-
gaben mit sehr vielen Variablen: # > 100, sofern sie nicht als Teilprobleme zur
Losung von (1.1) auftreten.

Obwohl die spezifische Gestalt von Zielfunktion und Nebenbedingungen inter-
essant ist, wie etwa in der geometrischen Optimierung

r n
- 0
fx) = Z Ck(o) Hxiaik
k=1 i=1

r n
gj(x) = Z Ck(j) Hxiﬂi/ G=1,...m),
k=1 i=1

wird diese nicht explizit berticksichtigt.

In der Betrachtung von Optimierungsverfahren gehen wir von dem Grundmo-
dell (1.1) aus. Fur Least-Square-Probleme in Differenzialgleichungsmodellen und
bei Strukturoptimierungsproblemen liegen spezielle Aufgaben zugrunde. Diese
werden in den folgenden Kapiteln néher erldutert.
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1.4
Anwendungen

Nichtlineare Optimierungsprobleme spielen in vielen Anwendungsbereichen ei-
ne wichtige Rolle, z. B. in der

 Luft- und Raumfahrt (Steuerung, Konstruktion),

e Mechanik (Optimierung mechanischer Strukturen, z. B. von Tragwerken),
o Elektrotechnik (Transformatorkonstruktion),

o Chemie (Gleichgewichtsprobleme),

« Medizin, Soziologie (Statistische Probleme),

 Betriebswirtschaft (Planungsmodelle),

« Physik (Kernforschung),

« Energiewesen (Energieverteilung).

Typische Anwendungsbeispiele finden sich in den Biichern von Bracken und Mc-
Cormick [3] oder Beightler und Phillips [4]. Einige mathematische Fragestellun-
gen, welche bei der Losung praktischer Probleme auf Optimierungsverfahren zu-
riickgreifen, werden im Buch néher betrachtet:

1.4.1
Strukturoptimierung

Die Strukturoptimierung wird schon seit einigen Jahren in der computergestiitz-
ten Konstruktion eingesetzt. In der zugrundeliegenden Aufgabenstellung wird da-
bei zwischen Querschnitts-, Form-, und Topologieoptimierung (der eigentlichen
Strukturoptimierung) unterschieden. Grundlegende Fragestellung ist dabei, die
Struktur und die Abmessungen von Konstruktionen derart zu wéhlen, dass zum
einen die mechanischen Randbedingungen erfiillt und zum anderen der Materi-
aleinsatz und damit die Kosten moglichst gering sind.

Obwohl die Beriicksichtigung der Nebenbedingungen oft die Koppelung mit
komplizierten Berechnungsvorschriften — z. B. FEM-Solvern — erfordert, soll das
Grundprinzip an folgendem Beispiel erldutert werden:

Beispiel 1.1 Ziel ist die Erstellung von Bemessungstafeln fir geschweif3te I-Triger
mit Querschnitten minimalen Gewichts (Abb. 1.1).

Da das Gewicht eines Trigers mit vorgegebener Linge proportional zum Quer-
schnitt ist, lautet die Zielfunktion

f(x) = (x7 — 2x,)% + 2%524 .



1.4 Anwendungen

Tragsicherheitsnachweise (g;,g,), Beulsicherheitsnachweise (g;,g,) und kon-
struktive Restriktionen (g5 — g;,) fithren zu den Nebenbedingungen g; < 0:

) = M (x) = M, fur |N,|/f(x) <0.10;
! M, ()11 = [N, |/(f(x)0)) = M, sonst

&) = 0.8 f(x)o; — N,

x5
=17-=2
g5(x) Py

43 — x, /%, fir |N,|/f(x) <0.270;
8a%) = {70(1.1 —14IN,|/(f(x)op)) — %, /%, sonst
gs(x) = 1000 — x;
ge(x) =60 — xy
g,(x) =60 — x,
ggx) =%, —5
go(x) = x4, —5

X1
o) = Z X3

wobei M ,;(x) := op((x; — 2%)x3205 + (%) — 224)°x, /4).
Die Groflen M, N, und o sind konstante Parameter. Die Anzahl der Variablen
ist 4, und es liegen 10 Ungleichheitsrestriktionen vor.

%3

2

x)

X

Abb. 1.1 Stahltrager.

1.4.2

Das Least-Squares-Problem

Spezielle nichtlineare Optimierungsaufgaben treten bei der Parameterbestim-
mung von Modellen auf, die einen in Natur- oder Technikwissenschaften vor-

liegenden Zusammenhang qualitativ beschreiben. Sind iber diesen Zusammen-

hang Resultate von Experimenten bekannt, kann man die Methode der kleinsten



