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IX

Vorwort

Ein Fach im Studium, welches die Mathematik als Hilfswerkzeug zur Beschrei-
bung technischer und physikalischerProzesse heranzieht, erfordert das Üben von
Aufgaben. Solch ein Fach stellt die Technische Mechanik dar, welches für nahezu
alle Ingenieurfächer, wie zum Beispiel die Studiengänge des Bauingenieurwesens,
desMaschinenbaus, der Elektrotechnik oder desWirtschaftsingenieurwesens, er-
forderlich ist. Neben der eigentlichen Theorie, die zum Beispiel in dem zu die-
ser Aufgabensammlung zugehörigen Buch Grundlagen der Technischen Mecha-
nik enthalten ist (Hartmann, 2015), müssen einerseits die Grundlagen in Form
einer Formelsammlung zusammengefasst und andererseits Aufgaben zur Vertie-
fung durchgerechnet bzw. bereitgestellt werden. Eine Aufgabensammlung kann
nicht die Theorie ersetzen, sondern sie dient dazu, Beispiele bereitzustellen, die
entweder aus der Praxis kommenodermit denenmanprinzipiell auftretende Pro-
blemstellungen und Techniken zur Lösung von Fragestellungen der Technischen
Mechanik übt. Da es zu viele Problemstellungen gibt, können solche Aufgaben
auch nicht auswendig gelernt werden. Man kann sich lediglich Konzepte zur Lö-
sung aneignen, aber selbst dies erfordert das Verstehen des theoretischen Hinter-
grundes.
Aufgabensammlungen wachsenmeist historisch. So wird man auch feststellen,

dass in vielen anderen Aufgabensammlungen ähnliche und gleiche Aufgaben vor-
liegen. Zum sehr großen Teil kannman auch nicht mehr herausfinden, wann die-
se Aufgaben entwickelt wurden, wer sie formuliert hat und wo sie zum ersten
Mal publiziert wurden. An solchen Aufgabensammlungen haben zum Teil vie-
le Doktorandengenerationen gesessen, die für die wöchentlichen Übungen und
für Klausuren Fragestellungen entwickelt und geändert haben, sodass einige Auf-
gabenstellungen auch in anderen Lehrbüchern oder Aufgabensammlungen auf-
treten können. Bei vielen Fragestellungen gibt es auch nicht den „Königsweg“ zur
Lösung, sondern vielmehr repräsentieren die Lösungen sogenannteMusterlösun-
gen, d. h. es wird eine Möglichkeit, die vorgegebenen Aufgaben zu beantworten,
angegeben. Manche solcher Lösungen können intuitiv, manche pragmatisch und
einige sehr formal sein. Wie dies gelöst wird, hängt vom Autor und seinen Fähig-
keiten bzw. Vorlieben ab.
Bei der Entstehung dieser Aufgabensammlung waren viele ehemalige Kollegen

und viele Doktoranden beteiligt. Sie entstammen aus der Zeit des Autors an der
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Universität Kassel und dem derzeitigen Wirken an der Technischen Universität
Clausthal. Ihnen allen sei hierbei in besonderemMaße gedankt, insbesondere ist
Herr Dipl.-Phys. Stephan Krämer hervorzuheben, der sich für die Pflege der Auf-
gaben in der Clausthaler Zeit engagiert hat. DesWeiteren möchte ich demVerlag
für die Unterstützung während des Produktionsprozesses meinen Dank ausspre-
chen. Aber insbesondere möchte ich mich bei meiner Familie bedanken, die vie-
le Entbehrungen hinnehmen musste, damit diese Aufgabensammlung entstehen
konnte.

Clausthal-Zellerfeld, 28. Februar 2016 Stefan Hartmann
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Ziele der Aufgabensammlung

Ein Ziel dieser Aufgabensammlung besteht darin, die wichtigsten Formeln und
Tabellen, die man zum Lösen von Fragestellungen, die während des Studiums
und zum Teil darüber hinaus, im Rahmen der Technischen Mechanik, auftreten,
bereitzustellen. Sehr ausgefeilte Formelsammlungen existieren auf dem Markt
(Schneider et al., 2006; Dubbel et al., 2007; Franz, 1979)1), denen wir hier nicht
nacheifern können. Solche sehr aufwendig entwickelten Formelsammlungen ha-
ben auch über die hier vermittelten Kenntnisse hinausgehende Tabellen und sind
daher als weitere Begleiter für Studium und Praxis geeignet.
Wir konzentrieren uns hier auch auf ausgewählte Beispiele zum Studium der

TechnischenMechanik an einer Hochschule.Hingewiesen sei jedoch auch auf die
populärsten Werke im deutschsprachigen Raum (Hibbeler, 2005, 2006a,b; Gross
et al., 2006b, 2007, 2006a). Auch im Internet findet man heutzutage eine Groß-
zahl von Aufgabensammlungen. Ein Ziel ist jedoch auch, ausgerechnete Beispiele
mit Erläuterungen aus dem gesamten Bereich der Vektorrechnung, Statik, Elasto-
statik sowie Dynamik vorzustellen, damit ein Student handwerkliche Fähigkeiten
erhält, um später Fragestellungen der Praxis bearbeiten zu können. ZumTeil geht
es in den vorgestellten Beispielen und Aufgaben auch nur darum, die Grundglei-
chungen, d. h. die mathematischenModellgleichungen, aufzustellen, da einerseits
dasGrundverständnis für die Thematik gefördertwerden soll, und es andererseits
viele Fragestellungen gibt, bei denen keine analytischen Lösungen existieren. In
solchen Fällen folgt die Numerische Mechanik bzw. die Numerische Mathema-
tik, also denjenigen Disziplinen, in denen Computerprogramme entwickelt oder
herangezogenwerden, um unterschiedliche Problemstellungen derMechanik nä-
herungsweise zu lösen. In diesem Buch soll daher zum Üben des erworbenen
Grundlagenwissens eine Reihe durchgerechneter Beispiele sowie Aufgaben mit
Endergebnis in den jeweiligen Anhängen bereitgestellt werden, um sich vertieft
mit den Themen der Technischen Mechanik zu befassen.
Die Kapitelnummerierung richtet sich nach (Hartmann, 2015). Zunächst wer-

den tabellarisch die Grundlagen zusammengefasst und anschließend Beispiele

1) Dieses Werk ist eine jährliche Ausgabe, in welcher nur in einigen Ausgaben eine sehr
ausführliche Beschreibung der Statik und Dimensionierung mechanischer Strukturen
enthalten ist.
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durchgerechnet. Abschließend folgen verschiedene Aufgabenstellungen und de-
ren Lösungen in Form von Endergebnissen. Im Anschluss an einige Kapitel wer-
den dann noch einige vermischte Aufgaben angegeben, die die Grundkenntnisse
einiger zuvor betrachteter Abschnitte erfordern.



Teil I
Statik starrer Körper

Ziele der Aufgaben zur Statik

Die Ziele von Vorlesungen der Statik ist die Wissensvermittlung des Zusammen-
wirkens von Körpern (Bauteile) unter äußeren Kräften und Momenten sowie die
Berechnung von Gleichgewichtssystemen. Da sowohl Kräfte als auch Momente
vektorielle Größen sind, muss zunächst ein Fokus auf der Vektorrechnung liegen.
Danach stehen Kraftsysteme, insbesondere Gleichgewichtssysteme, im Vorder-
grund, zu deren Berechnung das Freischneiden von materiellen Körpern absolut
essentiell ist, also dem Sichtbarmachen von Kräften und Momenten innerhalb
der Bauteile. Dies dient nicht nur zur Berechnung von Lagerreaktionen, d. h. der-
jenigen Kräfte und Momente, die in einem Lager wirken und damit für die Aus-
legung von Anschlüssen, wie Schrauben- oder Schweißnahtverbindungen, bzw.
des erforderlichen Untergrundes, notwendig sind, sondern auch der Schnittgrö-
ßenbestimmung. Da das häufigste Konstruktionselement der Balken ist, wird dies
vorwiegend an diesem Strukturelement demonstriert.
Zur Berechnung von kontinuierlich verteilten Lasten, wie zum Beispiel das Ei-

gengewicht, Verkehrs-, Schnee- oderWindlasten, ist der Schwerpunktsbegriff un-
bedingt erforderlich. Dieser steht im Zusammenhang mit der Flächen- und Volu-
menberechnung, d. h. der Integralrechnung, die zur Massenberechnung benötigt
wird.
Zuletzt erfolgt zumeist die Berechnung der Haftreibung zwischen zwei Kör-

pern, die je nach Konstruktion gewollt oder ungewollt ist. Die eigentliche Schwie-
rigkeit ist hierbei das Verständnis von Ungleichungen und Fallunterscheidungen,
welches wir uns aneignen müssen.
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1
Einführung in die Vektorrechnung

Neben der Integral- und Differentialrechnung ist die Vektorrechnung eine der
wichtigsten mathematischen Disziplinen für die Ausbildung in einem Ingenieur-
fach, da in der Mechanik sehr viele gerichtete Größen wie Kräfte, Momente,
Geschwindigkeiten, Verschiebungen, Ortsvektoren etc. auftreten. Die in den Bo-
xen 1.1–1.4 aufgeführten Rechenregeln zur Beschreibung von geometrischen
Vektoren sowie deren Komponentendarstellung, siehe Box 1.1, des Skalarpro-
duktes in Box 1.2, des Vektorproduktes in Box 1.3 sowie des Spatproduktes aus
Box 1.4 dienen zur Berechnung von Längen, Winkeln und Projektionen, Flä-
chen und Normalenvektoren sowie Volumina und der linearen Abhängigkeit von
Vektoren.

Box 1.1: Grundrechenregeln der Vektorrechnung

Grundrechenregeln (α, β ∈ ℝ, a⃗, b⃗ , c⃗ ∈ 𝕍 3):

(a⃗ + b⃗) + c⃗ = a⃗ + (b⃗ + c⃗) (1.1)

a⃗ + b⃗ = b⃗ + a⃗ (1.2)
(αβ)a⃗ = α(βa⃗) (1.3)

α(a⃗ + b⃗) = αa⃗ + αb⃗ (1.4)
(α + β)a⃗ = αa⃗ + βa⃗ (1.5)

Komponentendarstellung von Vektoren:

a⃗ = a1 e⃗1 + a2 e⃗2 + a3 e⃗3 oder a⃗ = ax e⃗x + ay e⃗ y + az e⃗z (1.6)

Vektoraddition:

a⃗ + b⃗ = (a1 + b1)e⃗1 + (a2 + b2)e⃗2 + (a3 + b3)e⃗3 (1.7)

Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar α ∈ ℝ:

αa⃗ = α(a1 e⃗1 + a2 e⃗2 + a3 e⃗3) = (αa1)e⃗1 + (αa2)e⃗2 + (αa3)e⃗3 (1.8)

Prüfungstrainer Technische Mechanik, 1. Auflage. Stefan Hartmann.
©2016WILEY-VCHVerlagGmbH&Co.KGaA.Published2016byWILEY-VCHVerlagGmbH&Co.KGaA.
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Box 1.2: Skalarprodukt

Skalarprodukt:

a⃗ ⋅ b⃗ = |a⃗||b⃗| cos α (1.9)

Grundbeziehungen:

a⃗ ⋅ b⃗ = b⃗ ⋅ a⃗ (1.10)

(λa⃗) ⋅ b⃗ = λ(a⃗ ⋅ b⃗) = a⃗ ⋅ (λb⃗) (1.11)

(a⃗ + b⃗) ⋅ c⃗ = a⃗ ⋅ c⃗ + b⃗ ⋅ c⃗ (1.12)

Kronecker-Symbol (Orthogonalität der Basisvektoren):

e⃗i ⋅ e⃗ j = δi j =

{
0 für i ≠ j
1 für i = j

(1.13)

Komponentenberechnung eines Vektors:

ai = a⃗ ⋅ e⃗i (1.14)

Komponentendarstellung des Skalarproduktes:

a⃗ ⋅ b⃗ = b⃗ ⋅ a⃗ = a1b1 + a2b2 + a3b3 (1.15)

Norm (Betrag) eines Vektors:

|a⃗| = +
√
a⃗ ⋅ a⃗ = +

√
a21 + a22 + a23 , a⃗ ⋅ a⃗ = |a⃗|2 (1.16)

Winkel zwischen zwei Vektoren a⃗ und b⃗

cos α = a⃗ ⋅ b⃗|a⃗||b⃗| =
a1b1 + a2b2 + a3b3√

a21 + a22 + a23
√

b21 + b22 + b23
(1.17)

Einheitsvektor in Richtung des Vektors a⃗:

e⃗a = a⃗|a⃗| = 1√
a21 + a22 + a23

(a1 e⃗1 + a2 e⃗2 + a3 e⃗3) (1.18)



51 Einführung in die Vektorrechnung

Box 1.3: Vektorprodukt (Kreuzprodukt)

Vektorprodukt (a⃗, b⃗ und n⃗ stellen ein Rechtssystem dar (|n⃗| = 1)):

a⃗ × b⃗ = |a⃗ × b⃗|n⃗ = (|a⃗||b⃗| sin α)n⃗ (1.19)

Grundbeziehungen:

a⃗ × b⃗ = −b⃗ × a⃗ (1.20)

λ(a⃗ × b⃗) = (λa⃗) × b⃗ = a⃗ × (λb⃗) (1.21)

(a⃗ + b⃗) × c⃗ = a⃗ × c⃗ + b⃗ × c⃗ (1.22)

a⃗ × (λa⃗) = 0⃗, (λ ≠ 0) (1.23)

Berechnungsmöglichkeit mit verallgemeinerter Determinante:

a⃗ × b⃗ =

||||||||
e⃗1 e⃗2 e⃗3
a1 a2 a3
b1 b2 b3

|||||||| = (1.24)

= (a2b3 − a3b2)e⃗1 + (a3b1 − a1b3)e⃗2 + (a1b2 − a2b1)e⃗3 (1.25)

Box 1.4: Spatprodukt

Spatprodukt:

[a⃗, b⃗ , c⃗] = (a⃗ × b⃗) ⋅ c⃗ = |a⃗||b⃗||c⃗| sin α cos β (1.26)

Zyklische Vertauschbarkeit des Spatproduktes:

(a⃗ × b⃗) ⋅ c⃗ = (c⃗ × a⃗) ⋅ b⃗ = (b⃗ × c⃗) ⋅ a⃗ (1.27)

Komponentendarstellung des Spatproduktes:

(a⃗ × b⃗) ⋅ c⃗ =

||||||||
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

|||||||| (1.28)

= (b2c3 − b3c2)a1 + (b3c1 − b1c3)a2 + (b1c2 − b2c1)a3 (1.29)

Lineare Abhängigkeit, Rechts- oder Linkssystem:

[a⃗, b⃗ , c⃗] =
⎧⎪⎨⎪⎩
> 0 Rechtssystem
< 0 Linkssystem
= 0 a⃗, b⃗, c⃗ sind linear abhängig

(1.30)
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1.1
Beispiele zur Vektorrechnung

Beispiel 1.1 (Summe und Differenz zweier Vektoren)

Gegeben seien zwei in der Ebene aufgespannte Vektoren a⃗ = 3e⃗x + e⃗ y sowie
b⃗ = −e⃗x + 2e⃗ y .1) Der Vektor a⃗ hat demnach einen Anteil mit dem Betrag 3
in x-Richtung und einen Anteil mit dem Betrag 1 in y-Richtung, siehe Abb. 1.1a.
Der Vektor b⃗ hingegen hat den Betrag 1 in x-Richtung. Aufgrund des negativen
Vorzeichens zeigt er in negative x-Richtung. Zudem hat b⃗ einen Anteil der Län-
ge 2 in y-Richtung. Ausgehend von der Schulmathematik würde man die beiden
Vektoren in Spaltenform darstellen

a =

{
a1
a2

}
=

{
3
1

}
und b =

{
b1
b2

}
=

{
−1
2

}
,

die wir uns gedanklich merken können, aber nicht weiter verwenden wollen, da
damit keineAussage vorliegt, auf welche Basisman sich bezieht (siehe Beispiel 1.5,
wo der gleiche Vektor unterschiedliche Koeffizienten relativ zu unterschiedlichen
Basissystemen hat).

e⃗x

e⃗ y a⃗

c⃗ b⃗

−2b⃗d⃗

e⃗x

e⃗ y

a⃗
c⃗

b⃗

(a) (b)

Abb. 1.1 Vektoraddition, Vektorsubtraktion sowie Kommutativität. (a) Vektoraddition a⃗ + b⃗
und Vektordifferenz a⃗ − b⃗, (b) Kommutativität der Vektoraddition.

1) Steht nur ein Basisvektor, z. B. e⃗ y , als Vektorkomponente, wie im Vektor a⃗, so steht als
Koeffizient (Vorfaktor) der Wert 1.
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Die Addition der Vektoren a⃗ und b⃗ bedeutet die Addition der Vektorkompo-
nenten bzw. Vektorkoeffizienten, siehe Gl. (1.7),

c⃗ = a⃗ + b⃗ = 3e⃗x + e⃗ y
⏟⏞⏟⏞⏟

a⃗

+ (−e⃗x + 2e⃗ y)
⏟⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏟

b⃗

= (3 − 1)e⃗x + (1 + 2)e⃗ y = 2e⃗x + 3e⃗ y .

Graphisch verschiebt man den Fußpunkt des Vektors b⃗ in die Spitze von a⃗, und
der resultierende Vektor, hier c⃗, bedeutet der Vektor mit dem Fußpunkt im Fuß-
punkt von a⃗ und der Spitze in der Spitze von b⃗. Aufgrund der Kommutativität
der Vektoraddition, siehe Gl. (1.2), könnte man auch den Fußpunkt von a⃗ in die
Spitze von b⃗ legen, siehe Abb. 1.1b, um den resultierenden Vektor c⃗ zu erhalten.
Analog lässt sich die Differenz d⃗ = a⃗ − 2b⃗ mit

2b⃗ = 2(−e⃗x + 2e⃗ y) = 2(−1)e⃗x + 2 ⋅ 2e⃗ y = −2e⃗x + 4e⃗ y

bestimmen

d⃗ = a⃗ − 2b⃗ = 3e⃗x + e⃗ y
⏟⏞⏟⏞⏟

a⃗

− (−2e⃗x + 4e⃗ y)
⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏟

2b⃗

= (3 + 2)e⃗x + (1 − 4)e⃗ y = 5e⃗x − 3e⃗ y .

Der Vektor d⃗ ist ebenfalls in Abb. 1.1a abgebildet. Das in diesem Beispiel behan-
delte ebene Problem lässt sich formal auf jeden dreidimensionalen Vektor über-
tragen. Die graphische Veranschaulichung ist jedoch schwieriger und daher nur
zum Teil aufgeführt.

Beispiel 1.2 (Skalarprodukt)

Wir sind an der Charakterisierung einer Raumdiagonalen eines Würfels im Hin-
blick ihrer Winkel zu den einzelnen Achsen bzw. Ebenen interessiert. Die Raum-
diagonale in Abb. 1.2 ist durch den Vektor g⃗ = a(e⃗x + e⃗ y + e⃗z) charakterisiert, wo-
bei a die Seitenlänge desWürfels ist. Zunächst berechnen wir den Einheitsvektor
in Richtung der Diagonalen, siehe Gl. (1.18). Mit

|g⃗| =
√
a2 + a2 + a2 = a

√
3 ,

siehe auch Gl. (1.16), folgt e⃗D = g⃗∕|g⃗| = (1∕
√
3)(e⃗x + e⃗ y + e⃗z). Die Länge der

Diagonalen ist demnach a
√
3. Der Winkel β zwischen der Raumdiagonalen und

der z-Achse lässt sich mithilfe von Gl. (1.17) bestimmen,

cos β =
g⃗|g⃗| ⋅ e⃗z = 1√

3
(e⃗x + e⃗ y + e⃗z) ⋅ e⃗z = 1√

3

⇒ β = arccos 1√
3

≈ 54,74°
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e⃗x

e⃗ y

e⃗z

α

β

g⃗ = |g⃗|e⃗D

̂⃗e

(g⃗ · ̂⃗e) ̂⃗e

e⃗

a

a

a

Abb. 1.2 Geometrie einer Raumdiagonalen ( ̂⃗e = (e⃗x + e⃗y)∕
√
2).

Daraus resultiert derWinkel α = 90°− β ≈ 35,26°. Da die Projektion von g⃗ auf die
Diagonale in der x∕y-Ebene, ̂⃗e = (e⃗x + e⃗ y)∕

√
2 durch

(g⃗ ⋅ ̂⃗e) ̂⃗e =

(
(e⃗x + e⃗ y + e⃗z) ⋅

e⃗x + e⃗ y√
2

)
e⃗x + e⃗ y√

2

= 1
2

(1 + 1)(e⃗x + e⃗ y) = e⃗x + e⃗ y

gegeben ist, könnte der Winkel α auch durch das Skalarprodukt berechnet wer-
den,

cos α =
g⃗|g⃗| ⋅ (g⃗ ⋅ ̂⃗e) ̂⃗e|(g⃗ ⋅ ̂⃗e) ̂⃗e| = e⃗D ⋅ ̂⃗e = 1√

3
(e⃗x + e⃗ y + e⃗z) ⋅

1√
2

(e⃗x + e⃗ y)

= 1 + 1√
3
√
2

=
√

2
3

⇒ α = arccos 2
3

≈ 35,26° ,

(Erinnerung: 2 =
√
2
√
2)

Beispiel 1.3 (Längenberechnungmit dem Skalarprodukt)

Für einen Transport benötigt man die Länge der Diagonalen eines Schrankes mit
der Länge L = 240 cm, der Breite B = 90 cm und der Tiefe H = 30 cm. Der Vektor
der Diagonalen ist x⃗ = 240e⃗x + 90e⃗ y + 30e⃗z [cm] und damit ist die Länge

|x⃗| =
√
x⃗ ⋅ x⃗ =

√
2402 + 902 + 302 ≈ 258 cm .
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Beispiel 1.4 (Skalarprodukt und Projektion)

Gegeben sei eine Gerade im Raum

x⃗(λ) = x⃗0 + λg⃗

mit x⃗0 = 3e⃗x + 2e⃗z und g⃗ = 2e⃗ y + e⃗z . Die Gerade liegt demnach parallel zur
y∕z-Ebene und der Vektor x⃗0 befindet sich in der x∕z-Ebene, siehe Abb. 1.3a. Es
liegt daher die Geradengleichung

x⃗(λ) = 3e⃗x + 2e⃗z + λ(2e⃗ y + e⃗z) = 3e⃗x + 2λe⃗ y + (2 + λ)e⃗z ,

d. h. die Komponentendarstellung

x(λ) = 3 , y(λ) = 2λ , z(λ) = 2 + λ

vor. Wir betrachten als Nächstes den Punkt , c⃗ = 3e⃗ y + 3e⃗z , und suchen den
kürzesten Abstand des Punktes zur Geraden. Hierzu berechnen wir den Verbin-
dungsvektor

s⃗ = c⃗ − x⃗0 = (3e⃗ y + 3e⃗z) − (3e⃗x + 2e⃗z) = −3e⃗x + 3e⃗ y + e⃗z .

Der Einheitsvektor e⃗ in Richtung der Geraden lautet, siehe Gln. (1.16) und (1.18),

e⃗ =
g⃗|g⃗| = 1√

22 + 12
(2e⃗ y + e⃗z) = 1√

5
(2e⃗ y + e⃗z)

und wird für die rechtwinklige Projektion des Vektors s⃗ auf die Gerade benötigt,
siehe Abb. 1.3b,

(s⃗ ⋅ e⃗)e⃗ =
(

(−3e⃗x + 3e⃗ y + e⃗z) ⋅
1√
5

(2e⃗ y + e⃗z)
)

⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟

(6+1)∕
√
5=7∕

√
5

1√
5

(2e⃗ y + e⃗z) = 7
5

(2e⃗ y + e⃗z) .

x

y

z

x⃗0

g⃗

c⃗

s⃗ 


α

e⃗

s⃗

(s⃗ · e⃗)e⃗ d⃗ = s⃗ − (s⃗ · e⃗)e⃗

d





(a) (b)

Abb. 1.3 Projektion und kürzester Abstand zu einer Geraden. (a) Gerade im Raum, (b) Projekti-
on und kürzester Abstand.
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Der auf der Geraden senkrecht stehende Vektor berechnet sich aus der Differenz
des Vektors s⃗ und der Projektion (s⃗ ⋅ e⃗)e⃗

d⃗ = s⃗ − (s⃗ ⋅ e⃗)e⃗ = −3e⃗x + 3e⃗ y + e⃗z − 7
5

(2e⃗ y + e⃗z)

= −3e⃗x + 1
5
e⃗ y − 2

5
e⃗z .

Der Betrag des Vektors d⃗ gibt den kürzesten Abstand des Punktes  zur Geraden
an,

d = |d⃗| =
√

(−3)2 +
(1
5

)2
+
(2
5

)2
=
√

9 + 1
25

+ 4
25

=
√

46
5

.

Wir könnennoch denAbstand auf derGeraden ausrechnen, den der Punkt zum
Punkt x⃗0 besitzt,

x⃗(λ) = x⃗0 + λg⃗ = x⃗0 + μe⃗ , μ = λ|g⃗| .
Da μe⃗ = (s⃗ ⋅ e⃗)e⃗ gilt, folgt

μ = s⃗ ⋅ e⃗ = 7√
5
.

μ hat die Dimension einer Länge, da der Einheitsvektor e⃗ dimensionsfrei ist, wäh-
renddessen λ = μ∕|g⃗| keine Dimension hat und die Koeffizienten des Vektors g⃗
die Dimension einer Länge haben.

Beispiel 1.5 (Skalarprodukt zur Komponentenberechnung)

Häufig tritt die Fragestellung der Darstellung von Vektoren in einem anderen Ba-
sissystem auf. In Abb. 1.4a ist der Vektor a⃗ = e⃗x +2e⃗ y + e⃗z relativ zu demBasissys-
tem (e⃗x , e⃗ y , e⃗z) gegeben. Das neue Basissystem (e⃗ξ , e⃗η , e⃗ζ ) sei durch die Drehung
𝜑 = 30° um die z-Achse definiert,

e⃗ξ = cos𝜑e⃗x + sin𝜑e⃗ y =
√
3
2

e⃗x + 1
2
e⃗ y

e⃗η = − sin𝜑e⃗x + cos𝜑e⃗ y = −1
2
e⃗x +
√
3
2

e⃗ y

e⃗ζ = e⃗z

(cos 30° =
√
3∕2, sin 30° = 1∕2). Die Darstellung des Vektors a⃗ in Bezug auf die

neue Basis lautet

a⃗ = aξ e⃗ξ + aη e⃗η + aζ e⃗ζ ,
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e⃗x
e⃗ y

e⃗z , e⃗ζ

e⃗ξ

e⃗η𝜑 𝜑

a⃗

e⃗x

e⃗ y
e⃗ξ

e⃗η

̂⃗a

ax = 1

a y = 2

a ξ
≈ 1,866

a
η ≈

1,232

𝜑

(a) (b)

Abb. 1.4 Wechsel des Basissystems ( ̂⃗a = e⃗x + 2e⃗y ist nur derjenige Anteil in der x∕y-Ebene –
Projektion von a⃗ auf die x∕y-Ebene). (a) Drehung des Basissystems (3D-Darstellung), (b) ebene
Darstellung der Drehung.

und wir suchen die Koeffizienten aξ , aη und aζ . Durch das Skalarprodukt des
Vektors a⃗mit den einzelnen Basisvektoren kannman sich diese Koeffizienten be-
schaffen,

aξ = a⃗ ⋅ e⃗ξ = (e⃗x + 2e⃗ y + e⃗z) ⋅

(√
3
2

e⃗x + 1
2
e⃗ y

)
= 1

2
(
√
3 + 2) ≈ 1,866 ,

aη = a⃗ ⋅ e⃗η = (e⃗x + 2e⃗ y + e⃗z) ⋅

(
−1
2
e⃗x +
√
3
2

e⃗ y

)
= 1

2
(−1 + 2

√
3)

≈ 1,232 ,
aζ = a⃗ ⋅ e⃗ζ = (e⃗x + 2e⃗ y + e⃗z) ⋅ e⃗z = 1 .

In diesem Sinne entsprechen die Produkte a⃗ ⋅ e⃗I , I = ξ , η, ζ, der Projektion des
Vektors a⃗ auf die Richtung e⃗I , I = ξ , η, ζ. Wir erhalten hiermit den Vektor a⃗ aus-
gedrückt in der Basis e⃗I

a⃗ = e⃗x + 2e⃗ y + e⃗z =
(1
2

(
√
3 + 2)

)
e⃗ξ +
(1
2

(−1 + 2
√
3)
)
e⃗η + e⃗ζ ≈

≈ 1,866e⃗ξ + 1,232e⃗η + e⃗ζ .

In Abb. 1.4b ist dies graphisch in der ξ∕η-Ebene dargestellt. Der Vektor ändert
sich demnach nicht. Es ändern sich beim Wechsel des Basissystems die Vektor-
koeffizienten, d. h. Richtung und Betrag bleiben konstant beim Wechsel des Ba-
sissystems.
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Beispiel 1.6 (Vektorprodukt)

Wir betrachten eine Dreiecksfläche parallel zur x∕z-Ebene. Die notwendigen Ko-
ordinaten der Ecken der Fläche, hier gegeben durch die Ortsvektoren, lauten x⃗1 =
3e⃗ y +2e⃗z , x⃗2 = 3e⃗x +3e⃗ y +2e⃗z sowie x⃗3 = 3e⃗ y +4e⃗z , sieheAbb. 1.5. Die Zahlenwer-
te der Vektorkoeffizienten seien in mm gegeben. Gesucht ist der Normalenvektor
n⃗ auf der Fläche, die Dreiecksfläche A selbst sowie die Länge der Verbindungsli-
nie zwischen den Punkten 2 und 3. Wir berechnen zunächst die Vektoren a⃗ und
b⃗, welche die Fläche aufspannen,

a⃗ = x⃗3 − x⃗1 = 3e⃗ y + 4e⃗z − (3e⃗ y + 2e⃗z) = (3 − 3)e⃗ y + (4 − 2)e⃗z = 2e⃗z ,

b⃗ = x⃗2 − x⃗1 = 3e⃗x + 3e⃗ y + 2e⃗z − (3e⃗ y + 2e⃗z) = 3e⃗x + (3 − 3)e⃗ y + (2 − 2)e⃗z
= 3e⃗x .

Der auf den beiden Vektoren a⃗ und b⃗ stehende (bei einem Rechtssystem) Vektor
c⃗ berechnet sich aus dem Kreuzprodukt (1.25)

c⃗ = a⃗ × b⃗ = 2e⃗z × 3e⃗x = 6e⃗ y .

Hieraus kann der Normaleneinheitsvektor n⃗ = c⃗∕|c⃗| bestimmt werden:

n⃗ = c⃗|c⃗| = a⃗ × b⃗|a⃗ × b⃗| = 6|6e⃗ y| e⃗ y = 6√
62

e⃗ y = e⃗ y

(die Koeffizienten des Vektors n⃗ sind dimensions- bzw. einheitenfrei). Ein Ergeb-
nis, welches zu erwarten war. Die Dreiecksfläche A ist halb so groß wie die Fläche
des durch die Vektoren a⃗ und b⃗ aufgespannten Parallelogramms,

A = 1
2
|a⃗ × b⃗| = 6

2
= 3mm2 ,

und die Länge der Dreieckseite zwischen den Punkten 2 und 3 berechnet sich aus
dem Betrag

L = |x⃗3 − x⃗2| = | − 3e⃗x + 2e⃗z| =
√

(−3)2 + 22 =
√
9 + 4 =

√
13mm .

Beispiel 1.7 (Spatprodukt)

Mithilfe des Spatproduktes (1.29) können wir das Volumen einer Pyramide aus-
rechnen, siehe Abb. 1.6a.Wir wissen, dass der Tetraeder (Vierflächler) ein Sechs-
tel des Volumens eines Parallelepideds hat (Hartmann, 2015), und somit die Py-
ramide, welche das zweifache Volumen eines Tetraeders besitzt, das Volumen

Vpyr = 1
3
|a⃗ ⋅ (b⃗ × c⃗)|
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n⃗ c⃗e⃗x

e⃗z 1

2

3

x⃗1

x⃗2

x⃗3 a⃗ = 2e⃗z

b⃗

Abb. 1.5 Dreiecksfläche.

x

y
z

20

10
10

10

x

y
z

a⃗

b⃗
c⃗

(a) (b)

Abb. 1.6 Geometrie einer Pyramide. (a) Geometrie (Angaben in m), (b) aufspannende Vekto-
ren.

aufweist. Die Vektoren a⃗ und b⃗ spannen die Grundseite auf und der Vektor c⃗ zeigt
in Richtung des Grates, siehe Abb. 1.6b. Durch Ablesen erhalten wir a⃗ = 20e⃗x ,
b⃗ = 20e⃗ y und c⃗ = 10e⃗x +10e⃗ y +10e⃗z (alle Koeffizienten haben die Einheit m).Wir
berechnen zunächst das Kreuzprodukt über die verallgemeinerte Determinante
(1.24)

d⃗ := b⃗ × c⃗ =

||||||||
e⃗x e⃗ y e⃗z
0 20 0
10 10 10

|||||||| = 200e⃗x − 200e⃗z .

Das noch fehlende Skalarprodukt gemäß Gl. (1.15) liefert

a⃗ ⋅ (b⃗ × c⃗) = a⃗ ⋅ d⃗ = 20e⃗x ⋅ (200e⃗x − 200e⃗z) = 4000m3 .

Das Volumen der Pyramide ist daher

Vpyr = 4000
3

≈ 1333,33m3 ,

und nebenbei erhalten wir die Aussage, siehe Gl. (1.30), dass die Vektoren a⃗, b⃗
und c⃗ ein Rechtssystem aufbauen (a⃗ ⋅ (b⃗ × c⃗) > 0) und linear unabhängig sind.
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Beispiel 1.8 (Lineare Abhängigkeit)

Wir nehmen Bezug auf Beispiel 1.7. Die Vektoren a⃗, b⃗ und c⃗ sind gemäß Gl. (1.30)
linear unabhängig und bilden ein Rechtssystem. Es sei der Vektor f⃗ = 5e⃗x + 5e⃗ y
gegeben. Wir überprüfen anhand des Spatproduktes (1.29) die Eigenschaften der
Vektoren a⃗, b⃗ und f⃗ zueinander,

(a⃗ × b⃗) ⋅ f⃗ =

||||||||
a1 a2 a3
b1 b2 b3
f1 f2 f3

|||||||| =

||||||||
20 0 0
0 20 0
5 5 0

||||||||
= 20 ⋅ (20 ⋅ 0 − 5 ⋅ 0) + 0 + 0 = 0 .

Die Vektoren sind demnach linear abhängig. Da der Vektor f⃗ in der von a⃗ und b⃗
aufgespannten Ebene liegt, wird kein Parallelepiped (Spat) aufgespannt und das
„Volumen“ ist null. Der Vektor lässt sich demnach durch die Vektoren a⃗ und b⃗
ausdrücken, f⃗ = (a⃗ + b⃗)∕4.

1.2
Aufgaben zur Vektorrechnung

Aufgabe 1.1 (Summen und Differenzen von Vektoren)
1. Addieren Sie graphisch und rechnerisch die Vektoren a⃗, b⃗ und c⃗.
2. Führen Sie sowohl graphisch als auch rechnerisch die Rechenoperation b⃗ +

2c⃗ − a⃗ + (2a⃗ + c⃗) aus.
3. Bestimmen Sie rechnerisch den Vektor d⃗ aus der Gleichung

3(u⃗ − v⃗) − 2(2w⃗ − u⃗) + 2v⃗ + 3d⃗ = 0⃗ .

Gegeben: a⃗ = 5∕2e⃗x +3∕2e⃗ y , b⃗ = −2e⃗x + e⃗ y , c⃗ = −3∕2e⃗ y , u⃗ = 2e⃗x +3e⃗ y , v⃗ = 2e⃗x + e⃗ y ,
w⃗ = e⃗x + 3e⃗ y

Aufgabe 1.2 (Summe und Skalarprodukt)
1. Bestimmen Sie den Vektor u⃗ aus der Summe u⃗ = 2(a⃗ + 3b⃗) − 4(a⃗ − c⃗) + 3(a⃗ −

b⃗ − c⃗ + d⃗).
2. Bestimmen Sie v⃗ aus der Gleichung 3( f⃗ − g⃗) − 2(− f⃗ + 2h⃗) + 2(g⃗ − v⃗) = 0⃗.
3. Bestimmen Sie mit dem Skalarprodukt die Längen von u⃗ und v⃗ sowie den

Winkel α, den diese Vektoren einschließen.
Gegeben: a⃗ = e⃗x + 4e⃗ y − e⃗z , b⃗ = 3e⃗x − 2e⃗z , c⃗ = −4e⃗x − 2e⃗ y − e⃗z , d⃗ = 3e⃗ y − 3e⃗z ,
f⃗ = e⃗x − 2e⃗ y + e⃗z , g⃗ = e⃗x + 3e⃗ y + 2e⃗z , h⃗ = e⃗x + e⃗ y − e⃗z
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Aufgabe 1.3 (Skalarprodukt)
EinDreieck sei gegeben durch die Vektoren a⃗ und b⃗. Fertigen Sie hierzu eine Skiz-
ze an.
1. Wie groß ist der Winkel zwischen a⃗ und b⃗?
2. Berechnen Sie den Betrag von c⃗.
3. Welche Beziehung besteht zwischen den Beträgen a⃗, b⃗ und c⃗, wenn b⃗ = 2e⃗ y

gilt?
Gegeben: a⃗ = 4e⃗x , b⃗ = −e⃗x +

√
3e⃗ y

Aufgabe 1.4 (Skalarprodukt)
Eine Ebene E⃗ im Raum sei gegeben durch die Gleichung E⃗(α1 , α2) = P⃗0 + α1 e⃗1 +
α2 e⃗2. Jeder Punkt der Ebene kann auf diese Weise durch eine geeignete Wahl der
Parameter α1 und α2 dargestellt werden.

e⃗x e⃗ y

e⃗z

e⃗1

e⃗2
0





P⃗0

P⃗

Q⃗ d

1. Zeigen Sie, dass der Punkt , der
durch den Vektor Q⃗ gegeben ist, in
der Ebene E⃗ liegt. Dies trifft für den
Punkt  , dargestellt durch den Vek-
tor P⃗, nicht zu.

2. Wie groß ist der Abstand d des
Punktes  von der Ebene?

Gegeben: P⃗0 = e⃗x + e⃗ y + e⃗z , e⃗1 = (e⃗x +
e⃗ y)∕
√
2, e⃗2 = (e⃗x − e⃗ y + 2e⃗z)∕

√
6, P⃗ =

2e⃗x + 3e⃗ y + 3e⃗z , Q⃗ = 5e⃗x − e⃗ y + 7e⃗z ,
Normaleneinheitsvektor der Ebene n⃗ =(
e⃗x − e⃗ y − e⃗z

)
∕
√
3

Aufgabe 1.5 (Skalarprodukt)
Gegeben seien die vier Punkte, ,  und.









x

y

z1. Geben Sie die Gleichung der Gera-
den g⃗ an, die durch die Punkte 
und  geht.

2. Bestimmen Sie den Punkt  auf der
Geraden durch  und , der von 
und von gleich weit entfernt ist.

Gegeben: Die Ortsvektoren der zugehö-
rigen Punkte werden mit kleinen Buch-
staben bezeichnet, d. h. a⃗ zeigt vom Ko-
ordinatenursprung zum Punkt . a⃗ =
e⃗x − 2e⃗ y + e⃗z , b⃗ = 3e⃗x + 2e⃗ y + 3e⃗z , c⃗ =
2e⃗x + 7e⃗ y, d⃗ = 8e⃗x + e⃗ y + 2e⃗z
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Aufgabe 1.6 (Skalarprodukt)
In einem kartesischen Koordinatensystem ist der Vektor a⃗ durch seine Koeffizi-
enten ax , ay und az gegeben.

e⃗x

e⃗ y

e⃗z

a⃗

a⃗proj
x y

α

β

γ

1. Bestimmen Sie die drei Winkel α, β und γ,
die denVektormit denKoordinatenrichtun-
gen x, y und z einschließen.

2. Bestimmen Sie die Projizierte a⃗projx y des Vek-
tors a⃗, die in der x∕y-Ebene liegt, und leiten
Sie den zugehörigen Einheitsvektor her.

3. Wie groß ist derWinkel𝜑, den die Projizier-
te mit der x-Richtung einschließt, und wie
groß ist der Anstellwinkel ϑ des Vektors a⃗
gegenüber der x∕y-Ebene?

4. An welche Stelle des Koordinatensystems
zeigt der Vektor a⃗, wenn man seine Länge
verdoppelt und dieWinkel𝜑 und ϑ halbiert?

Gegeben: ax = 3, ay = 4, az = 5

Aufgabe 1.7 (Wechsel des Basissystems)
Gegeben sei der Vektor x⃗ im kartesischen Basissystem (e⃗1, e⃗2, e⃗3). Die Basisvek-
toren

E⃗1 = 1√
2

(e⃗1 + e⃗2) , E⃗2 = 1√
3

(e⃗1 + e⃗2 + e⃗3) , E⃗3 =
√
6e⃗1

bilden ein weiteres Basissystem. Stellen Sie den Vektor x⃗ im neuen Basissystem
gemäß x⃗ = Y1E⃗1 + Y2E⃗2 + Y3E⃗3 dar, und geben Sie die Komponenten Y1, Y2 und
Y3 an.
Gegeben: x⃗ = x1 e⃗1 + x2 e⃗2 + x3 e⃗3

Aufgabe 1.8 (Wechsel des Basissystems)
1. Gegeben seien die Vektoren

a⃗ = 5e⃗x + 3e⃗ y sowie g⃗1 = e⃗x + 2e⃗ y und g⃗2 = 4e⃗x − 2e⃗ y .

Überzeugen Sie sich davon, dass g⃗1 und g⃗2 orthogonal sind, und ermitteln Sie
graphisch und rechnerisch die Komponentendarstellung des Vektors a⃗ in Be-
zug auf die Basisvektoren g⃗1 und g⃗2.

2. Bestimmen Sie die Koeffizienten b1, b2 und b3 desVektors b⃗ = e⃗x +3e⃗ y +9e⃗z =
b1 g⃗1 + b2 g⃗2 + b3 g⃗3 in Bezug auf die orthogonalen Basisvektoren

g⃗1 = e⃗x + e⃗ y + e⃗z , g⃗2 = −2e⃗x + e⃗ y + e⃗z , g⃗3 = e⃗ y − e⃗z .


