WILEY-VCH

Stefan Hartmann

Prifungstrainer
Technische Mechanik




Prfungstniner
Techniche ik





File Attachment
9783527681655.jpg





Stefan Hartmann

Prifungstrainer
Technische Mechanik






Stefan Hartmann

Priifungstrainer Technische Mechanik

WILEY-VCH

Verlag GmbH & Co. KGaA



Autor

Stefan Hartmann

TU Clausthal
Festkorpermechanik
Adolph-Roemer-Str. 2a
38678 Clausthal-Zellerfeld
Deutschland

Alle Biicher von Wiley-VCH werden sorgfiltig
erarbeitet. Dennoch iibernehmen Autoren,
Herausgeber und Verlag in keinem Fall,
einschliefSlich des vorliegenden Werkes, fiir die
Richtigkeit von Angaben, Hinweisen und
Ratschldgen sowie fiir eventuelle Druckfehler
irgendeine Haftung.

Bibliografische Information der

Deutschen Nationalbibliothek

Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet
diese Publikation in der Deutschen Nationalbi-
bliografie; detaillierte bibliografische Daten sind
im Internet iiber http://dnb.d-nb.de abrufbar.

©2016 WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA,
Boschstr. 12, 69469 Weinheim, Germany

Alle Rechte, insbesondere die der Uberset-
zung in andere Sprachen, vorbehalten. Kein
Teil dieses Buches darf ohne schriftliche Ge-
nehmigung des Verlages in irgendeiner Form
— durch Photokopie, Mikroverfilmung oder
irgendein anderes Verfahren — reproduziert
oder in eine von Maschinen, insbesondere von
Datenverarbeitungsmaschinen, verwendbare
Sprache iibertragen oder iibersetzt werden.
Die Wiedergabe von Warenbezeichnungen,
Handelsnamen oder sonstigen Kennzeichen in
diesem Buch berechtigt nicht zu der Annahme,
dass diese von jedermann frei benutzt werden
diirfen. Vielmehr kann es sich auch dann um
eingetragene Warenzeichen oder sonstige ge-
setzlich geschiitzte Kennzeichen handeln, wenn
sie nicht eigens als solche markiert sind.

Umschlaggestaltung Adam-Design, Weinheim,
Deutschland
Satz le-tex publishing services GmbH, Leipzig,
Deutschland

PrintISBN 978-3-527-33700-2
ePDFISBN 978-3-527-68165-5
ePub ISBN 978-3-527-68164-8
Mobi ISBN  978-3-527-68163-1

Gedruckt auf sdurefreiem Papier.



1.1
1.2
1.3

2.1
2.2
2.3

3.1
3.1.1
3.1.2
3.1.3
3.2
3.3

4.1

4.1.1
4.1.2
4.1.3
4.1.4
4.1.5
4.2

Inhaltsverzeichnis

Vorwort IX

Ziele der Aufgabensammlung X7

Teil | Statik starrer Kérper 1

Einflihrung in die Vektorrechnung 3
Beispiele zur Vektorrechnung 6

Aufgaben zur Vektorrechnung 14
Ergebnisse der Aufgaben zu Abschn. 1.2 19

Kraftsysteme 23

Beispiele zu Kraftsystemen 25

Aufgaben zu Kraftsystemen 34

Ergebnisse der Aufgaben zu Abschn. 2.2 39

Schwerpunktsberechnungen 41

Beispiele zur Schwerpunktsberechnung 47
Linienschwerpunkt 47
Flachenschwerpunkt 48
Volumenschwerpunkt 51

Aufgaben zur Schwerpunktsberechnung 53
Ergebnisse der Aufgaben zu Abschn. 3.2 57

Strukturelemente 59

Beispiele zur Lager- und Schnittgroflenberechnung 59
Berechnung der statischen Bestimmtheit 59
Berechnung von Lagerreaktionen 63

Berechnung statisch bestimmter Fachwerke 69
Schnittgroflen in Balkenstrukturen 71

Seil- und Bogenberechnung 85

Aufgaben zur Lager- und Schnittgréfienberechnung 94



\'/l

Inhaltsverzeichnis

4.2.1
4.2.2
4.2.3
4.2.4
4.2.5
4.3

5.1
5.1.1
5.1.2
5.2
521
5.2.2
5.3

6.1
6.1.1
6.1.2
6.2
6.2.1
6.2.2
6.3

7.1
7.1.1
7.1.2
7.1.3
7.2
7.2.1
7.2.2
7.2.3
7.3

8.1

8.1.1
8.1.2
8.1.3
8.1.4

Statische Bestimmtheit 94

Freischneiden und Berechnung von Lagerreaktionen 95
Fachwerkberechnung 100

Schnittgroflenberechnung 102

Seil- und Bogenberechnung 105

Ergebnisse der Aufgaben zu Abschn. 4.2 106

Reibung 11!

Beispiele zur Haft- und Seilreibung 112
Haftreibung 112

Seilreibung 115

Aufgaben zur Haft- und Seilreibung 116
Haftreibung 116

Seilreibung 118

Ergebnisse der Aufgaben zu Abschn. 5.2 119

Teil Il Statik elastischer Kérper 121

Eindimensionaler Spannungs- und Verzerrungszustand 123

Beispiele zu eindimensionalen, linear elastischen Festkorpern 123

Der Zug-Druckstab 123

Die Fachwerkberechnung 128

Aufgaben zum eindimensionalen, linear elastischen Festkorper
Zug-Druckstab 131

Fachwerkberechnung 134

Ergebnisse zu Abschn. 6.2 137

Mehrdimensionale Spannungs- und Verzerrungszustande 141
Beispiele dreidimensionaler, isotroper Elastizitit 141
Kinematik 141

Spannungsberechnung 152

Elastizitat und Gleichgewicht 160

Aufgaben zum dreidimensionalen, linear elastischen Festkorper
Kinematik 168

Spannungszustand 169

Dreidimensionale Elastizitit 171

Ergebnisse zu Abschn. 7.2 173

Technische Balkentheorie 179

Beispiele zu Balkensystemen 179

Einfache Balkenberechnung 179
Flachentragheitsmomente 191

Unstetige Lasten — Foppl-Symbolik 199
Normalspannungsberechnung bei Balken 203

131

168



8.1.5
8.1.6
8.1.7
8.1.8
8.2

8.2.1
8.2.2
8.2.3
8.2.4
8.2.5
8.2.6
8.2.7
8.2.8
8.3

9.1
9.2
9.3

10
10.1
10.1.1
10.1.2
10.1.3
10.2
10.2.1
10.2.2
10.2.3
10.3

11
11.1
11.1.1
11.1.2
11.1.3
11.1.4
11.2
11.2.1
11.2.2
11.2.3
11.2.4

Inhaltsverzeichnis

Zweiachsige Biegung 206

Torsion 211

Biegung mit Querkraft 219

Knicken von Staben 235

Aufgaben zur Balkenberechnung 241
Einfache Biegeprobleme 241
Flachentragheitsmomente 243
Normalspannungsberechnung bei Balken 246
Foppl-Symbolik 249

Zweiachsige Biegung 252

Torsion 255

Biegung mit Querkraft 259

Knicken von Stiaben 262

Ergebnisse zu Abschn. 8.2 264

Energiemethoden der Elastostatik 275
Beispiele zu Energiemethoden 275
Aufgaben zu Energiemethoden 295
Ergebnisse zu Abschn. 9.2 299

Teil . Dynamik starrer Kérper 301

Kinematik von Punktmassen und starren Kérpern 303
Beispiele zur Kinematik sich bewegender Kérper 306
Punktbewegung 306

Starrkorperbewegung 316

Bewegte Bezugssysteme 328

Aufgaben zur Kinematik 338

Punktbewegung 338

Starrkorperbewegung 341

Relativbewegung 344

Ergebnisse zu Abschn. 10.2 345

Bilanzgleichungen der Mechanik 349

Beispiele zur Anwendung des Impuls- und Drehimpulssatzes 352
Impulssatz bei Punktmassen 352

Berechnung von Massentrdgheitsmomenten 364
Ebene Starrkorperbewegung 379

Bewegte Bezugssysteme 393

Aufgaben zum Impuls- und Drehimpulssatz 409
Impulssatz bei Punktmassen 409
Massentragheitsmomente 412

Ebene Starrkorperbewegung 414

Bewegte Bezugssysteme 420

Vil



Vil

Inhaltsverzeichnis

11.3

12
12.1
12.1.1
12.1.2
12.2
12.2.1
12.2.2
12.3

13

13.1
132
13.3

Ergebnisse zu Abschn. 11.2 427

Bilanz der mechanischen Leistung/Energiesatz 437
Beispiele zu Energiebetrachtungen 437
Punktmassen 437

Starrkorper 441

Aufgaben zur Leistung und Energieerhaltung 448
Punktbewegung 448

Starrkorperbewegung 449

Ergebnisse zu Abschn. 12.2 454

StoBBtheorie 457

Beispiele zur StofStheorie 459
Aufgaben zur Stofitheorie 469
Ergebnisse zu Abschn. 13.2 471
Literatur 473

Stichwortverzeichnis 475



Vorwort

Ein Fach im Studium, welches die Mathematik als Hilfswerkzeug zur Beschrei-
bung technischer und physikalischer Prozesse heranzieht, erfordert das Uben von
Aufgaben. Solch ein Fach stellt die Technische Mechanik dar, welches fiir nahezu
alle Ingenieurfacher, wie zum Beispiel die Studiengénge des Bauingenieurwesens,
des Maschinenbaus, der Elektrotechnik oder des Wirtschaftsingenieurwesens, er-
forderlich ist. Neben der eigentlichen Theorie, die zum Beispiel in dem zu die-
ser Aufgabensammlung zugehorigen Buch Grundlagen der Technischen Mecha-
nik enthalten ist (Hartmann, 2015), miissen einerseits die Grundlagen in Form
einer Formelsammlung zusammengefasst und andererseits Aufgaben zur Vertie-
fung durchgerechnet bzw. bereitgestellt werden. Eine Aufgabensammlung kann
nicht die Theorie ersetzen, sondern sie dient dazu, Beispiele bereitzustellen, die
entweder aus der Praxis kommen oder mit denen man prinzipiell auftretende Pro-
blemstellungen und Techniken zur Lésung von Fragestellungen der Technischen
Mechanik tibt. Da es zu viele Problemstellungen gibt, konnen solche Aufgaben
auch nicht auswendig gelernt werden. Man kann sich lediglich Konzepte zur L6-
sung aneignen, aber selbst dies erfordert das Verstehen des theoretischen Hinter-
grundes.

Aufgabensammlungen wachsen meist historisch. So wird man auch feststellen,
dass in vielen anderen Aufgabensammlungen éhnliche und gleiche Aufgaben vor-
liegen. Zum sehr groflen Teil kann man auch nicht mehr herausfinden, wann die-
se Aufgaben entwickelt wurden, wer sie formuliert hat und wo sie zum ersten
Mal publiziert wurden. An solchen Aufgabensammlungen haben zum Teil vie-
le Doktorandengenerationen gesessen, die fiir die wochentlichen Ubungen und
fir Klausuren Fragestellungen entwickelt und geéndert haben, sodass einige Auf-
gabenstellungen auch in anderen Lehrbiichern oder Aufgabensammlungen auf-
treten konnen. Bei vielen Fragestellungen gibt es auch nicht den ,Kénigsweg"” zur
Losung, sondern vielmehr représentieren die Losungen sogenannte Musterlosun-
gen, d. h. es wird eine Moglichkeit, die vorgegebenen Aufgaben zu beantworten,
angegeben. Manche solcher Losungen konnen intuitiv, manche pragmatisch und
einige sehr formal sein. Wie dies geldst wird, hingt vom Autor und seinen Féhig-
keiten bzw. Vorlieben ab.

Bei der Entstehung dieser Aufgabensammlung waren viele ehemalige Kollegen
und viele Doktoranden beteiligt. Sie entstammen aus der Zeit des Autors an der
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Vorwort

Universitit Kassel und dem derzeitigen Wirken an der Technischen Universitét
Clausthal. Ihnen allen sei hierbei in besonderem Maf3e gedankt, insbesondere ist
Herr Dipl.-Phys. Stephan Kramer hervorzuheben, der sich fiir die Pflege der Auf-
gaben in der Clausthaler Zeit engagiert hat. Des Weiteren mochte ich dem Verlag
fiir die Unterstiitzung wihrend des Produktionsprozesses meinen Dank ausspre-
chen. Aber insbesondere mochte ich mich bei meiner Familie bedanken, die vie-
le Entbehrungen hinnehmen musste, damit diese Aufgabensammlung entstehen
konnte.

Clausthal-Zellerfeld, 28. Februar 2016 Stefan Hartmann



Ziele der Aufgabensammlung

Ein Ziel dieser Aufgabensammlung besteht darin, die wichtigsten Formeln und
Tabellen, die man zum Losen von Fragestellungen, die wihrend des Studiums
und zum Teil dariiber hinaus, im Rahmen der Technischen Mechanik, auftreten,
bereitzustellen. Sehr ausgefeilte Formelsammlungen existieren auf dem Markt
(Schneider et al., 2006; Dubbel et al., 2007; Franz, 1979)", denen wir hier nicht
nacheifern konnen. Solche sehr aufwendig entwickelten Formelsammlungen ha-
ben auch iiber die hier vermittelten Kenntnisse hinausgehende Tabellen und sind
daher als weitere Begleiter firr Studium und Praxis geeignet.

Wir konzentrieren uns hier auch auf ausgewihlte Beispiele zum Studium der
Technischen Mechanik an einer Hochschule. Hingewiesen sei jedoch auch auf die
populdrsten Werke im deutschsprachigen Raum (Hibbeler, 2005, 2006a,b; Gross
et al., 2006b, 2007, 2006a). Auch im Internet findet man heutzutage eine Grof3-
zahl von Aufgabensammlungen. Ein Ziel ist jedoch auch, ausgerechnete Beispiele
mit Erlduterungen aus dem gesamten Bereich der Vektorrechnung, Statik, Elasto-
statik sowie Dynamik vorzustellen, damit ein Student handwerkliche Fihigkeiten
erhilt, um spiter Fragestellungen der Praxis bearbeiten zu kénnen. Zum Teil geht
es in den vorgestellten Beispielen und Aufgaben auch nur darum, die Grundglei-
chungen, d. h. die mathematischen Modellgleichungen, aufzustellen, da einerseits
das Grundverstindnis fiir die Thematik geférdert werden soll, und es andererseits
viele Fragestellungen gibt, bei denen keine analytischen Losungen existieren. In
solchen Fillen folgt die Numerische Mechanik bzw. die Numerische Mathema-
tik, also denjenigen Disziplinen, in denen Computerprogramme entwickelt oder
herangezogen werden, um unterschiedliche Problemstellungen der Mechanik né-
herungsweise zu 16sen. In diesem Buch soll daher zum Uben des erworbenen
Grundlagenwissens eine Reihe durchgerechneter Beispiele sowie Aufgaben mit
Endergebnis in den jeweiligen Anhéngen bereitgestellt werden, um sich vertieft
mit den Themen der Technischen Mechanik zu befassen.

Die Kapitelnummerierung richtet sich nach (Hartmann, 2015). Zunichst wer-
den tabellarisch die Grundlagen zusammengefasst und anschlieflend Beispiele

1) Dieses Werk ist eine jdhrliche Ausgabe, in welcher nur in einigen Ausgaben eine sehr
ausfiithrliche Beschreibung der Statik und Dimensionierung mechanischer Strukturen
enthalten ist.

Xl



XIl | Ziele der Aufgabensammlung

durchgerechnet. AbschliefSend folgen verschiedene Aufgabenstellungen und de-
ren Losungen in Form von Endergebnissen. Im Anschluss an einige Kapitel wer-
den dann noch einige vermischte Aufgaben angegeben, die die Grundkenntnisse
einiger zuvor betrachteter Abschnitte erfordern.



Teil |
Statik starrer Korper

Ziele der Aufgaben zur Statik

Die Ziele von Vorlesungen der Statik ist die Wissensvermittlung des Zusammen-
wirkens von Korpern (Bauteile) unter duf3eren Kréften und Momenten sowie die
Berechnung von Gleichgewichtssystemen. Da sowohl Krifte als auch Momente
vektorielle Grofen sind, muss zunéchst ein Fokus auf der Vektorrechnung liegen.
Danach stehen Kraftsysteme, insbesondere Gleichgewichtssysteme, im Vorder-
grund, zu deren Berechnung das Freischneiden von materiellen Kérpern absolut
essentiell ist, also dem Sichtbarmachen von Kréften und Momenten innerhalb
der Bauteile. Dies dient nicht nur zur Berechnung von Lagerreaktionen, d. h. der-
jenigen Kréfte und Momente, die in einem Lager wirken und damit fiir die Aus-
legung von Anschliissen, wie Schrauben- oder Schweifinahtverbindungen, bzw.
des erforderlichen Untergrundes, notwendig sind, sondern auch der Schnittgro-
flenbestimmung. Da das héufigste Konstruktionselement der Balken ist, wird dies
vorwiegend an diesem Strukturelement demonstriert.

Zur Berechnung von kontinuierlich verteilten Lasten, wie zum Beispiel das Ei-
gengewicht, Verkehrs-, Schnee- oder Windlasten, ist der Schwerpunktsbegriff un-
bedingt erforderlich. Dieser steht im Zusammenhang mit der Flachen- und Volu-
menberechnung, d. h. der Integralrechnung, die zur Massenberechnung benétigt
wird.

Zuletzt erfolgt zumeist die Berechnung der Haftreibung zwischen zwei Kor-
pern, die je nach Konstruktion gewollt oder ungewolltist. Die eigentliche Schwie-
rigkeit ist hierbei das Verstandnis von Ungleichungen und Fallunterscheidungen,
welches wir uns aneignen miissen.






1
Einfilhrung in die Vektorrechnung

Neben der Integral- und Differentialrechnung ist die Vektorrechnung eine der
wichtigsten mathematischen Disziplinen fir die Ausbildung in einem Ingenieur-
fach, da in der Mechanik sehr viele gerichtete Groflen wie Krifte, Momente,
Geschwindigkeiten, Verschiebungen, Ortsvektoren etc. auftreten. Die in den Bo-
xen 1.1-1.4 aufgefithrten Rechenregeln zur Beschreibung von geometrischen
Vektoren sowie deren Komponentendarstellung, sieche Box 1.1, des Skalarpro-
duktes in Box 1.2, des Vektorproduktes in Box 1.3 sowie des Spatproduktes aus
Box 1.4 dienen zur Berechnung von Léngen, Winkeln und Projektionen, Fli-
chen und Normalenvektoren sowie Volumina und der linearen Abhéngigkeit von
Vektoren.

Box 1.1: Grundrechenregeln der Vektorrechnung
Grundrechenregeln (a, 3 € R, 4, b, ¢ € V3):
(Zz+5)+Z=Zz+(Z+Z) (1.1)
i+b=b+a (1.2)
(aP)a = a(Ba) (1.3)
(@ + b) = ad + ab (1.4)
(a + B)a = aa + Pa (1.5)
Komponentendarstellung von Vektoren:
d=aé +ayé,+aze; oder a=a.e, +ae, +age, (1.6)
Vektoraddition:
G+b=(a,+b)e, +(a,+by)e, + (as + by)es (1.7)
Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar o € R:
ad = a(a,é, + a,é, + aé;) = (aa,)é; + (aa,)eé, + (aas)é, (1.8)

Priifungstrainer Technische Mechanik, 1. Auflage. Stefan Hartmann.
©2016 WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA.. Published 2016 by WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA.
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Einfiihrung in die Vektorrechnung

Box 1.2: Skalarprodukt

Skalarprodukt:

- -
da-b=a||lb|cosa

Grundbeziehungen:
i-b=b-a
(\a)-b=Ma-b)=a-(\b)
@G+b)-c=a-¢+b-¢

Kronecker-Symbol (Orthogonalitit der Basisvektoren):

L 0 fir i#j
e,.g.:é\uz
1 fur i=j

Komponentenberechnung eines Vektors:

a,=ad-ée;

Komponentendarstellung des Skalarproduktes:

a-b=b-a=ayb,+ayb,+asb,

Norm (Betrag) eines Vektors:

a,b, + a,b, + asb,

2 2 2 2 2 2
| \/“1+“z+“3\/b1+bz+bs

Einheitsvektor in Richtung des Vektors a:

N
- a 1 - - -
e, = — = ——(ae; +a,e, + ase;)

|| 2, 2,
a?+al + a

(1.9)

(1.10)
(1.11)
(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)




1 Einfiihrung in die Vektorrechnung

Box 1.3: Vektorprodukt (Kreuzprodukt)

Vektorprodukt (a, b und 7 stellen ein Rechtssystem dar (|72] = 1)):

axb=|axbli=(a||b|sina)i (1.19)
Grundbeziehungen:
ixb=-bxa (1.20)
Maxb)=(\d)x b =ax(Ab) (1.21)
(@+b)xc=axc+bxc (1.22)
ax(\a)=0,(A#0) (1.23)
Berechnungsmaoglichkeit mit verallgemeinerter Determinante:
€ & &
axb=la, a, a|= (1.24)
by by, by
= (ayby — azby)é, + (azh, — a,by)é, + (a1 b, — a,b,)é, (1.25)
Box 1.4: Spatprodukt
Spatprodukt:
[@,b,¢] = (@ xb) - ¢ = |a||b||¢| sinacos B (1.26)
Zyklische Vertauschbarkeit des Spatproduktes:
(@xb)-¢=@ECxa)-b=(bx7?)-a (1.27)
Komponentendarstellung des Spatproduktes:
a, 4a, dadj
(@xb)-¢=\|b, b, b, (1.28)
1 & G
= (byc3 — bycy)a, + (byey — bicg)ay + (bycy — bycy)as  (1.29)
Lineare Abhingigkeit, Rechts- oder Linkssystem:
>0 Rechtssystem
(4, Z,E’] =4<0 Linkssystem (1.30)

=0 4,b,¢ sind linear abhingig

5
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1 Einfiihrung in die Vektorrechnung

1.1
Beispiele zur Vektorrechnung

Beispiel 1.1 (Summe und Differenz zweier Vektoren)

Gegeben seien zwei in der Ebene aufgespannte Vektoren 4 = 3¢, + Ey sowie
b=-¢ + 2¢,." Der Vektor 4 hat demnach einen Anteil mit dem Betrag 3
in x-Richtung und einen Anteil mit dem Betrag 1 in y-Richtung, siehe Abb. 1.1a.
Der Vektor b hingegen hat den Betrag 1 in x-Richtung. Aufgrund des negativen
Vorzeichens zeigt er in negative x-Richtung. Zudem hat b einen Anteil der Lén-
ge 2 in y-Richtung. Ausgehend von der Schulmathematik wiirde man die beiden
Vektoren in Spaltenform darstellen

3 b -1
a= “ und b= ty = ,
a, 1 b, 2

die wir uns gedanklich merken koénnen, aber nicht weiter verwenden wollen, da
damit keine Aussage vorliegt, auf welche Basis man sich bezieht (siehe Beispiel 1.5,
wo der gleiche Vektor unterschiedliche Koeffizienten relativ zu unterschiedlichen
Basissystemen hat).

al
S

ol

(a) (b)

Abb. 1.1 Vektoraddition, Vektorsubtraktion sowie Kommutativitit. (a) Vektoraddition d + b
und Vektordifferenz @ — b, (b) Kommutativitat der Vektoraddition.

1) Steht nur ein Basisvektor, z. B. Ey, als Vektorkomponente, wie im Vektor 4, so steht als
Koeffizient (Vorfaktor) der Wert 1.



1.1 Beispiele zur Vektorrechnung

Die Addition der Vektoren Z und b bedeutet die Addition der Vektorkompo-
nenten bzw. Vektorkoeffizienten, siehe Gl. (1.7),

C=d+b=38,+86,+(-6,+26,)= (3~ 1)é, +(1+2), =28, +3¢, .
—— ——
a b

a

Graphisch verschiebt man den Fu3punkt des Vektors b in die Spitze von 4, und

der resultierende Vektor, hier ¢, bedeutet der Vektor mit dem Fuflpunkt im Fuf3-

punkt von 4 und der Spitze in der Spitze von b. Aufgrund der Kommutativitat

der Vektoraddition, siehe Gl. (1.2), konnte man auch den Fuf$punkt von 4 in die

Spitze von b legen, siehe Abb. 1.1b, um den resultierenden Vektor ¢ zu erhalten.
Analog lasst sich die Differenz d=a—2bmit

2b = 2(—8, +26,) = 2(-1)é, + 2 28, = —2¢, + 4¢,

bestimmen

d=d-2b=38,+¢,— (=26, +48,) = (3+2)8, + (1 —4)é, = 50, — 3¢, .
—— —

a 2b

Der Vektor 4 ist ebenfalls in Abb. 1.1a abgebildet. Das in diesem Beispiel behan-
delte ebene Problem lasst sich formal auf jeden dreidimensionalen Vektor tiber-
tragen. Die graphische Veranschaulichung ist jedoch schwieriger und daher nur
zum Teil aufgefiihrt.

Beispiel 1.2 (Skalarprodukt)

Wir sind an der Charakterisierung einer Raumdiagonalen eines Wiirfels im Hin-
blick ihrer Winkel zu den einzelnen Achsen bzw. Ebenen interessiert. Die Raum-
diagonale in Abb. 1.2 ist durch den Vektor g = a(é, + €, +¢,) charakterisiert, wo-
bei a die Seitenlénge des Wiirfels ist. Zunédchst berechnen wir den Einheitsvektor
in Richtung der Diagonalen, siehe Gl. (1.18). Mit

|§|=Va2+az+a2=a\/§,

siehe auch Gl. (1.16), folgt ¢, = g/|g| = (1/\/§)(Ex + Ey + ¢,). Die Linge der

Diagonalen ist demnach a\/g. Der Winkel 5§ zwischen der Raumdiagonalen und
der z-Achse lasst sich mithilfe von Gl. (1.17) bestimmen,

g - 1 . . .-
Cosﬁ=%~ez=—(ex+ey+ez)~ez=
14

L
V3

= [ =arccos \/i_ ~ 54,74°
3
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1 Einfiihrung in die Vektorrechnung

g=Iglép

Abb. 1.2 Geometrie einer Raumdiagonalen @ = (&, + ay)/\/i).

Daraus resultiert der Winkel a = 90° — 8 ~ 35,26°. Da die Projektion von g auf die
Diagonale in der x/ y-Ebene, é = (¢, + Ey)/\/i durch

L oan L. 'éx+éy Ex+'éy
(g-e)e:((ex+ey+ez)- ) \/_
2

1 - > 5 >
= 5(1 +D(e,+e)=¢,+e,
gegeben ist, konnte der Winkel a auch durch das Skalarprodukt berechnet wer-
den,

-

g

‘e 1
cosq = — - =ep- e

1
glo1@ ol V3 V2

= +1=\/§ => a=arccoszz35,26°,
3 3

V312
(Erinnerung: 2 = \/5\/5)

>

= &, + Ey +€,)- €, + €,)

1|6

Beispiel 1.3 (Lingenberechnung mit dem Skalarprodukt)

Fiir einen Transport benotigt man die Lénge der Diagonalen eines Schrankes mit
der Lénge L = 240 cm, der Breite B = 90 cm und der Tiefe H = 30 cm. Der Vektor
der Diagonalen ist X = 240¢, + 90¢, + 30¢, [cm] und damit ist die Lange

%] = V&% = V2402 + 902 + 30% ~ 258 cm .




1.1 Beispiele zur Vektorrechnung

Beispiel 1.4 (Skalarprodukt und Projektion)
Gegeben sei eine Gerade im Raum
F(1) = % + A3

mit ¥, = 3¢, + 2¢, und g = 2¢, + ¢€,. Die Gerade liegt demnach parallel zur
y/z-Ebene und der Vektor ¥, befindet sich in der x/z-Ebene, siehe Abb. 1.3a. Es
liegt daher die Geradengleichung

¥(A) =3é, +2¢, + M(26, +¢,) =3¢, +21é, + 2+ 1)e, ,
d. h. die Komponentendarstellung
xA) =3, yA) =21, zQ)=2+1

vor. Wir betrachten als Nichstes den Punkt C, ¢ = 3¢, + 3¢,, und suchen den
kiirzesten Abstand des Punktes zur Geraden. Hierzu berechnen wir den Verbin-
dungsvektor

§=C—%,=(3¢,+3¢,) — (3¢, +2¢,) = -3¢, + 3¢, +€, .

Der Einheitsvektor é in Richtung der Geraden lautet, siehe Gln. (1.16) und (1.18),

. 1 I 1, -
e=—=——"—2e,+e,)=—(2e,+e¢,)
gl V2irz T 5

und wird fiir die rechtwinklige Projektion des Vektors s auf die Gerade benétigt,
siehe Abb. 1.3b,

R R - o 1 - o 1 - - 7 o
(s-e)e= <(—3ex + Sey +eé,): £(2ey + ez)> $(26y+ez) = 5(26y+ez).

< -7

6+1)/V/5=7/+/5

(a)

Abb. 1.3 Projektion und kiirzester Abstand zu einer Geraden. (a) Gerade im Raum, (b) Projekti-
on und kiirzester Abstand.

9
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1 Einfiihrung in die Vektorrechnung

Der auf der Geraden senkrecht stehende Vektor berechnet sich aus der Differenz
des Vektors s und der Projektion (s - €)é

% o o - e T o
d:s—(s-e)e:—Bex+3ey+ez—§(2ey+ez)

- 1. 2.
=-3e, + gey - gez .

Der Betrag des Vektors d gibt den kiirzesten Abstand des Punktes C zur Geraden

an,
==\ () () = P =5

Wir konnen noch den Abstand auf der Geraden ausrechnen, den der Punkt P zum
Punkt x,, besitzt,

) =Xy +Ag =%, +puée, u=A>Alg|l.
Da ué = (s - é)eé gilt, folgt

5 > 7
pu=s-e=—

V5
u hat die Dimension einer Linge, da der Einheitsvektor ¢ dimensionsfrei ist, wih-

renddessen A = y/|g| keine Dimension hat und die Koeffizienten des Vektors g
die Dimension einer Lédnge haben.

Beispiel 1.5 (Skalarprodukt zur Komponentenberechnung)

Haufig tritt die Fragestellung der Darstellung von Vektoren in einem anderen Ba-
sissystem auf. In Abb. 1.4a ist der Vektor @ = €, +2¢,, + ¢, relativ zu dem Basissys-
tem (€,, €,, €,) gegeben. Das neue Basissystem (&, €,, €;) sei durch die Drehung
@ = 30° um die z-Achse definiert,

V3.

- - . — 1.

€ = COS @€, +singe, = —-¢, + ¢,
L I SV
¢, = —singe, +cospe, = —3€, + —-¢,
E(ZEZ

(cos30° = \/§ /2, sin 30° = 1/2). Die Darstellung des Vektors 4 in Bezug auf die
neue Basis lautet

a = ﬂé‘ef + ﬂ’?ev + ﬂ(e( )



1.1 Beispiele zur Vektorrechnung

Abb. 1.4 Wechsel des Basissystems (3 =€ + Zé'y ist nur derjenige Anteil in der x/y-Ebene -
Projektion von d auf die x/y-Ebene). (a) Drehung des Basissystems (3D-Darstellung), (b) ebene
Darstellung der Drehung.

und wir suchen die Koeffizienten a¢, a, und a;. Durch das Skalarprodukt des

Vektors 4 mit den einzelnen Basisvektoren kann man sich diese Koeffizienten be-
schaffen,

- o - - o 3. -
a€=a~ef=(ex+26y+ez)-(Tex+ ley) = %(\/§+2)z 1,866,

- 3. 1
a, e, + —ey> = 5(—1 +2\/§)

Zz-E”:(Ex+22y+Ez)-<—

~ 1,232,
ﬂ(:a'é)(:(zx+2é)y+gz)'zzzl .
In diesem Sinne entsprechen die Produkte 4 - ¢;, I = &, y, {, der Projektion des

Vektors a auf die Richtung €;, I = &, 57, {. Wir erhalten hiermit den Vektor 4 aus-
gedriickt in der Basis €,

a=¢,+2¢,+¢, = (%(\/5+2)> € + (%(—1 +2\/§)) é, +é ~
~ 1,866¢, + 1,232¢, +¢; .
In Abb. 1.4b ist dies graphisch in der {/#-Ebene dargestellt. Der Vektor dndert
sich demnach nicht. Es dndern sich beim Wechsel des Basissystems die Vektor-

koeffizienten, d. h. Richtung und Betrag bleiben konstant beim Wechsel des Ba-
sissystems.

11
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1 Einfiihrung in die Vektorrechnung

Beispiel 1.6 (Vektorprodukt)

Wir betrachten eine Dreiecksfliche parallel zur x/z-Ebene. Die notwendigen Ko-
ordinaten der Ecken der Fliche, hier gegeben durch die Ortsvektoren, lauten %, =
3€,+2¢,,%, =3¢, + 3¢, +2¢, sowie X3 = 3¢ +4€,, sieche Abb. 1.5. Die Zahlenwer-
te der Vektorkoeffizienten seien in mm gegeben. Gesucht ist der Normalenvektor
7 auf der Fliche, die Dreiecksfldche A selbst sowie die Lange der Verbindungsli-
nie zwischen den Punkten 2 und 3. Wir berechnen zunichst die Vektoren a und
E, welche die Flache aufspannen,

G=%;—% =3¢,+46,— (3, +26,) = (3 - 3)¢, + (4 — 2)¢, = 26, ,

S

=X, —X; = 3¢, + 3¢, +2¢, — (3¢, + 2¢,) = 3¢, + (3 - 3)¢, + (2 - 2)¢,
=3¢, .

Der auf den beiden Vektoren  und b stehende (bei einem Rechtssystem) Vektor
¢ berechnet sich aus dem Kreuzprodukt (1.25)

c=axb=2e,x3¢ =6¢, .

Hieraus kann der Normaleneinheitsvektor 7 = ¢/|¢| bestimmt werden:

H_E_szz_62_62_g
T T 2 Ty T =Ty
lcljaxbp| 166l V62

(die Koeffizienten des Vektors 7 sind dimensions- bzw. einheitenfrei). Ein Ergeb-
nis, welches zu erwarten war. Die Dreiecksfliche A ist halb so grof$ wie die Fliche

des durch die Vektoren Z und b aufgespannten Parallelogramms,
6

|d X b| = = =3mm?,

A=1
2 2

und die Lénge der Dreieckseite zwischen den Punkten 2 und 3 berechnet sich aus
dem Betrag

L=|%—%|=|-38,+26|=v(-32+22=4/9+4=1/13mm.

Beispiel 1.7 (Spatprodukt)

Mithilfe des Spatproduktes (1.29) kénnen wir das Volumen einer Pyramide aus-
rechnen, siehe Abb. 1.6a. Wir wissen, dass der Tetraeder (Vierflachler) ein Sechs-
tel des Volumens eines Parallelepideds hat (Hartmann, 2015), und somit die Py-
ramide, welche das zweifache Volumen eines Tetraeders besitzt, das Volumen
|G- (bx7)

Voyr =

W=



1.1 Beispiele zur Vektorrechnung

Abb. 1.5 Dreiecksflache.

(a)

Abb. 1.6 Geometrie einer Pyramide. (a) Geometrie (Angaben in m), (b) aufspannende Vekto-
ren.

aufweist. Die Vektoren 7 und b spannen die Grundseite auf und der Vektor ¢ zeigt
in Richtung des Grates, sieche Abb. 1.6b. Durch Ablesen erhalten wir 4 = 20¢,,
b =20¢, und ¢ = 10, + 108 , + 10, (alle Koeffizienten haben die Einheit m). Wir
berechnen zunédchst das Kreuzprodukt iiber die verallgemeinerte Determinante
(1.24)

e, & &
di=bx¢=|0 20 0|=200&, —200¢,.
10 10 10

Das noch fehlende Skalarprodukt geméf3 Gl. (1.15) liefert
a-(bx¢)=a-d=208,- (2008, — 200¢,) = 4000 m® .
Das Volumen der Pyramide ist daher

_ 4000 _ 3
Vo = =5~ ~1333,33m’

-

und nebenbei erhalten wir die Aussage, siehe Gl. (1.30), dass die Vektoren 4, b

und ¢ ein Rechtssystem aufbauen (4 - (Z X ¢) > 0) und linear unabhingig sind.

13
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1 Einfiihrung in die Vektorrechnung

Beispiel 1.8 (Lineare Abhdngigkeit)

Wir nehmen Bezug auf Beispiel 1.7. Die Vektoren 4, b und ¢ sind gemifd Gl (1.30)
linear unabhéngig und bilden ein Rechtssystem. Es sei der Vektor ]7 =5¢, +5¢,
gegeben. Wir iiberpriifen anhand des Spatproduktes (1.29) die Eigenschaften der

Vektoren 4, b und f zueinander,

a, a, das 20 0 O
@xb)-f=1|b, b, bs|=|0 20 0
Hh fo fsl |5 5 0
=20-(20-0-5-0)+0+0=0.

Die Vektoren sind demnach linear abhéngig. Da der Vektor }” in der von @ und b
aufgespannten Ebene liegt, wird kein Parallelepiped (Spat) aufgespannt und das
»Volumen" ist null. Der Vektor lasst sich demnach durch die Vektoren 4 und b
ausdriicken, f = (d + b)/4.

1.2
Aufgaben zur Vektorrechnung

Aufgabe 1.1 (Summen und Differenzen von Vektoren)

1. Addieren Sie graphisch und rechnerisch die Vektoren 4, bund 2.

2. Fiihren Sie sowohl graphisch als auch rechnerisch die Rechenoperation b+
2¢ —d + (24 + ¢) aus.

3. Bestimmen Sie rechnerisch den Vektor d aus der Gleichung

3% —7)—2QW—)+20+3d=0.

Gegeben: @ =5/2,+3/22,, b=~28,+¢,,0=~3/2%,,ii =28, +32, V=26, +¢,
w=e,+3e,

Aufgabe 1.2 (Summe und Skalarprodukt)

1. Bestimmen Sie den Vektor # aus der Summe # = 2(d + 377) —4(d —¢)+3(d -
b—C+ad). ) o

2. Bestimmen Sie v aus der Gleichung 3(f —¢) — 2(—f +2h) +2(g — V) = 0.

3. Bestimmen Sie mit dem Skalarprodukt die Lingen von % und v sowie den
Winkel a, den diese Vektoren einschliefien.

Gegeben: 4 = ¢, + 48, —¢,, b =3¢, — 26,,¢ = —48, — 26, — ¢,, d = 3¢, - 3¢,

-
o 5 s 2o 5 o 5 2
f=e, —2,+e,g=¢ +3¢,+2,h=¢,+e,—¢,



1.2 Aufgaben zur Vektorrechnung

Aufgabe 1.3 (Skalarprodukt)

Ein Dreieck sei gegeben durch die Vektoren 4 und b. Fertigen Sie hierzu eine Skiz-

ze an.

1. Wie grofd ist der Winkel zwischen @ und b?

2. Berechnen Sie den Betrag von ¢.

3. Welche Beziehung besteht zwischen den Betrigen 4, b und ¢, wenn b= ZEy
gilt?

Gegeben: 4 = 4¢,,b = —¢, + \/E_éy

Aufgabe 1.4 (Skalarprodukt)

Eine Ebene E im Raum sei gegeben durch die Gleichung E((xl, a,) = T)o + a8 +

a,€,. Jeder Punkt der Ebene kann auf diese Weise durch eine geeignete Wahl der

Parameter «; und a, dargestellt werden.

1. Zeigen Sie, dass der Punkt Q, der
durch den Vektor Q gegeben ist, in
der Ebene E liegt. Dies trifft fiir den
Punkt P, dargestellt durch den Vek-
tor P, nicht zu.

2. Wie grof8 ist der Abstand d des
Punktes P von der Ebene?

Gegeben: Dy = ¢, + €, +e,¢ =(e+

,)/V2 8 =@, —¢,+2¢,)/\6 P=

28, + 3¢, + 36, Q =56, — ¢, + 76,

Normaleneinheitsvektor der Ebene 71 =

(é)x_zy_zz)/\/§

Aufgabe 1.5 (Skalarprodukt)

Gegeben seien die vier Punkte A, B, C und D.

1. Geben Sie die Gleichung der Gera-
den g an, die durch die Punkte A
und B geht.

2. Bestimmen Sie den Punkt P auf der
Geraden durch A und 5, der von C
und von D gleich weit entfernt ist.

Gegeben: Die Ortsvektoren der zugeho-

rigen Punkte werden mit kleinen Buch-

staben bezeichnet, d. h. 4 zeigt vom Ko-
ordinatenursprung zum Punkt A. d =
¢, —28,+8,b=36,+26,+36,C=

26, +7¢,d=8¢ +¢,+2¢,

15
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1 Einfiihrung in die Vektorrechnung

Aufgabe 1.6 (Skalarprodukt)

In einem kartesischen Koordinatensystem ist der Vektor 4 durch seine Koeffizi-

enten a,, a, und a, gegeben.

1. Bestimmen Sie die drei Winkel &, 8 und y,
die den Vektor mit den Koordinatenrichtun-
gen x, y und z einschlieflen.

2. Bestimmen Sie die Projizierte Zliryoj des Vek-
tors 4, die in der x/ y-Ebene liegt, und leiten
Sie den zugehorigen Einheitsvektor her.

3. Wie grof3 ist der Winkel ¢, den die Projizier-
te mit der x-Richtung einschliefit, und wie
grof§ ist der Anstellwinkel 9 des Vektors a
gegeniiber der x/ y-Ebene?

4. An welche Stelle des Koordinatensystems
zeigt der Vektor 4, wenn man seine Linge
verdoppelt und die Winkel ¢ und 9 halbiert?

Gegeben: a, = 3, a, = 4,a,=5

Aufgabe 1.7 (Wechsel des Basissystems)
Gegeben sei der Vektor ¥ im kartesischen Basissystem (€;, é,, €;). Die Basisvek-
toren

= 1 - - = 1 - o - = ~
—(e, +¢e), Ey,=—( +e,+¢e3), E3=\/ge1

V2 V5

bilden ein weiteres Basissystem. Stellen Sie den Vektor ¥ im neuen Basissystem
gemifl x = Y1E1 + Y2E2 + Y3E3 dar, und geben Sie die Komponenten Y7, ¥, und
Y; an.

Gegeben: X = x,€, + %,€, + X365

Aufgabe 1.8 (Wechsel des Basissystems)
1. Gegeben seien die Vektoren
d=5¢ +3¢, sowie g =€, +2¢, und g, =4¢, —2¢,.

Uberzeugen Sie sich davon, dass g; und g, orthogonal sind, und ermitteln Sie
graphisch und rechnerisch die Komponentendarstellung des Vektors 4 in Be-
zug auf die Basisvektoren g; und g,.

2. Bestimmen Sie die Koeffizienten b,, b, und b, des Vektors b= €,+3¢,+9¢, =
b,g, + b,g, + b;g, in Bezug auf die orthogonalen Basisvektoren

I T . - 5 s o I S
s=ete,te,, g=-2,+e,+te,, g=e¢,—¢,.



