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Vorwort

Das vorliegende Buch soll fiir Studierende der Wirtschaftswissenschaften ei-
ne begleitende Hilfe zu Mathematikvorlesungen sein. Darin werden Aufgaben
aus allen gdngigen Gebieten der Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaften zu
Ubungszwecken angeboten.

Es wird empfohlen, Lésungen zunichst selbst zu erarbeiten und diese dann an-
hand der ausfiihrlichen Lésungen zu kontrollieren. Natiirlich kénnen die Auf-
gaben mit Losungen auch direkt zum Verstdndnis der Theorie bzw. mathema-
tischer Verfahren durchgearbeitet werden. Um bei eventuell fehlenden Kennt-
nissen der zugrundeliegenden mathematischen Begriffe nicht gleich zusétzlich
zu einem Lehrbuch greifen zu miissen, wurden fast allen Abschnitten eine
kurze und {ibersichtliche Zusammenstellung der im entsprechenden Abschnitt
benétigten Definitionen, sowie wichtiger Sitze vorangestellt. Dadurch ist das
Buch auch gut zum Selbststudium geeignet.

Die Aufgaben sind abschnittsweise durchnumeriert worden. Bei Verweisen auf
Aufgaben innerhalb des gleichen Abschnitts wird lediglich die laufende Auf-
gabennummer zitiert, sonst die gesamte Aufgabennummer, also einschlieBlich
Kapitel- und Abschnittnummer.

Die Klausuraufgaben des letzten Kapitels sollen speziell der Vorbereitung und
Handhabung von Fragestellungen in Klausuren dienen. Die Aufgaben wurden
in den letzten Jahren am Fachbereich Wirtschaftswissenschaften der Univer-
sitdt Hannover in den Lehrveranstaltungen “Mathematik fiir Studierende der
Wirtschaftswissenschaften“ gestellt. Wichtig ist bei der Bearbeitung dieser Auf-
gaben auch die Beachtung des Zeitaufwands pro Aufgabe.

Hannover, September 2003
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Kapitel 1

Funktionen

1.1 Grundlagen

Wir geben eine Zusammenstellung der Definitionen von Mengenbildungen.
Den Term {z € X | ...} lese man stets als:

Menge aller z aus X mit der Eigenschaft ....

Mengenoperationen
A und B seien Teilmengen von X.
ANB = {ze€X|z€Aundz€B} Durchschnittvon A und B
AUB = {z€X|zcAoderze B} Vereinigung von A und B
A\B = {ze€X|zcAundz¢gB} Avermindertum B
AxB = {(z,y)|zx€AundyeB} Kartesisches Produkt
von A und B
Besondere Zahlenmengen
N = {1,2,3,4,..} Menge der natiirlichen Zahlen
No = {0, 1,2,3,4,...}
y/A Menge der ganzen Zahlen
Q Menge der rationalen Zahlen
R Menge der reellen Zahlen
C Menge der komplexen Zahlen
Intervalle
[a,] = {zeR|a<z<b} (abgeschlossenes Intervall)
Ja,b[ == {r€eR|a<z<b} (offenes Intervall)
auch (a, b) geschrieben
[a,0] = {z€R|a<z<b}
o] = {t€Rla<z<b)
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1.1.1
Es seien die folgenden Teilmengen von Z gegeben:
X1 :={y € Z | y ist eine gerade Zahl }
Xo:={y € Z | es gibt ein z € Z mit y* + 2% < 2}
X3 :={y € Z | y ist teilbar durch 6}
Xe={y€Z|(y* +v*-2)(y* - 2y) = 0}
X5 :={y € Z | 3y? ist teilbar durch 4}
a) Man bestimme: X; N X3, X3 U X5, X3 \ X3 und X3 x X4.

b) Man untersuche, fiir welche 7,5 € {1,...,5},7 # j die Beziechung
X; C X gilt. Welche der Mengen sind gleich?

Alle fiinf Mengen lassen sich leicht in aufzahlender Schreibweise angeben. Damit
kann man dann a) und b) beantworten.
Sofort ersichtlich ist:

X; ={.,—-6,-4,-2,0,2,4,6,...}
und
X3 =1...,-12,-6,0,6,12,18,...}

Fir X, findet man durch Einsetzen:
X, =4{-1,0,1}

Da ein Produkt genau dann 0 ist, wenn mindestens ein Faktor 0 ist, folgt fiir
X4Z

yeXys <<= y€Zund (y(y—2):00de1'y4+y2—2:0)

yiy—2)=0 & y=0odery=2
+y?—-2=0 << y=lodery=-1
Damit folgt:
X4 =1{-1,0,1,2}
Xs kann nur gerade Zahlen enthalten. Ein Quadrat einer ungeraden Zahl und

das Produkt ungerader Zahlen sind ndmlich ungerade. Ist y aber eine gerade
Zahl, so ist y? und damit auch 3y? durch 4 teilbar. Also gilt

X5:X1.

a) Man erhélt: X1 NX; ={0}
X3 U X5 = X1
X1\ X3 =4...,—8,-4,-2,2,4,8,10,14, ...}
X2 x X4 ={(-1,-1),(-1,0),(-1,1),(-1,2),..,(1,2)}
X5 x X4 hat 3-4 = 12 Elemente.
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b) Durch Vergleich ergeben sich folgende Beziehungen:

X2 gX4, ngXl, sowle X1:X5

1.1.2
Es seien A, B und C die folgenden Teilmengen von IR,

A={zeR|z>2c+1}, B:={zeR|z <10},

und
C={zeR|z-(1-2z)<z?}.

Man skizziere die Mengen A, B, C, ANB, ANC,BNC, AnNBNC.
Man verifiziere am Beispiel

(AUB)NC =(ANC)U(BNC)und (ANB)UC =(AUC)N(BUC).

Wegen z>2x+1 <= z<-1 istA={zeR|z< -1}

ZuC: Wegen z(l—-z)<z? < z-2’<2? < £<a?

muf z > 1 oder ¢ < 0 sein. (Bitte veranschaulichen Sie sich diesen Sachverhalt
auch anhand einer Skizze der Graphen der Funktionen f und g mit f(z) = §
und g(z) = z2.)

Also folgt: C=]—-00,0]U[,00]

Skizze:
A
-1 0 10
B
0 10
C
07

ANB =] — o0, 1], BﬂC:]—oo,O]U[%,lO], ANC =] — o0, —1]

ANBNC =] —o0,-1]
Skizze:

ANB

|
-4

BnC

AnC

o+ o+ O
-+
-
o4
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Es gilt AU B =] — o0, 10]. Nun folgt:

(AUB)NC

I

|
8

—
=
D

|
8
2
8

AnC)u(BNC) = ]-oo,—-1U
(ANB)UC = ]—o00,—-1]U(]—00,0lU[=z,00])
= ]-o00,0]U]

(AuC)N(BUC) = (]=o0,01U

1.1.3

Man mache sich an einem Bild fiir Mengen A, B und C die folgenden, all-
gemeinen Regeln klar:
(AUB)NC =(ANnC)U(BNC) und (ANB)UC=(AUC)N(BUC).

(AUB)NC=(ANC)U(BNCOC) (ANB)UC =(AUC)N(BUC)

BAC

Av B

Av C
(AnC)u (BAC)
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1.1.4

Man skizziere die Menge

{(x,y)Elelmz—i—yzgél und 0<y<z? <2}

{(z,y) | 22 +y* < 4} ist die abgeschlossene Kreisscheibe mit Mittelpunkt (0, 0)

und Radius 2.

{(z,y) | z* > y > 0} beschreibt die
Fliche unter der Parabel y = z? bis
zur z—Achse.

Eine zweite Bedingung ist z? < 2,
also z < V2 und z > —V/2. Es er-
gibt sich die nebenstehend skizzierte
Menge.

1.1.5
a) Man schreibe ausfiihrlich:
8 14
2(21 +1) und Hj
i=2 j=7

b) Man schreibe mit dem Summenzeichen:

44+64+84+104+12414

c) Man schreibe mit dem Produktzeichen:

12 3 4
2 3 45
a) Es gilt:
8
> @2i+1) = 54+T+9+11+13+15+17
1=2
14
Hj = 7-8-9-10-11-12-13-14



12 KAPITEL 1. FUNKTIONEN

I
(7~

v

£

b) 44648410+ 12+ 14
k=2
1
1 2 3 4 n
2 SRR R | e
1.1.6
Man berechne die folgenden Summen:
4 5
a) Y K b) D (i*+2)
k=0 1=1
5 1 10 1
\k
©) 2 10:(3) D X Ty
k=2 k=1
a)
4
DR =17422 432 +42 =30
k=0
b)
5
D +2)=3+6+11+18+27=65
1=1
c)
5
1 1 1 1 1 400
10(2)F=10(2)2+10(2)°+10(5)*+10(5)° = —
; (3 =10(3)" +10(3)° +10(3)* +10(3)° = o=
d) Wegenkkﬂ):%—ﬁfolgt
10 10
1 1 1 1 11 11
Limry - XG0 G Pt
110
= 1

Hinweis: In manchen Féllen verwendet man folgende Summen:
Fiir jede natiirliche Zahl n gilt:

n

Sio= 1+2+3+...+n:g(n+l)
i=1 ’
= n
2 = 12+22+32+...+n2:g(n+1)(2n+1)

=1
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13

1.1.7
Schreiben Sie unter Verwendung des Summenzeichens:
1,14 1 1
a) 3+itstiet—+1om

b) 348+ 15424+ ...+ 99

¢) at+ial+iadl+. .+ gzt
1—+ T T I
2 8 16 1024 21 22 23 " 24 7 210
10
. 1
- Y
k=1
3+8+15+24+...+99 = (4-1)+(9-1)+(16—-1)+
+(256—-1)+...+(100-1)
10
= Y@-y
1=2
! 1 L s _ (1o L1 o L7 s
a+—a +4a + .. +F§a = (5) a+(§) a ++(§) a
71
— k gkt
= > (5)a
k=0
>\ 1
oder = Z(i)k‘lak
k=1
1.1.8
10 10
Gegeben sind die Summen Zai:3und Za?:ﬁ.Wie lautet
1=1 1=1
10
Y (20 +1)(3a; —2) 7
i=1
Wegen (2a; + 1) (3a; — 2) = 6a? — a; — 2 folgt:
10 10 10 10
D0+ 1)Ba=2) = 6a}) - (Qa) - (2=
1=1 i=1 1=1 =1

10
= 6() a})—3-10-2=6-6-3-20=13

1=1
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1.1.9
3 5
Man schreibe die Doppelsumme 2 Z a;; ausfithrlich.
1=1j=2
Es gilt:
3 5
Zzai]’ = ajz+taiz+ais+as+ags+azs+az+as
1=1 j=2

+aszg + az3z + az4 + ass

Man erkennt durch Umordung der Summanden, dafl man die Summationsrei-
henfolge vertauschen darf.

1=1 j=2 Jj=21i=1
1.1.10
50
Gegeben ist die Summe Eai =400 . Wie lautet
=1
50 50
Yo aiar+4) 7
k=11i=1
50 50 50 50
Yod a(a+4) = D (@+4)Q @)=
k=11i=1 k=1 1=1
50 50
= 400 ((>_ax) + (D 4)) = 400 (400 + 200)
k=1 k=1

= 240000
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1.2 Ungleichungen

Fiir Ungleichungen gelten die folgenden Rechenregeln, mit denen &quivalente
Umformungen durchgefiihrt werden kénnen.
Beachten Sie insbesondere Regel 3.

Rechenregeln fiir Ungleichungen
1. a,b,c€R :a<b < a+c<b+c
2. a,b,ceR,c>0 : a<b << ac<be
3. a,bceR,c<0 : a<b <= ac>bc

Betrag einer Zahl
= z, fallsz>0
|=| := —z, fallsz<0
Merke: Der Betrag einer Zahl ist ihr Abstand vom Nullpunkt auf
der Zahlengeraden.

1.2.1
Welche reellen Zahlen z erfiillen die Ungleichung

1

17?
x—1<

Multipliziert man hier mit dem Nenner z — 1, so hingt es von z ab, welche der
angegebenen Regeln 2 und 3 anzuwenden sind. Es wird also eine Fallunter-
scheidung durchgefiihrt:

1.Fall: z—-1>0,d. h.z>1

In diesem Fall gilt:

1
;—_—1’<1 <= l<z—-1 <= 2<z

In diesemn Fall erhalt man also die Erfiillungsmenge L; = (2, co) der Unglei-

chung.
2.Fall: z-1<0,d. h.z<1
Hier gilt: .
— <l 1>a-1 = 2>0

Dies fiihrt auf einen zweiten Teil der Erfiillungsmenge, ndmlich Ly = (—o0, 1).
Insgesamt gilt fiir die Erfiilllungsmenge L:

L=L;ULy;=(-0cc,1l) U (2, )
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1.2.2
Fiir welche z € IR gelten die folgenden Ungleichungen?
Man gebe dquivalente Umformungen an, und skizziere die entsprechenden

Punktmengen auf der Zahlengeraden.
24z —2 24z -2

Beide Quotienten sind fiir z € R\ {—1, 1} definiert.
a) 1. Fall: z2>1

Dann ist
2
-2
?*2'_””1<1 = 224z-2<2?-1 < z<1
x-—
Also folgt hier z < —1 wegen z? > 1.
2. Fall: z2<1

Dann ist

2 -2
E‘—-+2_—x—1<1 “— $2+ﬂ?“2>$2'—1 <= z>1
x_

In diesem Fall erfiillen keine z € IR die gegebene Ungleichung, da aus der
Voraussetzung z2 < 1 folgt: -1 <z < 1

Insgesamt erfiillen genau alle z €] — oo, —1[ die gegebene Ungleichung.

Skizze:
d | [l ~,
} N ¥ T 7
-1 0 1
b)
?4z -2 2 22 -1 fallsz?>1
- — 2 _ = . .
22 — 1] <l &= zi4z-2<]z" -1 {1——1‘2 falls 22 < 1

Wieder werden Fallunterscheidungen wie unter a) gemacht, wobei der erste Fall
sogar identisch mit dem Fall unter a) ist.
2. Fall: z2<1
2 2 9 T 3 3
P+zr-2<1-2° w+§—§<0 = (x—l)(a:+§)<0
Die letzte Ungleichung ist erfiillt fiir alle z mit —% < z < 1, da ein Produkt aus
zwei Faktoren genau dann negativ ist, wenn ein Faktor negativ und der andere
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Faktor positiv ist. Unter der Voraussetzung z* < 1 dieses 2. Falles erfiillen also
alle z mit z €] — 1, 1[ die Ungleichung.

Skizze: e c N
3 ¥ 14 7
-1 0 1
1.2.3

Welche z € R geniigen den folgenden Ungleichungen?
¥+ 2z —4 2¢+3
—< 3 b) ——<1

3 T T ) mr1 <

Die Ungleichungen gelten fiir:
a) z€(-22)

b) € (—oo, —%)
Graphische Interpretation:

1 /7y=22+3
2 3

0 ] = 2+ 3<rt]]
y=lz+1]

\_23Lss7aéx

-4

—
204 < 3(x) s

1.2.4
Welche Punkte der (z,y)—Ebene erfiillen die folgenden drei Ungleichungen?

1
§x—y+120, y>0, 0<z<4

Wir fithren die d4quivalente Umformung

Y
5-

1 1 51
3x—y+1c>y§5m+l o4

2 2 N
durch. Man erkennt nun alle Begren- 3
zungsgeraden des Lésungsbereichs, und r e
erhalt so die nebenstehende Skizze. -5-/"3/-2 _;_lo_
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1.2.5

Herr G. Recht mochte jedem seiner Kinder ein Geschenk machen. Dazu
stehen ihm hochstens 36 € zur Verfiigung. Der Preis fiir jedes Geschenk soll
mindestens 10 € betragen, beide Geschenke sollen sich in ihrem Wert um
hochstens 5 € unterscheiden. Man bezeichne die Preise mit z und y und
skizziere die méglichen Preiskombinationen in der (z,y)—Ebene.

Die nachstehende Skizze ergibt sich aus den folgenden Bedingungen:
z>10, y>10, |e—y|<5, z+y<36
Dabei fiihrt |z — y| < 5 wegen
lz -yl <6 &= —5<z—-y<H

auf die beiden eingezeichneten parallelen Geraden, die durch y = z — 5 (rechte
Ungleichung) und y = z + 5 (linke Ungleichung) gegeben sind.

2 y=40
s
s Yy=36-x
2
< X
—~4 /_%/ 8 14 0 2
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1.3 Elementare Funktionen

Eine mengentheoretische Schreibweise fiir Funktionen ist:
I A — B
z — f(2)

A heifit Definitionsbereich, B heifit Wertebereich von f.
Wir geben Funktionen hier meist durch ihre Funktionsgleichung

f(z) = ... oder y= f(z)
an.
Verkniipfung von Funktionen
(f+g)(z) = f(z)+g(x) Summe von f und g
(f-9)(z) = f(z)-g(z) Produkt von f und g
(fog)(z) = f(g9(x)) Verkettung von f und g
1.3.1

Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen mit:

a) f(z)=4z+2 b) flz)=22+3 ) y=le

1 1
d) y=[22+3 = - f = el <
) u=Petdl o) flo)= ) fle) = o fel <3
a) ., b) c),d)
1z Y
51 flz) =243 8, y=[2z+3]
54 S+
L4 4
3/ 14
// fla) = ba+2 y=lel
14 14
53/ 123056788 ¥ Se-3-2-190 1 2310568783 %
-2 -21
-34 -3
-4 e
-S4 .54
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1.3.2
Es sei f(z) = iz + 2 und g(z) = 22.
Man berechne die Funktionsterme fiir f +g, f-g, fog, go f, und gebe
jeweils den groBtmaoglichen Definitionsbereich der entstehenden Funktion an.

Zunichst folgt fiir f + ¢ und fiir f - g:
(F49) () = £ (0)+ (2) = 245242, (F9) (2) = £ (2)-9 (2) = 32°+2a7
Fiir die Verkettung folgt:

(Fon)@) = flo(e)) =F (%) = 5"+

Gof)z) = g(f(z)=g(ze+2)=

Alle diese Funktionen besitzen den Definitionsbereich R.

1.3.3
Bei der Produktion eines Gutes entstehen fixe Kosten von 1500 € und varia-
ble Kosten von 0,75 € /Stiick. Geben Sie die Funktion an, die die Gesamt-
kosten K in Abhéngigkeit von der Ausbringungsmenge bestimmt. Wie grof}
muf die produzierte und abgesetzte Menge 2 sein, damit ein Gewinn erzielt
wird, wenn fiir die Erlésfunktion E gilt: F (z) = 1,527
Zeichnen Sie die Graphen der Kosten— und Erlésfunktionen!
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Wihrend die fixen Kosten von der
Ausbringungsmenge x unabhingig
sind, ergeben sich die variablen Ko-
sten zu 0,75-z (Einheit ist € ). Also

ist 3000

K (z) = 1500+ 0,75z, (z >0) 1500

die Kostenfunktion. Es wird Gewinn
erzielt, wenn K (z) < E (z) gilt. Es
ist K (z) < E (z) genau dann, wenn
1500 + 0,75z < 1,5z gilt. Dies ist
fiir z = 2000 erfiillt.

Ergebnis: Fir ¢ > 2000 wird Gewinn erzielt.

7

SF - - -

. 1000 2000 3000

1.3.4
Der Preis eines Produktes ist eine lineare Funktion der Ausbringungsmenge
¢ mit der Gleichung p = 5—0, 2-z. Man skizziere den Graphen von p = p (z)
und ermittle den Erlds in Abhéngigkeit von der Ausbringungsmenge. Man
bestimme die Ausbringungsmenge mit dem maximalen Erlos.

Aus dem Zusammenhang
Erlés = Preis * Absatz
folgt fiir den Erlés E () in Abhéangigkeit von dem Absatz x:

E(z)=p(z) - z=(5-0,2z)z = 5z — 0,222

Die Erlésfunktion ist also eine quadratische Funktion, ihr Graph also eine Pa-
rabel. y
Die Nullstellen von 4

E(z)=z(5-0,2)

sind 0 und 25. Das Argument z, des
Scheitelpunktes einer quadratischen
Parabel ist aus Symmetriegriinden
die Mitte zwischen den Nullstellen.
Es folgt:

1
z, =5 (0+25) =12,5

Wegen E (12,5) = 31, 25 folgt
S =(12,5; 31,25),

d. h. der maximale Erlos betragt 31,25. ~*
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1.3.5

Durch die nachstehenden Gleichungen sind Parabeln gegeben.
(1) y=z?+2c—-3 (i) y=322—12c4+9 (iid) y=22"—8z+6
a) Man bestimme die Scheitelpunkte der Parabeln.

b) Man bestimme die Nullstellen der Parabeln.

c) Mit Hilfe von b) bestimme man - falls mdglich ~ die Scheitelpunkte
der Parabeln auf eine zweite Art.
d) Man fertige eine Skizze an.

a) Ausder Formy=a(z - z;)? + y, erkennt man (z,,y,) als Scheitelpunkt
der Parabel. Mittels quadratischer Ergédnzung wird also die gegebene Gleichung
jeweils auf diese Form gebracht.

1)y gt +2z -3
(z+1)?2-1-3
(z+1)2 -4 = Scheitelpunkt: S =(-1,-4)

322 - 12z 49

3(z?—4z)+9

3(z—2)2-12+9

3(z—2)2-3 — Scheitelpunkt: S =(2,-3)

—2z% + 16z — 33

—2(2? — 16z) — 33

—2(x—4)*+32-33

-2(z—-4)2-1 — Scheitelpunkt: S =(4,-1)

i

(i) y

(i) y

1

b) Die Nullstellen von z? + pz + g sind gegeben durch

2
p
1?1,2:—%):& 79

2

p
falls — —¢ > 0.
alls - —g >

(1) Ti2=—-1lxv14+3=-1%2 Nullstellen: 1 und -3

(i) 327-12249=0 < 2’ -42+3=0 < z1,=22+V4-3
Nullstellen sind 1 und 3.
33

(i) -22"+160-33=0 < 2’8z + - =0
p 33 )
T qg=16— 5 <0 = Es existieren keine Nullstellen.

(Das entnimmt man auch schon Teil a), da es sich um eine nach unten gedffnete
Parabel handelt, deren Scheitelpunkt unterhalb der z—Achse liegt.
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c) Sind Nullstellen vorhanden, so ist aus Symmetriegriinden die Abszisse des
Scheitelpunktes die Mitte zwischen den Nullstellen.

Damit erhilt man bei der ersten Parabel S = (-1, f(—1)) und bei der zwei-
ten Parabel S = (2, f(2)). Der jeweilige Funktionswert 148t sich mittels der
gegebenen Gleichung berechnen.

Bei der dritten Parabel versagt diese Methode, da keine Nullstellen vorhanden
sind.

d) Skizzen: ¥

y=3z2-127+9

y::x'.2+237—3

/\

= —27% 4+ 162 — 33
1.3.6
Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen, die gegeben sind durch:
a) y=f(z)=vz, z€[0, ) b) y=f(z)=Vz, z€R
¢) y=f(z)=vz?, z€R

Skizzen:
yA

flz) = V22

'z

f(z) =

<w
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1.3.7
Durch die nebenstehende Tabelle sind Werte
einer Funktion f gegeben. Aus Erfahrung weif3
man, da} f eine quadratische Funktion ist, d.
h. es gilt y = f(z) = az? + bz +c mit a, b,c €
IR. Welcher Funktionswert ergibt sich fiir f an
der Stelle 5,27

[ IR
W = ol

=N

Aufgrund der Einfachheit des Problems sollte hier keine Polynominterpolation
nach LAGRANGE vorgenommen werden. Aus dem Wertepaar (0;0), d. h. f (0)
0 erkennt man n&mlich sofort, dafl ¢ = 0 gilt. Es verbleibt der Ansatz f (z)
az? + bz.

Das Wertepaar (2;1) ergibt: 1 = 4a + 2b
Das Wertepaar (4;3) ergibt: 3 = 16a + 4b
Diese beiden Gleichungen liefern ein einfaches Gleichungssystem mit der Losung
1 1
a= g y b= Z

Damit folgt f (z) = é—a:2 + % z und es ist f (5,2) ~ 4, 68.

1.3.8
Fir ein gewisses Problem sei der Graph der momentanen Kosten gegeben
durch K (t) = 140, 5t (wie stets unter Festlegung entsprechender Einheiten).
(t>0)
Veranschaulichen Sie die Kosten fiir das Zeitintervall [2; 4], und bestimmen
Sie diese.

Kosten

A

R~ k@y=1+0,5

mittlere Kosten in [2; 4]

1 2 3 4 |
Da K (t) eine lineare Funktion darstellt, gilt:

mittlere Kosten
im Zeitintervall

+ >t

Kosten fiir das Zeitintervall = * Intervallinge

= schraffierte Trapezflache
= K(3)-2=25-2=5
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1.4 Polynome, binomischer Satz,
Binomialkoeffizient

Wir geben hier die Definition sowie einige wichtige Formeln fiir die Binomial-
koeffizienten an.

Es wird definiert: 0!:=1
nl:=1-2-3- ... .nfirneNlN
(lies: n—Fakultéat)

Binomischer Satz

(a+b)" = zn: <Z> a"k b

k=0

Die Zahlen (Z) heifflen Binomialkoeffizienten und sind definiert durch:

n n! .
<k> —m furn,k’ElNo, TI;Zk’

Es gilt:

()=

n _ n
k) \n—-k
3. Rekursionsformel <n: 1) = (Z) + (k f 1)

1.4.1
Man dividiere das Polynom p(z) = 2°+ 2z — 1 durch den Linearfaktor z +1.

—

falls n > k> 1

(8

Es ist auf iibersichtliche Schreibweise zu achten, da der Term z? nicht auftritt.

z3 + 2 - 1 :(1:+1)::1:2——:c+3—L1
—(x3 + mz) ¢+
- zZ + 2 — 1
-( - =z - z)
3z — 1
-3z + 3)
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1.4.2
Man berechne alle reellen Nullstellen der folgenden Polynome p, (z € R)

a) p:z—3xi4+12z-15 b) p:z—z®—22%—52+6.

(Hinweis zu (b): p hat eine ganzzahlige Nullstelle.)

a)p(z)=0 <= =2?+4z-5=0
Nullstellen von z2 + pz + ¢ = 0 berechnen sich zu:
2
T1,2 = —g + %‘ -q
Mit p = 4 und ¢ = —5 erhilt man hier:

T1p=-24vV9=-2+3
Ergebnis:  Nullstellen sind 1 und —5.
b)

1. Schritt: Eine ganzzahlige Nullstelle wird geraten. 1 ist eine Nullstelle, wie
man durch Einsetzen erhalt.

2. Schritt: z — 1 ist ein Teiler von p, d. h. es gilt p(z) = (z — 1) ¢ (z), wobei
die weiteren Nullstellen von p die Nullstellen von ¢ sind. Es wird nun also eine
Polynomdivision durchgefiihrt, um ¢ (z) zu berechnen.

23 - 22 - b5z + 6) :(a:——l):a:'z—,r—(i
e~ o)
—  z? — 5z + 6
(- =z + z)
- 6z + 6
—(— 6z + 6)

0

2

Es ist also ¢ (z) = 2* —  — 6, und Nullstellen von ¢ sind:

_ =y 1
Ty1,2 = ) + 4+6—;:1:.

Ergebnis:  Nullstellen sind —2, 1 und 3.

no| O

1.4.3

Eine ganze rationale Funktion besitzt die Form
Roz—zt+ae®+b2? +cx+d (a,bc,d€R)

und hat die vier Nullstellen z; = 2; =z =3,5; z3=-1; z4=4.
Wie lautet d 7




1.4. POLYNOME, BINOMISCHER SATZ 27

Die ganze rationale Funktion ist ein normiertes Polynom vom Grade 4. Ein
solches Polynom ist durch die Angabe aller 4 Nullstellen z1, z3, 3 und z4
eindeutig bestimmt zu:

(z —z1) (z — z2) (z — z3) (z — z4)
Ausmultiplizieren liefert fiir d:

d = (=z1) (=22) (—23) (—24) = (=2) (=3,5) (+1) (-4) = -28

1.4.4
Aus (4 + 0,52)'° erhalt man durch Umformung ein Polynom 10. Grades
der Form ag + a1z + asz? + ... + a10z'®. Wie lautet der Koeffizient ag des

Summanden agz® ?

In der binomischen Formel (a + b)" = Z <Z> a"~*b* setzen wir hier:

k=0
a=4,b=%,n=10und k =38.

Es folgt:
10
a8x8:<8>.410—8 (g)s
_ (10 s Ll 10-9 2% 45
w=(y) # =17 53
1.4.5

Schreiben Sie ausfiihrlich (ohne Klammer) :

a) (@+b)° b) (1+2° o (2-2) d) (1+0,1z)

a) a®+5a% +10a®b? + 10a%b° + 5ab* + b°
b) 1+ 6z+ 15z? + 202> + 152* + 6z° + 2°

c) 128—224a:-|—168:c2—70x3+32—5x4——2—15 T L

g% T33% 138"
d) 140,52+ 0,12 + 0,01z + 0, 0005z + 0, 0000125

1.4.6

Berechnen Sie:

2 (3) » G 9 ()

(%)
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10y _10-9-8-
4) 7 1-2-

b) Wir benutzen hier die Formel: ") = "
k n—k

201 201\  201-200- 199
(198) - ( 3 > =193 - 1333300

c) Fiir die Binomialkoeffizienten gilt die Rekursionsformel:
n+1 n n
() =0+ ()

23\ 23\  [24) 24-23.22.21-20
— = = 2
<4>+<5> (5) [ 2.3.4.5 12504

1.4.7

Man zeige: Fiir jede natiirliche Zahl n gilt: Z <Z> =2"
k=0

Die Richtigkeit der Aussage 148t sich mittels vollstindiger Induktion zeigen.
Unter Verwendung des binomischen Lehrsatzes ist jedoch auch ein direkter
Beweis moglich:

Man wahlt in (a + b)™ die Zahlen a und b jeweils zu 1 und erhilt:

Zn:(lJrl)n:Zn:(Z).1n—k.1k:zn:<2)

k=0 k=0



