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Existenzsatz von Peano (1.2)

Fiir die lokale Losbarkeit des Systems ¢’ = f(x,4) bzw der Gleichung
y = f (x,y,y’, e ,y(”*l)) reicht die Stetigkeit der rechten Seite.

Satz von Picard-Lindelsf (1.3.1)

Ist die rechte Seite des Systems ¢’ = f(z,7) (lokal) Lipschitz-stetig bzgl
9/, so sind entsprechende AWP’s eindeutig 16sbar.
Analog fiir Differentialgleichungen n-ter Ordnung.

Picard’sches Interationsverfahren (fir ¥’ = f(z,7) ) (1.3.2)
Po(x) = Go 5 Grald) = 40+/ f(taggk(t)) dt
Trennung der Variablen (TdV) v = f(x)g(y) (2.3)

dy

Variablen trennen und integrieren: ) = / f(z)dx+C

Evt nach y oder x auflésen und Anfangsbedingung einarbeiten.
Die stationéren Losungen ¢(x) =yo mit g(yo) = 0 nicht vergessen.

Ahnlichkeitsdgl y = f(y/z) (2.5.2)
Subst. y=zx,y =z+xz liefert x2z'+ 2= f(z). Weiter mit TdV.
Bernoulli-Dgl y' = a(x)y + b(z) y® (2.5.4)
Subst. z:=y'=* liefert die lineare Dgl 2’ = (1 — a)a(z)z + (1 — a)b(z) .
Riccati-Dgl Yy = a(r) +b(x)y + c(r)y? (2.5.5)
Subst. z= _Ll mit spezieller Losung yp liefert die lineare Dgl

2= —[b(x)+2c(x)y1(2) ] 2 — c(z) .

Exakte Gleichungen (3.3.1)

Losungskurven der exakten Dgl  F,dx + Fy,dy = 0, sind die Niveaulinien
von F', also die Kurven F(z,y) =C.

w = p(z,y) heilt integrierender Faktor der Dgl Pdx + Qdy = 0 , wenn
uPdx + p@Qdy =0 exakt ist. (3.3.2)

Lineare Gleichung 1. Ordnung vy =a(z)y+ b(x) (2.4)

Stammfunktion A(x):= [a(xz)dr bestimmen.

y1 := e2(®) ist Basislosung der homogenen Gleichung.

Spezielle Losung ys der inhomogenen Gleichung durch Rateansatz oder VdK:
v = Cm(@) — C'@)ynle) = ba) .

y =1vys + Cyy ist die allgemeine Losung der inhomogenen Dgl.




Lineare Systeme n-ter Ordnung 7' = Ax)y+ g(x)

Die IK"—wertigen Losungen bilden einen n—dimensionalen affinen Funktionen-
raum {ber IK, einen Vektorraum, wenn das System homogen ist.

Die Differenz zweier Losungen des inhomogenen Systems ist Losung des
zugehorigen homogenen Systems.

Die allgemeine Losung i des inhomogenen Systems ist eine spezielle s des
inhomogenen plus der allgemeinen des homogenen: 4 = ¥ + ¥ -

Kennt man eine Losungsbasis des homogenen Systems, kann man eine spezielle
Losung des inhomogenen durch Variation der Konstanten (VdK) bestimmen.
Bei konstanten Koeflizienten und speziellen Storgliedern erhélt man spezielle
Losungen des inhomogenen Systems durch spezielle Rateansitze. (5.2.6)
Analog fiir lineare Dgln 5™ +a,_1(2)y" Y + ...+ a1 (2)y +ao(z)y = b(z).

Superpositionsprinzip (5.3.1)
Seien a,f€IK, H'=Afi+b und ' =ARp+7.

Dann l6st ¢ = iy + B> die Gleichung 7' = A§+ (ab+ B¢) .
Analog fiir lineare Dgln.

d’Alembert Reduktion

Ansatz fiir homogene Systeme: y(z) = i(z)p(x) + <Z(Ox)

( 1 (z) Losung des homogenen Systems mit 1. Koordinate u; # 0 ) (5.2.4)
Ansatz fiir homogene Gleichungen: y=uz, y =uz+uz usw.
(u # 0 eine Losung der homogenen Dgl ) (5.3.4)
Homogene Systeme 7= Af mit konstanter Matrix A (5.2.5)

X(t) = eAt ist eine Fundamentalmatrix, d.h. die Spalten bilden eine Basis des
Losungsraums.

Zu jedem Eigenwert A der Vielfachheit m gibt es m linear unabhéngige Losun-
gen der Form pj(t) e mit Polynomen p; vom Grad < j (j =0,...,m — 1).
Ist A reell, so erhdlt man reelle Losungen aus Real- und Imaginérteil von
komplexen.

Homogene Gleichungen mit konstanten Koeflizienten (5.3.5)

Seien  A1,...,A\r € C die verschiedenen Nullstellen des charakteristischen

Polynoms x(A) mit den Vielfachheiten m, . Dann bilden die Funktionen
Yuj = zd eM® ji=0,....m,—1; v=1,...,k

ein komplexes Fundamentalsystem.

Sind die Koeflizienten a; reell, so erhélt man reelle Losungen aus Real- und

Imaginérteil von komplexen.




Laplace-Transformation
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Differentiations— und Integrationsregeln

Produktregel: (u-v) =v - v+u-v Vektorfunktionen
(vvw)’ = v'vw + w'w + wvw’ ()\ﬂ), - N@ 4+ @
partielle , . B , Y S o oLy
Integration: Ju'vdz = v — [ do (uv) , U v+ U
"v—u-v' UxT) =u' xv+uxv’
Quotientenregel: (2), = w ( ) ,
Y Y (@A) = @' (A®) - N'(t)
r o dy  dy dx
Kettenregel: (y(:r(t))) = = dr di = y' (z(t)) - 2’ (¢)
o ) . / . z = g(t)
Substitutionsregel: [ f(z)dz = [ f(g(t))g'(t)dt , dabei ist { dv = g'() dt
!
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arccotz | 79 Bezeichnungen: X =az? +bx+c, A=4dac—"b* a#0
sinh coshz
cosh sinh 2 arctan 2ax+b (A >0)
1 VA
tanh x —
h _
v:os_1 x 2 artanh 2ax+b
cothz sinh? z /d_:p = —A b -5 A (A <0)
X - 2ax+b—+/—
. 1
arsinhe | 7T VA " 2artbiV-A
arcosh x ; T z>1 =2 (A =0)
1~ 2ax+b -
artanhz | =, |z[<1 de 2arth 20 [de
arcothz | 72—, |z[>1 X2 T AX A X
zde 1 b [dz
fgd:r g /T - 2a In |X]| 2a X
[Vz2+a? dov = %(:c\/:cQ + a? + a”arsinh %) = %(:c\/:cQ +a? 4+ d’In(z + Va2 +a? ))
Va2 —a?dz = %(:c\/:cQ — a2 — a®arcosh %) = %(m\/:cQ —a? —a’In(z + V22 — a2 ))
f Va2 —z?dx = %(mx/ a2 — 22 + a” arcsin %)




REPETITORIUM

GEWOHNLICHE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Steffen Timmann



3. Auflage, Ebook

Alle Rechte vorbehalten.
Beachten Sie bitte AGB §6 Nutzungsbedingungen von Ebooks

Binomi Verlag , Schiitzenstr. 9, 30890 Barsinghausen

Telefon 05105 6624000
E-Mail  verlag@binomi.de
Internet www.binomi.de

Zu beziehen beim Verlag, www.binomi.de

ISBN 978-3-923 923-78-6

Hannover 04/21



Vorwort

Das vorliegende Repetitorium der Gewdhnlichen Differentialgleichungen ist fiir
Physik-, Mathematik- und Ingenieur-Studenten gedacht zum Gebrauch wih-
rend der ersten Semester und zur Priifungsvorbereitung. Es deckt mindestens
den Stoff einer Einfithrungsvorlesung in die Theorie der gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen ab, also sicherlich das, was im Mathematik- oder Physik-
Vordiplom iiber DGLn gepriift wird. Allerdings fehlt der numerische Teil fast
vOllig. Er hétte den Rahmen dieses Bandes gesprengt.

Auf den ersten 120 Seiten findet man eine Wiederholung der wichtigsten Grund-
lagen, Sétze und Methoden, dazu etliche Kochrezepte und iiber 50 Beispiele.
280 Aufgaben mit Losungen fiillen die restlichen 180 Seiten, darunter viele aus
verschiedenen Anwendungsgebieten. Differentialgleichungen ohne Anwendun-
gen kann man sich nicht vorstellen.

Das Dgl-Rep schliefit sich eng an das zweibéindige Repetitorium der Analysis an,
das seit 1991 vom gleichen Verfasser und im gleichen Verlag erscheint. Die dort
im Vorwort gemachten Bemerkungen gelten auch fiir dies Repetitorium, ins-
besondere der Hinweis, dass ein Repetitorium keine systematische Einfithrung
in das betreffende Teilgebiet der Mathematik ist, sondern eine komprimierte
Zusammenfassung von Ergebnissen und Definitionen. Fiir Beweise verweise ich
auf die Lehrbiicher des Literaturverzeichnisses im Anhang.

Vielen Dank an meinen Kollegen H. VIERGUTZ fiir seine Hilfe beim Erstellen
der iiber 160 Abbildungen.

Die dritte Auflage unterscheidet sich von den ersten beiden nur durch hoffent-
lich weniger Druckfehler.

Hannover, den 1.4.2010
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Teil T
Theorie

1 Existenz- und Eindeutigkeitssitze

1.1 Grundlagen
1.1.1 Explizite Differentialgleichungen

Sei GCcIR"™ offen, G#® und f: G — IR stetig. Dann heiBt
y" o= f (w,%y’,y”, - ,y(”*l)) (1)

explizite gewohnliche Differentialgleichung (Dgl) n-ter Ordnung.

Bei dieser Definition werden nur Gleichungen fiir reellwertige Funktionen einer
reellen Variablen erfasst. Héufig betrachtet man auch Gleichungen komplex-
wertiger Funktionen. Die Definition ist dann entsprechend abzuéndern. Siehe
dazu Abschnitt 5.2.2.

‘G # () offen, f stetig’ sind technische Voraussetzungen und werden manchmal
abgeschwiécht.

Bei partiellen Differentialgleichungen werden Funktionen mehrerer Variabler
gesucht, deren partielle Ableitungen gewisse Bedingungen erfiillen. Partielle
Differentialgleichungen werden in diesem Rep nicht behandelt.

Allgemeinere Differentialgleichungen der Form F(z,y,...,y™) = 0 heifien
implizit. Siehe dazu Abschnitt 3 .

Sei I C IR ein echtes Intervall, d.h. ein Intervall, das mindestens zwei Punkte
enthélt. Eine n-mal differenzierbare Funktion ¢: I — IR heifit Ldisung von
(1), wenn fiir alle x € T gilt:

(i) (z,90@),¢'(@),...,0"V(2) € G

(i) f(z,0(@), @ (@),..., " V(@) = o™ (2).
Beachte: Losungen sind stets auf echten Intervallen definiert.

Explizite Gleichungen mit stetiger rechter Seite sind stets losbar (Existenz-
satz von Peano, Abschnitt 1.2.1). Man kann sogar noch n Anfangsbedingun-
gen erfiillen. Dies ist aber ein theoretisches Ergebnis. Die explizite Angabe
der Losungen durch Formeln mit elementaren Funktionen ist nur in einfachen
Féllen moglich. Man muss oft damit zufrieden sein, die Losungen implizit oder
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mit Hilfe von Parameterdarstellungen angeben zu kénnen. Die meisten Glei-
chungen kann man nur numerisch l6sen.

Ist (f,nl,...,nn) € G , so heifit

y&) =m, Y =m, ... y"E = (2)

eine Anfangsbedingung fiir die Gleichung (1) und beides zusammen ein Anfangs-
wertproblem (AWP) n-ter Ordnung.

Ist ¢: I — IR eine Losung der Gleichung (1) und gilt auBerdem

cel, @ =m, ..., " VE=n,, (3)

so ist ¢ eine Losung des AWP’s (1),(2).
Das AWP (1),(2) heifit lisbar, wenn es ein echtes Intervall I C IR mit & € [
und eine Losung ¢: I — IR des AWP’s gibt.

Die Gleichung (1) heifit ldsbar, wenn es zu jedem (&,71,...,n,) € G eine Losung
des entsprechenden AWP’s gibt.

Zur Fortsetzung von Losungen siehe Abschnitt 1.2.2.
Zur Eindeutigkeit von Losungen siehe Abschnitt 1.3.

1.1.2 Systeme

Differentialgleichungen n-ter Ordnung sind &dquivalent zu speziellen Systemen
von Gleichungen 1. Ordnung. Es ist daher in der Theorie der Differentialglei-
chungen oft zweckméBig, Sdtze und Methoden fiir Systeme zu formulieren und
zu beweisen und die entsprechenden Aussagen fiir Gleichungen daraus abzulei-
ten.

Sei §#G cCIR"™! offen und f: G — IR" stetig. Dann heiBt

(yivvy;z) = ?j/ = f(x’g) = f($7y17~-~>yn) (4)

ein explizites System von n Differentialgleichungen 1. Ordnung oder auch ein
System n-ter Ordnung.

Es gibt natiirlich auch Systeme von Gleichungen héherer Ordnung, die man
aber alle auf Systeme von Gleichungen 1. Ordnung zuriickfithren kann. Siehe
dazu Abschnitt 1.1.3.

Ist (é-?ﬁ) = (577]1) o 77771) eqG , SO heifit

g€ =7 bzw yi(§) = m 5 ooy ya(§) = M (5)

eine Anfangsbedingung fiir das System (4) und beides zusammen ein Anfangs-
wertproblem (AWP).
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Sei I ein echtes Intervall und @: I — IR™ eine differenzierbare Funktion. Dann
heifit & Lisung des Systems (4), falls fiir alle x € T gilt:

(i) (z,8(x)) € G also graphg C G und
(i) ¢'(@) = f(z.8(2)) .

Es ist manchmal niitzlich, von einer Differential- zu einer Integralgleichung

iiberzugehen, da Integraloperatoren hiufig angenehmere Eigenschaften haben
als Differentialoperatoren.

Das AWP (4),(5) ist z.B. dquivalent zu der Integralgleichung

g = 17+/5 f(t,7) dt. (6)

1.1.3 Zusammenhang von Gleichungen und Systemen

Differentialgleichungen und Systeme n-ter Ordnung sind in gewisser Hinsicht
dquivalent. Genauer:

Gegeben sei die explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung

y™ = f(x,y,y’,---,y(”’”) (7)

Dabei sei ) # G c IR™™ offen und f: G — IR stetig. Setzt man

B =19, Y2 ::ylv"'a Yn = y(n71)7

so geht die Gleichung (7) iiber in das System

1 Y2
/: = : bzw
Yn—1 Yn (8)
y’I/’L f(xvyla"-7yn)
g/ = (y27"'7yn7f(xvg)) .

(8) heift das zur Gleichung (7) gehorende System.
Ist (&77) = (& mn) €G ,sosind y(&) =m, ..., y""(€) =n, und
7 (&) =17 entsprechende Anfangsbedingungen.
Die Gleichung (7) und das System (8) sind #quivalent in folgendem Sinne:
Ist y = () Losung der Gleichung (7), so ist & = (¢, ¢, ..., 1)
Losung des Systems (8).
Ist umgekehrt & = (p1,...,p,) Losung des Systems (8), so ist ¢ = ¢
Losung der Gleichung (7).
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Analoges gilt fiir die entsprechenden Anfangswertprobleme. Auf Grund dieser
Aquivalenz lassen sich Ergebnisse iiber Systeme oft leicht auf Differentialglei-
chungen iibertragen.

Beispiel:

Die Differentialgleichung 2. Ordnung 3" +y = 0 ist dquivalent zu dem

/
System (y}> = ( Y2 ) .
Ya !

y =sinz ist eine Losung der Gleichung. <y1> = (
Y2

sinz\ . . i
ist eine Losung
cos T

des Systems.
Das System (8) ist von einer speziellen Bauart. Man kann nicht nur diese spe-
ziellen Systeme in Differentialgleichungen umwandeln. Ist z.B. ein explizites
System

v = fily,v2)
:Ué = f2(yl7y2)

von zwei Gleichungen 1. Ordnung gegeben, so kann man etwa die 1. Gleichung
yi = fi1(y1,y2) nach z differenzieren und erhilt

v = Difi(yr,y2)yi + Dafi(yr, y2)vh -

Dabei ist D, f die Ableitung von f nach der j-ten Variablen. Man ersetzt yj =
f2(y1,y2) und kann dann i.a. yo mit Hilfe der ersten Gleichung eliminieren.
Man erhélt so eine Gleichung 2. Ordnung fiir y;. Bei Systemen 2. Ordnung ist
dies ein niitzliches Verfahren (sog. Eliminationsmethode). Fiir Beispiele siehe
Aufgabe 12.2.A und 12.3.C.
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1.2 Existenz von Lésungen

Fiir die Losbarkeit eines expliziten Anfangswertproblems reicht die Stetigkeit
der rechten Seite. Fiir die eindeutige Losbarkeit muss man Zusatzbedingungen
stellen, wie z.B. die Lipschitz-Stetigkeit bzgl 3. Das ist der Inhalt der zentralen
Sétze von Peano und Picard-Lindeldf.

Die Situation bei Randwertproblemen ist komplizierter. Siehe Abschnitt 8 .

1.2.1 Existenzsatz von Peano

FExistenzsatz von Peano

Fiir die lokale Losbarkeit des Systems ¢’ = f(z,¥) bzw der Gleichung
y) = f (17 TR T 7y(”*l)) reicht die Stetigkeit der rechten Seite.

Auch wenn die rechte Seite f(z,7) in einem Streifen [a, b] x IR™ stetig ist, kann
man nicht erwarten, dass die Losungen des AWP’s (1) im groftmoglichen In-
tervall [a, b] definiert sind.

Beispiel: y =tan(z + C) ist die allgemeine Losung der Gleichung
y' =142, deren rechte Seite f(z,y) =1+ 4> im ganzen IR? stetig ist.
Die Losungen sind nur in Intervallen der Lénge 7 definiert.

Es gilt aber

Ezistenzsatz (Streifenversion)

Seien [a,b] C IR ein echtes Intervall, zg € [a,b] , 7 € IR™ und

fia,b] x IR™ — IR™ im ganzen Streifen [a,b] x IR" stetig und beschrinkt.
Dann besitzt das AWP ¢’ = f(z,¥) , ¢(x0) = go eine Losung

F: a,b] = IR™.

Die folgende lokale Version des Existenzsatzes macht ebenfalls eine Aussage
iiber die Grofle des Existenzintervalls:

Ezistenzsatz (Lokale Version)
Seien ¢,d >0, g € IR, 7 € IR™ und @ der Quader
Q = {(=,7) eR" s |z —xo| <c, [lF- 7l <d} .

g

Seien ferner f: @Q — IR" stetig, M := max{||f(z,7)|; (z,
¢ :=min(c,d/M) . Dann hat das AWP ¢’ = f(z,7); ¥(xz0) = %o
mindestens eine Losung §: [xg — &, 29 + ] — IR".

Der Satz wird oft mit Hilfe des Fulerschen Polygonzugverfahrens und des Satzes
von Arzela-Ascoli (sieche [RA 11, 6.3.8]) bewiesen. Bei der Definition des
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Quaders @ und der Schranke M ist dieselbe Norm im IR" zu verwenden.

Beweisskizze:

Sei Z = (.TO <z < ...< Ty :CCO+€)
eine Zerlegung des Intervalls [z, zo+¢] mit
den Teilintervallen Iy, := [zp_1, Tg].
Ausgehend vom gegebenen Anfangswert
definiert man induktiv

Ukt1 = Uk + (Tht1 — ox) f(Th, Ui) -

Hier muss man sich natiirlich iiberlegen,
dass alle Stiitzstellen (zk,¥r) und damit
der sie verbindende Polygonzug noch ganz
im Quader @ liegen. Der Streckenzug mit
den Stiitzstellen (z, 7)) heiBt der Euler-
Polygonzug zur Zerlegung Z.

Euler-Polygonzug

Ist (Z;) eine Folge von Zerlegungen, deren Feinheit gegen Null geht, so wird
die zugehorige Folge der Euler-Polygonziige i.a. nicht konvergieren. Sie ist aber
gleichgradig stetig und nach dem Satz von Arzela-Ascoli gibt es eine gleichméfig
konvergente Teilfolge. Die Grenzfunktion 16st das AWP im Teilintervall [xq, 2o+
¢]. Entsprechend findet man eine Losung in [z¢ — &, xo].

In Aufgabe 10.1.E finden Sie ein Beispiel eines AWP’s, fiir das die volle Folge
der Euler-Polygonziige nicht konvergiert.

Im Eulerschen Polygonzugverfahren steckt eine numerische Methode zum Losen
von Differentialgleichungen und Dgl-Systemen. Fiir die Praxis gibt es wesentlich
effektivere numerische Verfahren. Siehe dazu Abschnitt 9 .

1.2.2 Fortsetzung von Lésungen

Seien G ¢ IR™"! offen, f: G — IR™ stetig und (z0,7%y) € G . Seien ferner
Iy, I C IR echte Intervalle und @o: Ip — IR und ¢: I — IR Losungen des
Anfangswertproblems

gy = f@y) 5 o) = %o (1)

Man sagt, ¢ ist Fortsetzung von @y, oder auch @y ist in @ enthalten, wenn
Ip C T und J(x) = Go(z) fir alle x € I .

Eine Losung 4: I — IR"™ des AWP’s (1) heifit nicht fortsetzbare bzw. mazimal
fortgesetzte Lisung und I heiit maximales FExistenzintervall, wenn es keine
Losung von (1) gibt, die ¢ echt enthilt.

Mit Hilfe des Zorn’schen Lemmas kann man zeigen:
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Satz iber die Existenz nicht-fortsetzbarer Losungen

Jede Losung des AWP’s (1) ist in einer nicht fortsetzbaren enthalten.

Wenn die rechte Seite f(x,¥) in einem Streifen [a, b] x IR™ stetig und beschréinkt
ist, so ist jede maximal fortgesetzte Losung eines AWP’s (1) im gesamten In-
tervall [a, b] definiert. Das besagt gerade die Streifenversion des Existenzsatzes
von Peano.

Allgemein kann man zeigen, dass die maximal fortgesetzten Losungen nach
links und rechts bis zum Rand des Definitionsgebietes G € IR" ! der rechten
Seite laufen. Was heifit das genauer?

Seien I ein Intervall, g ein innerer Punkt y
von I , G c IR™™ ein Gebiet und $
y: I — IR"™ eine Funktion mit graph
¥ CG.

Man sagt, ¢ kommt nach rechts dem Rand
0G wvon G beliebig nahe, falls der sog.
rechte Teilgraph

Gy = {(z,7(x);zel, x>0}

B\
O)

G

in keiner kompakten Teilmenge von G

enthalten ist.

N e

\

Lésungen zum Rand

Diese Bedingung ist dquivalent zu

1) supI = oo oder

2) supl =:b< oo und limsup |7 (z)|| = co oder

z—b~

3) supl =:b < oo und limli)nf d((z,7 (x)),0G) =0.

T—0"

Analog definiert man die Anndherung an den Rand nach links.
Es gilt

Globaler Existenzsatz

Sei G C IR™™! ein Gebiet, f: G — IR™ stetig und (z0,%0) € G . Dann hat
das AWP (1) eine nicht fortsetzbare Losung. Jede nicht fortsetzbare Losung
kommt nach links und rechts dem Rand von G beliebig nahe.

Zur Eindeutigkeit maximal fortgesetzter Losungen siehe Abschnitt 1.3.1.
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1.3 Eindeutigkeit von Losungen

Gegeben sei das AWP

g = f@9) 5 §(z0) = o (1)

Dabei sei wie iiblich ) # G c IR™™! offen und f: G — IR" stetig.

Man sagt, das AWP ist eindeutig l6sbar, wenn es ein Intervall I gibt, das zg
im Inneren enthilt, sowie eine Losung @: I — IR"™ derart, dass jede Losung
1/7 : I - IR™ mit g iibereinstimmt. Manchmal redet man auch von eindeutiger
Losbarkeit nach links oder rechts und lésst zu, dass o Randpunkt von I ist.

Man sagt, die Gleichung §' = f(x,§) ist in G eindeutig lisbar, wenn jedes
AWP (1) mit (x0,%0) € G eindeutig l5sbar ist.

Es gibt Anfangswertprobleme, die l6sbar, aber nicht eindeutig losbar sind. Z.B.

hat das AWP
v = Vlyl 5 y0) =0

w.a. die Losungen y; :=0 und yo := sgnz(z?/4) . Die rechte Seite +/|y| der
Dgl ist zwar stetig, aber nicht Lipschitz-stetig bzgl y ! (Siehe Aufgabe 10.4.A.2)

1.3.1 Picard-Lindelsf

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof besagt in Kurzform:

Satz von Picard-Lindelof

Ist die rechte Seite des expliziten Systems ¢’ = f(x,y) stetig und (lokal)
Lipschitz-stetig bzgl ¥/, so ist es eindeutig losbar.

Zur Lipschitz-Stetigkeit bzgl i siehe Abschnitt 1.3.3.
Eine analoge Aussage gilt fiir explizite Differentialgleichungen n—ter Ordnung.

Die Existenzaussage des Satzes von Picard-Lindelof folgt direkt aus dem Exi-
stenzsatz von Peano (1.2.1).

Den Satz von Picard-Lindelof beweist man oft mit dem Banachschen Fixpunkt-
satz (siehe z.B. [RA 2, 6.3.4.9]) oder dem Picard’schen Iterationsverfahrens
(siehe Abschnitt 1.3.2).

Die Eindeutigkeit kann man auch mit Hilfe des Gronwall-Lemmas beweisen.
Siehe dazu Aufgaben 10.1.G und 11.1.A.
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Lemma von Gronwall

Seien I C IR ein echtes Intervall, 2o € I und «, 8,¢: I — [0,00[ stetige,
nicht-negative Funktionen. Es gelte die Integralungleichung

/ " B(t) () di

/tx B(u) du

Fiir den zentralen Satz von Picard-Lindel6f gibt es verschiedene Formulierun-
gen. Interessant sind dabei auch Aussagen iiber die Grofle des Existenzinter-
valls.

e(x) < a(z)+ (xel).

Dann gilt

ola) < afe) +| a0 e (

)dt' (xel).

Picard-Lindeldf (Streifenversion)

Sei xo € [a,b] C IR und f im Streifen [a,b] x IR" stetig und global
Lipschitz-stetig bzgl .
Dann besitzt das System (1) genau eine Losung @: [a,b] — IR" .

Die Forderung der globalen Lipschitz-Stetigkeit kann man abschwéchen zu lokal
Lipschitz-stetig und linear beschrénkt. Siehe Knobloch & Kappel [KK]. Eine
lokale Version ist die folgende:

Picard-Lindeldf (Lokale Version)

Seien o, 8 >0, zo € IR, o € IR"™! und Q der Quader
Q = {(z,§) eR"; |z —zo| <o, [T -0l <B} .

Sei f:Q — IR™ stetig und in @ Lipschitz-stetig bzgl  mit der Lipschitz-
Konstanten L. Sei M > 0 derart, dass || f(z, )| < M fiir alle (z,7) € Q .
SchlieBlich sei ¢ := min(«, 3/M) und I :=[zg—e,z9+¢] .

Dann hat das AWP (1) eine eindeutig bestimmte Losung ¢: I — IR™ .

Dabei muss man zur Definition des Quaders ) und der Lipschitz-Konstanten
L dieselbe Norm im IR™ benutzen. Eine relativ leichte Folgerung davon ist:
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Picard-Lindeldf (Globale Version fiir Systeme)

Seien G C IR™! offen, (z0,7%) € G und f: G — IR™ stetig und lokal
Lipschitz-stetig bzgl ¢.

Dann hat das AWP (1) genau eine nicht fortsetzbare Losung 4 .

Diese maximal fortgesetzte Losung kommt nach links und rechts dem Rand
von G beliebig nahe. Sie enthilt jede andere Losung und ihr maximales
Existenzintervall ist offen.

Zur Definition des Randverhaltens siche Abschnitt 1.2.2.

Ein entsprechender Satz gilt auch fiir Gleichungen y™ = f (z,y,9/,...,y"™V)
n—ter Ordnung. Fiir das Randverhalten maximal fortgesetzter Losungen ¢ et-
wa im rechten Endpunkt /3 := supl des maximalen Existenzintervalls gilt
dabei

1) =00 oder
2) B<oo und (¢, ¢,..., go("_l)) ist auf [zg, B unbeschrinkt oder

3) f<oo und liminf d (8G, (x,(p(x), . .,cp("_l)(x))> =0.

z—LB~

1.3.2 Picard’sches Iterationsverfahren

Gegeben sei das AWP (1), dessen rechte Seite f(z, 7) stetig und lokal Lipschitz-
stetig bzgl i/ ist. Dann konvergiert die durch

Picard’sches Interationsverfahren

x

B@) = G ¢ Gl =t [ F(REO) @)

Zo

definierte Funktionenfolge (qgk) k in einem Intervall I um xg gleichméfBig gegen
die eindeutig bestimmte Losung ¢ des AWP’s (1).

Bei diesem Verfahren wird, ausgehend von der Startfunktion &0(@ =1 , der
durch .
9@ = do+ [ 1(d0) d

Zo
definierte Operator T': C(I) — C(I) iteriert. Dieser Operator ist (bei geeigne-
ter Wahl des Intervalls I) eine Kontraktion auf dem Banachraum C(I) der auf
I stetigen Funktionen. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz besitzt der Opera-
tor T genau einen Fixpunkt. Aulerdem konvergiert die Iterationsfolge im Sinne
der Banachraum-Norm gegen diesen Fixpunkt. Die Banachraum-Norm ist die
Supremumsnorm, also konvergiert die Iterationsfolge ((;?k) r gleichméBig gegen
die eindeutig bestimmte Losung der Integralgleichung
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x
7=t [ ()
xo
und damit gegen die Losung des AWP’s ¢’/ = f(z,7) , ¥ (z0) = o -
Interessant sind natiirlich Fehlerabschitzungen fiir den Unterschied zwischen
den Iterierten und der Losung. Z.B. gilt

Fehlerabschdtzung in der Streifenversion

Sei zp € [a,b] C IR und f im Streifen [a,b] x IR™ stetig und global
Lipschitz-stetig bzgl 3. Seien ng die Iterierten des Picard-Verfahrens und
F: [a,b] = IR™ die Losung des AWP’s (1).

Dann gilt die Fehlerabschétzung;:

o0
— . 1 . )
[6(@) B < K 5Ll —wof
i=k
Dabei ist K := max, H(;l (z) — ¢o(x) H und L die Lipschitzkonstante von f

im Streifen [a, b] x IR" . Als Norm im IR" muss man dieselbe Norm nehmen,
die bei der Definition der Lipschitz-Konstanten L benutzt wurde.

Fehlerabschdtzung fiir die lokale Version

Seien o, 8 >0, zo € IR, §o € IR™™! und Q der Quader
Q = {(z,§) eR"; |z —zo| <o, [[§—t0ll <B} .

Sei f:@Q — IR™ stetig und in @ Lipschitz-stetig bzgl § mit der Lipschitz-
Konstanten L. Sei M > 0 derart, dass || f(z,7)| < M fir alle (x,7) € Q .
SchlieBlich seien ¢ := min(ea, 5/M) und ¢y, bzw ¢, die Koordinaten der
Iterierten ng des Picard-Verfahrens bzw der Losung @: [zo—e, zo+e] — IR™.
Dann gilt die Fehlerabschétzung;:
oo
orw@) = @] < LY Ll
j=k+1

Als Norm im IR" ist dabei durchgehend dieselbe Norm zu nehmen.

Beispiele zum Picardschen Iterationsverfahren siehe Aufgabe 11.3.

1.3.3 Lipschitz-Stetigkeit bzgl i/

Sei G ¢ IR™™! offen und f eine Funktion von G in den IR™ . Wir fassen die
letzten n Argumente von f zu einem Vektor % = (y1,...,y,) zusammen und
schreiben (z,¥) = (z,y1,...,yn) fur die Elemente von G. Man sagt, f ist
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in G Lipschitz-stetig bzgl i , wenn es eine sog. Lipschitz-Konstante L > 0 gibt
derart, dass

V(z,ih), (x,2) € G« |[f(z,h) — f(z,5)| < Lllji — il - (3)

f ist lokal Lipschitz-stetig bzgl i, wenn es zu jedem Punkt (zg,%0) € G eine
Umgebung U C G gibt, in der f Lipschitz-stetig bzgl 4 ist.

Ist f auf einer offenen Menge G C IR™ ! lokal Lipschitz-stetig bzgl ¥, so ist f
auf jeder kompakten Teilmenge K C G global Lipschitz-stetig bzgl ¥.

Die Grofie der Lipschitz-Konstanten L kann von der im IR™ gewiéihlten Norm
abhéingen, nicht aber die Lipschitz-Stetigkeit selbst.

Aus der Lipschitz-Bedingung (3) allein folgt iibrigens nur die Stetigkeit von f
auf den Hyperebenen x = const und nicht die Stetigkeit von f in G. Diese muss
daher - falls benotigt - extra gefordert werden.

Eine hinreichende und oft leicht zu iiberpriifende Bedingung fiir die Lipschitz-
Stetigkeit bzgl ¥ ist die folgende:

Hinreichendes Kriterium fiir lokale Lipschitz-Stetigkeit

Ist f in G stetig partiell differenzierbar nach den Variablen yi,...,y, , so
ist f in G lokal Lipschitz-stetig bzgl. ¥

1.3.4 Weitere Eindeutigkeitssitze

Existenz- und Eindeutigkeitsséitze fiir spezielle Gleichungen wie z.B. lineare
oder mit getrennten Variablen finden Sie in dem betreffenden Abschnitt. Hier
folgt ein allgemeines Resultat aus [WA]:

Allgemeiner Findeutigkeitssatz

Sei I = [zg,20 + a] C IR ein reelles Intervall (a > 0) . Die reellwertige
Funktion w: I x [0,00[— [0,00[ habe die folgende Eigenschaft:
Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein § > 0 und eine differenzierbare Funktion
p: I — IR mit

plx)>d+w(x,p(z) und 0<d<p(z)<e firallexel.

Sei G C I x IR" offen, (xg,%o) € G und fiir f: G — IR" gelte

If(@,51) = f(z,52)] < (x I = %ll)  fiir alle (z,31), (z,%2) € G .

Dann hat das AWP (1): §' = f(z,¥) ,¥(x0) = §o hochstens eine Losung
und diese héngt stetig vom Anfangswert und von der rechten Seite der Dgl
ab.

Zur Definition der stetigen Abhingigkeit siehe Abschnitt 1.4.1.
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Jede Funktion w, die die obigen Bedingungen erfiillt liefert eine Eindeutigkeits-
aussage. Spezialfille sind:

1) w(z,z) == Lz mit L > 0. Dies liefert den Eindeutigkeitssatz von Picard
Lindelof.

2) Jedes w von der Form w(x, z) := q(z) mit einer stetigen Funktion
1
q: [0,00[— IR derart, dass ¢(0) =0, ¢(z) > 0 fiir z > 0 und / % = 00.
0

Dies ergibt den Eindeutigkeitssatz von Osgood.
3) Jedes stetige w: I x [0, 00[— [0, co[ mit w(z,0) =0 und der Eigenschaft:

Ist ¢(x) > 0 Losung des AWP’s ¢/ = w(z,y) , y(zo) =0 in [zo,x0 + €[ ,
so ist ¢ =0 in [xg,zo + ¢ -

Dies liefert den Eindeutigkeitssatz von Bompiani.

Die Lipschitz-Stetigkeit ist ein Spezialfall der Osgood-Bedingung und diese wie-
derum ein Spezialfall der Bedingung von Bompiani.

Abschlieflend geben wir noch ein Resultat von Nagumo an:

Findeutigkeitssatz von Nagumo

Seien a,b > 0, (z0,%0) € IR"™ und R der Quader
R = {(z§);|lz—m|<a, |§F—il <b} c R*.
f: R — IR"™ sei stetig und beschrinkt und geniige in R der Nagumo-
Bedingung:
v — ol [ f(2,42) — f(2,g)ll < |-l fir alle (z,51), (v,92) € R .

Dann ist das Anfangswertproblem

/

v = flz,y) 5 ylxo) = wo

eindeutig losbar.

Die Losbarkeit ist klar wegen der Stetigkeit von f (Peano). Einen Beweis des
Satzes findet man bei E.Hille [HI, 2.6]. Siehe auch Aufgabe 10.1.F fiir den Fall
1. Ordnung.
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1.4 Abhingigkeit der Losungen

Gegeben ist das Anfangswertproblem

g = flx,9) 5 ¥lxo) = %o (1)
Dabei ist wie iiblich G c IR"*! offen, (z9,%) € G und f: G — IR" stetig.

Zusitzlich fordern wir, dass f lokal Lipschitz-stetig bzgl ¢ ist. Das AWP (1) ist
also eindeutig l6sbar (Picard-Lindel6f).

In diesem Abschnitt interessiert die Frage, wie die eindeutig bestimmte Lésung
von (1) vom Anfangswert ¢p und von der rechten Seite f abhéngt.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Losungen global ein wesentlich verschie-
denes Verhalten haben kénnen, obwohl sich die Anfangswerte nur wenig unter-
scheiden.

Beispiel:

Die Gleichung 1. Ordnung ¥y’ = eYsinz
kann man durch Trennung der Variablen
16sen. Sie hat die Losungen

y = —In(cosz + e VO —1) .

Fiir Anfangswerte y(0) < —In2 sind die
Lésungen in ganz IR definiert. Dagegen exi-
stieren sie fiir y(0) > —In2 nur in einem
beschrankten Intervall.

Siehe dazu Aufgabe 10.1.B.

y = eYsinx

1.4.1 Stetige Abhingigkeit der Losungen

Es gilt der folgende

Satz tber die stetige Abhdngigkeit

Bei Lipschitz-stetigem f hingt die Losung des AWP’s (1) stetig vom An-
fangswert und von der rechten Seite ab.

Genauer:

Sei @: I —IR" Losung des AWP’s (1) im kompakten Intervall T.

Sei Sy :={(x,9); |l7—F(@)] <a,z €I} der a—Streifen um graph @. f sei
in S, stetig und Lipschitz-stetig bzgl 3.

Dann gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 derart, dass fiir alle stetigen Funktionen
9: Sq = IR" mit ||g(z,7) — f(z,¥)]| <0 in S, und alle Anfangswerte z mit
150 — Zo|| < & jede Losung ¢ (z) des ‘gestorten’ AWP’s

=/

7' = g(x,7) ; Z(wo) = Z (2)



1.4 Abhéngigkeit der Losungen 23

in ganz I existiert und der Ungleichung ||@(z) — ¢(x)|| < e in I geniigt.
Insbesondere gilt dann fiir alle stetig differenzierbaren Funktionen 1/_; : I - IR™:
o — Do)l <&, [ () = f (,(x)) || < & fiir alle z € T
= |@(z) — ¥(z)|| < e fiir alle z € I .

Man kann das ¢ zu dem vorgegebenen € > 0 sogar recht konkret angeben. Dies
ergibt sich aus der folgenden

Abschitzung bei Lipschitz-Bedingung

Seien G € IR offen, f: G — IR™ stetig und Lipschitz-stetig bzgl ¢ mit
der Lipschitz-Konstanten L. Sei I := [zg,z¢ + a] .

@, : I —IR" seien differenzierbar mit graph @, graph ¥y C G .

In I gelte @'(x) = f (2, @(x)) und HJ'(J;) —f(x,q;(x))H <6,

Dann gilt fiir alle z € I :

16@) = F@I < 118 (o) — & (wo)l] M=ol 4+ ((Hemrol —1) .

Aus dieser Abschéitzung folgt fiir 6 = 0 und @(zo) = ¥(xo) wieder die Eindeu-
tigkeitsaussage des Satzes von Picard-Lindelof.

1.4.2 Differenzierbare Abhingigkeit der Losungen

Die Losungen eines Anfangswertproblems héngen nicht nur stetig, sondern un-
ter gewissen Voraussetzungen auch differenzierbar von den Anfangswerten ab.

Gegeben sei weiterhin das Gleichungssystem

gt = fl@,7). (3)

Dabeisei G € IR"™ offen und f: G — IR" stetig. Zusitzlich fordern wir, dass
f nach den Variablen yi, ...y, stetig differenzierbar ist. Die lokale Lipschitz-
Stetigkeit von f bzgl i folgt dann.

Die sog. charakterische Funktion gg(ac, xo,Yo) des Systems ist definiert durch

bz, 0, 70) := F(x) , wobei @ die cindeutig bestimmte Losung des Systems (3)
ist mit F(zo) = go -
Es gilt:

Satz iber die differenzierbare Abhdngigkeit

Unter den obigen Voraussetzungen ist die charakteristische Funktion (E in
ihrem Definitionsbereich stetig differenzierbar, also nach allen ihren Varia-
blen stetig partiell differenzierbar.




