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Prologo

El presente libro introduce distintas dreas de matematica dirigidas a estudiantes
de carreras vinculadas con la ingenieria en general, la informatica o las cien-
cias de la computacion. El texto puede ser considerado un recurso de apoyo para
aquellos alumnos que inician su formacion profesional en estos campos, ofre-
ciendo refrescantes alternativas de estudio individual y colectivo.

Ellibro se destaca por utilizar un enfoque mixto combinando contenidos teorico-
practicos de naturaleza tradicional, con otros asistidos por computadora. Cada
uno de los capitulos abordados se complementa con la consulta de una serie de
documentos con un formato computable (llamados: CDFs), disefiados y desarro-
llados por los autores con el principal objetivo de brindar herramientas de en-
sefianza y aprendizaje no convencionales, particularmente en los ejes tematicos
de: logica formal, teoria de conjuntos, teoria de funciones, induccion y progre-
siones y, teoria de numeros.

Los documentos con un formato computable que acompafan a este texto pro-
veen interesantes aplicaciones hacia la exploracion de ideas, profundizacion de
conceptos y propiedades y, autogeneracion de ejercicios con sus correspondien-
tes soluciones en tiempo real. Los CDFs integrados diferencian esta obra de otros
libros similares en contenido, al otorgar al lector distintas oportunidades didac-
ticas en el marco de una experiencia de revision dindamica y no lineal.

Las aplicaciones CDFs del libro se pueden desplegar en la nube, o bien, de forma
local instalando un plug in de distribucidn gratuita denominado Wolfram CDF
Player Free, disponible en la direccion URL:

http://www.wolfram.com/cdf

También, cabe mencionar, que el texto retroalimenta el uso de los distintos CDFs,
en acompanamiento con un video explicativo. El uso de videos es considerado
por los autores como un medio audiovisual de mucha riqueza cognitiva. En este
sentido, al ser el tema de funciones un area de dificil comprension, se han agre-
gado a los capitulos que lo tratan, distintos videos con un abordaje tanto tedrico
como practico.

Ellibro emplea dos imagenes de mucha importancia, tal y como se aprecia en la
Figura 1. La “Imagen 1” sefiala la existencia de un CDF que puede ser descargado
para uso local en el ordenador del usuario, o bien, para su utilizacion en la Web.
La “Imagen 2” indica la presencia de un video que el lector puede consultar con



w0

Imagen1 Imagen 2

Figura 1: Imagenes iconograficas del libro

el objetivo de profundizar un tema, ver un ejercicio resuelto u obtener una ex-
plicacion técnica. Todos las direcciones de los archivos descargables y los videos,
elaborados por los autores de la presente obra, se pueden encontrar en:

http://libroweb.alfaomega.com.mx/book/matematica_para_ingenieria

El archivo disponible en la direccidn electronica anterior, presenta una serie de
codigos junto a los cudles se asocia uno o varios videos de YouTube, o0 en su de-
fecto, un CDF. Cada codigo socializado se menciona de forma explicita en algan
lugar de este texto. En este sentido, el lector, al encontrarse en el libro con un co6-
digo, debe buscar la direccion URL vincula con él, para poder recibir el material
ampliado que esta obra ofrece.

Se espera que este libro contribuya con un aprendizaje mas exitoso en conoci-
mientos fundamentales de matemadtica, que proporcionan los cimientos esencia-
les para el estudio de otras disciplinas de condicion no instrumental en la inge-
nieria, la informatica o las ciencias de la computacion.

Heredia, Costa Rica, 2020. E. Vilchez y J. Avila



Capitulo 1

Logica formal

Sabemos que nuestro idioma es un recurso fundamental de comunicacion, sin
embargo, diariamente se usan muchas expresiones ambiguas o contradictorias
que apelan al interlocutor para ser entendidas. La 16gica simbdlica nos permite
estudiar de manera no ambigua el lenguaje natural utilizando para ello simbolos.
En este capitulo sentamos las bases de este campo que nos permitird adentrarnos
en temas mas complejos tanto en matematicas como en computacion.

Aristoteles de Estagira (siglo IV AC) es considerado el fundador del
pensamiento logico. Su interés por analizar y determinar la co-
rrectitud de los razonamientos logicos destacan como su principal
aporte a esta rama de las matematicas. La logica era una herra-
mienta al servicio de las demas disciplinas que procuraba expresar
sin ambiguiedades las diferentes verdades cientificas.

1.1 Proposiciones

Definicion 1.1
Una proposicidn es una expresion que se puede tipificar como falsa o ver-

dadera. Se llamara valor verdad o valor de verdad al valor asociado con
la proposicion.

Por convencidn generalmente se asocia a las proposiciones una letra tal como P,
Q, R, p, g, 1, entre otras'. Para hacer esta asociacion se usa la letra, seguida del
simbolo de dos puntos (:) y luego la proposicion.

1Algunos autores prefieren el uso de mayusculas solamente.
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Considere las siguientes expresiones:

1) P:Lasumade2y2es4.

2) Q: La sangre es roja.

3) R: La capital de México es Oaxaca.

4) S: La Tierra es el centro del sistema solar.
5) T: Una solucionde x+1=2es x =3.

6) U::Qué hora es?

7) V:Vaya a la fiesta.

De las proposiciones anteriores algunas son verdaderas (a saber, Py Q), y
otras falsas (a saber, R, Sy 7).

La expresion U no es una proposicion pues no se puede afirmar que sea
verdadera o falsa. En general, las preguntas no son proposiciones.

La expresion V no es una proposicion pues no se puede afirmar que sea
verdadera o falsa. En general, las 6rdenes no son proposiciones.

Las proposiciones también podrian definirse mediante el simbolo := que se utili-
za mucho en diferentes campos de las matematicas. De esta forma, por ejemplo,
P:=Hoy es lunes es equivalente a P: Hoy es lunes. En este texto se usara la forma
que emplea solo dos puntos. Vale la pena indicar que en los lenguajes de progra-
macion de computadoras es necesario distinguir entre el “igual de asignacion” y
el “igual de comparacion”. Muchas veces se usa el := para indicar una asignacion
o definicidn y el igual simple, (=) o bien, el doble igual (==) para las comparacio-
nes. Entre humanos se puede utilizar simplemente el = bajo la premisa de que,
por contexto, se sabe distinguir su intencion.

Sea acostumbra usar la letra V para abreviar la palabra “verdadero” y F, para
“falso”. Algunos autores usan 7 o un “1” en lugar de vV y & o “0” en lugar de F.
En inglés la palabra para verdadero es true y la palabra para falso es false. En
ese idioma las abreviaciones son usualmente T y F. En este texto se usan indis-
tintamente la letras V y T para indicar “verdadero”. La razon de esto es que mas
adelante se usara el simbolo v que escrito a mano puede confundirse con una vV
y dificulta la lectura de algunos calculos.

En este texto para indicar el valor de verdad de una proposicion se usara el signo
“="._De esta manera, si se escribe P =V, se debe entender que P es una proposi-
cion cuyo valor de verdad es verdadero. De forma andloga, P = F, significa que
P es una proposicion cuyo valor de verdad es falso. En algunos textos se usan
notaciones como = o =, por ejemplo. En esos casos se escribe P=V o bien P=V,
respectivamente.

El uso de simbolo “=” conlleva sin embargo, un “peligro” y es que el lector dé por
“iguales” dos proposiciones por el hecho de tener el mismo valor de verdad. Lo
cierto es que, en este texto, no se define ni se estudia el concepto de igualdad de
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1.1. Proposiciones

proposiciones. Se estudiard, sin embargo, mas adelante, el concepto de equiva-
lencia de proposiciones (justamente como aquellas proposiciones que presentan
coincidencia en sus valores de verdad) y para estas se empleara el simbolo “=".
El uso “ampliado” del simbolo “=” es una practica comun en computacion. Por
ejemplo, muchos lenguajes de programacion usan el simbolo “=” para expresio-
nes numeéricas o para expresiones tipo hileras. E1 compilador “toma la decision”
sobre como actuar en el momento de determinar el contexto. En este libro se
adopta esta politica y en general es mas lo que esto ayuda y simplifica que lo
perjudica.

Considere las siguientes expresiones:

1) P:Lasumade2y2es4.Setiene que P=1V.
2) Q: La sangre es roja. Se tiene que Q=1V.

3) R: La capital de México es Oaxaca. Se tiene que R=F.

Algunas veces puede quedar la sensacion de que ciertas proposiciones podrian
ser simultdneamente verdaderas o falsas. Si se considere la proposiciéon P: La
pizarra es verde, se puede decir que hay una pizarra en cierta aula en donde esto
es falso y otra, en otro lugar, en donde es verdadero. Lo cierto del caso es que para
no dejar lugar a dudas se deberia incurrir en una serie de detalles que indiquen
claramente a cudl pizarra se hace referencia, sin embargo, esto haria bastante
tedioso el proceso de transicion del lenguaje natural al simbdlico y, generalmente
se supondra que la afirmacion es verdadera o falsa en un cierto contexto del cual
se obvian ciertos detalles. Es por esta razon que en lo que sigue se supondrdn tres
principios fundamentales:

1) Principio de identidad: una proposicion no cambia su valor de verdad.

2) Principio de no contradiccion: una proposicion no puede tener mas de un
valor de verdad, es decir, no puede ser falsa y verdadera al mismo tiempo.

3) Principio del tercero excluido: una proposicion tiene un valor de verdad.

Estos principios se postulan para definir sin lugar a dudas lo que se entiende por
una proposicion. Por otro lado, el principio de “no contradiccidén” resulta muy
importante en la demostracion de teoremas, como se vera mas adelante.

% Descargue un CDF: cédigo 1.

Este CDF permite estudiar el concepto de proposicién mientras se hace un repaso de
algebra.

% CDF en la Web: cédigo 2.

E; Una explicacién en video sobre el uso del CDF anterior, se puede obtener utilizando
el cédigo niumero 3.
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1.2 Conectivos logicos basicos: -, A, v

En el lenguaje natural las ideas mas complejas se expresan con la ayuda de co-
nectivos. Los mas simples son el “y”, el “0” y la negacion. Estos permiten hacer
nuevas proposiciones mas complejas e interesantes, tales como Hoy es domingo
puedo dormir tarde, La puerta estd abierta|o|la ventana estd abierta, Hoy
es lunes. La simbologia para estos conectivos es: para “y” se usa A, para “0” se
usa v y para la negacion se usa —. Mds adelante, en esta seccidn, se definird con
precision estos conceptos.

Al conectivo A se le llama conjuncion, al conectivo v, disyunciony al operador -,
negacion. Se debe notar que el operador negacidon requiere solo de una propo-
sicion para ser usado, mientras que la conjuncion y la disyuncion requieren de
dos proposiciones.

Ejemplo 1.3

Considere las proposiciones

1) P: Hoy es domingo.
2) Q: Hoy puedo dormir tarde.
3) R:La puerta esta abierta.

Aunque es necesario definir con precision los simbolos -, A, v, con el afan
de hacer una primera aproximacion a estos conceptos se hace la siguiente
traduccion apelando a las nociones usuales que tenemos sobre ellos:

1) Laproposicion Hoy es domingo|y |puedo dormir tarde se puede expre-
sar como P A Q.

2) La proposicién Hoy es domingo [o]la puerta estd abierta se puede ex-
presar como PV R.

3) La proposicion Hoy no es domingo se puede expresar como —P.

4) La proposicién Hoy es domingo|y | hoy puedo dormir tarde se pue-
de expresar como P A Q.

Como se dijo antes, estos conectivos permiten generar o construir proposiciones
mas complejas, pero al ser el resultado una proposicion es necesario indicar su
valor de verdad, es decir, en qué casos se obtiene una proposicion verdadera o
falsa de acuerdo con los valores de verdad asignados a las proposiciones conec-
tadas.

Para lograr este propdsito se recurre al uso de lo que se conoce como una tabla de
verdad. Simplemente usando un arreglo de filas y columnas (al estilo de una hoja
de calculo en Excel) se colocan los posibles valores de verdad de las proposiciones
conectadas y empleando tantas columnas como sean necesarias, se muestran los
valores en cada caso.

Se empieza con el operador de la negacion .



1.2. Conectivos légicos basicos: 1, A, vV

Definicién 1.2
Dada una proposicién P se define el operador unario — usando la siguien-

te tabla:
P | P
V| F
F| V

Con base en esta tabla es comun hacer -F=V y -V =F. El operador - se cono-
ce como un operador logico unario pues solo requiere de una proposicion para
detallar su definicidn.

Descargue un CDF: cédigo 4.

[ Este CDF permite estudiar el concepto de negacién y repasar desigualdades.

% CDF en la Web: cédigo 5.

El Una explicacion en video sobre el uso del CDF anterior, se puede obtener utilizando
el c6digo nimero 6.

Para justificar la asignacion de un valor de verdad al conectivo A se puede re-
currir al siguiente ejemplo. Suponga que usted quiere comprar un automovil y
las condiciones para su compra son: “El auto debe ser verde |y | debe ser para 5
pasajeros”. ¢En qué casos usted compraria el auto?, solamente si el auto cumple
con ambas condiciones y en cualquier otro caso, no lo compraria.

Definiciéon 1.3
Sean Py Q dos proposiciones cualesquiera. Los posibles valores de verdad
de P A Q se definen mediante la siguiente tabla:

PAQ
v

TS| S|

Q
1%
F
14
F

F
F
F

Con base en esta tabla es comun hacer:
VAV=V, VAF=F, FAV=F, FAF=F.

El operador A se conoce como un operador I6gico binario pues requiere de dos
proposiciones para su definicion.

Descargue un CDF: cédigo 7.

Este CDF permite estudiar el concepto de conjuncién y negacién de una proposicién
utilizando desigualdades.
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% CDF en la Web: cédigo 8.

El Una explicacién en video sobre el uso del CDF anterior, se puede obtener utilizando
el c6digo nimero 9.

Para justificar la definicion de la tabla del conectivo v se puede usar el ejemplo
de la compra de un automovil dado anteriormente pero suponiendo ahora que
los requisitos son: “El auto debe ser verde [0 debe ser para 5 pasajeros”. De esta
manera un automavil rojo de 5 pasajeros es admisible al igual que uno verde de
2 pasajeros.

Definicion 1.4
Sean Py Q dos proposiciones cualesquiera. Los posibles valores de verdad
de Pv Q se definen mediante la siguiente tabla:

P| Q| PvQ
vViv 14
V| F |4
F |V 14
F| F F

Con base en esta tabla es comun hacer:
vvv=V, VVvF=V, FvV=V, FVvF=F.

El operador v es también un operador Idgico binario pues requiere de dos pro-
posiciones para su definicion.

Ejemplo 1.4

Considere las siguientes proposiciones:

1) P:2+2=10.

2) Q: Costa Rica es el pais mas pequerio del mundo.

3) R: Hay 5 continentes.

De estas se observa que Py Q son falsas y R es verdadera. Por lo tanto, las
proposiciones:

1) 2+2=10|y| Costa Rica es el pais mds pequenio del mundo, que equiva-
le a P A Q resulta falsa, pues las proposiciones conectadas son ambas
falsas. Se escribe, PAQ =F.

2) 2+2=10[0]Costa Rica es el pais mds pequefio del mundo, que equiva-
le a Pv Q resulta falsa, pues las proposiciones conectadas son ambas
falsas. Se escribe PvQ=F.

3) 2+2=10[0|Hay 5 continentes, que equivale a Pv R resulta verdadera,
pues por lo menos una de las proposiciones conectadas (a saber R) es
verdadera. Se escribe PvR=1V.
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4) (No es cierto que 2+2=10) [0] Costa Rica es el pais mds pequerio del
mundo, que equivale a 7P v Q resulta verdadera pues —P es verdadera.
Se escribe -PvQ=V.

Esimportante aclarar que en este tema de ldgica, el lector no debe prestar mucha
atencion al mensaje que se manifiesta sino a la estructura que lo compone. De
esta manera es claro que la expresion “Hoy es lunes y la leche es blanca” no comu-
nican algo que pueda resultar “coherente” o “inteligente” para muchas personas,
sin embargo, desde el punto de vista logico tiene pleno sentido.

Se debe notar que en la elaboracion de las tablas de verdad de los operadores -,
Ay v (ver Pag. 4), se usaron diferentes numeros de filas o renglones. En el caso
del operador negacion - solo se utilizaron dos renglones (aparte del encabeza-
do) mientras que para los operadores A y v, se necesitaron 4 renglones (aparte
del encabezado). En general, si se trata de una proposicion simple o atomica (es
decir, que no involucra conectivos), se necesitan 2! renglones, de dos proposi-
ciones, 2° renglones, de tres proposiciones, 2° renglones y asi sucesivamente. A
continuacion, se muestran las tablas que generalmente se obtienen al trabajar
con una, dos o tres proposiciones.

i

:

i RO

im0

ar N R N R A R R N
ar R R N A N e N R R N
ar N N A e N e M e N

No esta mal considerar otros 6rdenes en cuanto a los valores de verdad de las
proposiciones, sin embargo, se recomienda que se adopte el orden anterior para
que el trabajo en equipo y la revision por parte de su tutor sea mas sencilla. Al
igual que ocurre con los operadores aritméticos, en los operadores logicos tam-
bién se sigue una prioridad de evaluacion y es —, A, v, es decir, primero se hacen
las negaciones, luego las conjunciones, y finalmente las disyunciones. Si se desea
alterar este orden, se pueden emplear los paréntesis (), [ ], o bien, las llaves { }.

Hacer la tabla de verdad para (pvg) A (pV q).

Solucion. Se debe notar que el uso de paréntesis en este caso es muy im-
portante. Si se remueven, se obtendria pv g pvV g, en cuyo caso, primero
se deberia calcular el valor de verdad de g A p (debido a la prioridad del
operador “A”) y luego, el del resto de la expresion.
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La siguiente es la tabla de verdad para E=(pv g)A(pV q).

pvq

M NN_<
NN
NN <
NN |N| W

Ejemplo 1.6

Hacer la tabla de verdad para (pA—g)vrv(pAq).
Soluciéon.En este caso se debe primero hallar el valor de verdad de
las expresiones entre paréntesis. Para realizar la tabla de verdad de
E=(pnA-qg)vrv(pAgq) se puede optar por hacer algunas designaciones que
faciliten el cdlculo.
E=(pnAnq)vrv(pAng)
——

——
A B

La tabla de verdad es como sigue:

plg|r|q|A|Avr |B|E
T|T|T| F | F T T|T
T|T|F| F |F F T|T
T|\F|\T| T |T| T |F|T
T|\F|F| T |T T F|T
F|\T|T| F |F T F|T
F|\T|F| F |F F F|F
F|\F|T| T |F T F|T
F|F|F| T |F| F |F|F

Los conectivos A, v y - son fundamentales en un sistema 16gico y generalmen-
te todo lenguaje de programacion de computadoras posee comandos o palabras
reservadas para estos conectivos.

En las siguientes secciones se estudian otros operadores binarios importantes.
Sin embargo, eventualmente se vera que dichos operadores se pueden expresar
de manera equivalente utilizando los operadores bdsicos -, A y v.

George Boole fue un matematico britanico (1815-1864) que contri-
buyd significativamente en los campos de la logica y la teoria de
conjuntos. Las aplicaciones del algebra de Boole son de suma im-
portancia para la computacion y el desarrollo tecnologico actual.

% Descargue un CDF: cédigo 10.



1.3. Ladisyuncién exclusiva Y

Este CDF permite estudiar el concepto de negacion, conjuncion y disyuncién usando
desigualdades.

% CDF en la Web: céodigo 11.

El Una explicacion en video sobre el uso del CDF anterior, se puede obtener utilizando
el cédigo numero 12.

% Descargue un CDF: cédigo 13.

Este CDF permite estudiar el concepto de negacidn, conjuncién y disyunciéon usando
tablas de verdad.

% CDF en la Web: codigo 14.

El Una explicacion en video sobre el uso del CDF anterior, se puede obtener utilizando
el c6digo nimero 15.

1.3 La disyuncion exclusiva v

Hay ciertas situaciones en la vida en la que dos cosas no pueden ser simultdnea-
mente verdaderas o falsas. Por ejemplo, la puerta no puede estar a la vez abierta
y cerrada, o también resulta claro que una persona no puede estar viva y muerta
al mismo tiempo. Es por esta razén que se introduce un nuevo operador que se
conoce como la disyuncion exclusivay se denota por V.

Definicion 1.5
Sean Py Q dos proposiciones cualesquiera. Los posibles valores de verdad
de PV Q se definen mediante la siguiente tabla:

P| Q| PYQ
V|V F
V|F 1%
F |V %
F|F| F

Ejemplo 1.7

Sea P:2+2=5,Q:1=1+0Yy R: V9=2. Halle el valor de verdad de las siguien-
tes proposiciones:

1) PVQ.
2) RVR.

3) "PV(RVYR).

Soluciéon.Dado que P=F, Q=V y R =F, entonces se tiene que:
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1) PYQ=FVYV=V,.
2) RYR=FVF=F.

3) " PV(RYR)=VVF=V.

% Descargue un CDF: cédigo 16.

Este CDF permite estudiar el concepto de negacion, conjuncion y disyuncion (la regular
y la exclusiva) usando desigualdades.

% CDF en la Web: cédigo 17.

E_; Una explicacién en video sobre el uso del CDF anterior, se puede obtener utilizando
el c6digo nimero 18.

1.4 La condicional —

En el lenguaje natural hay muchas expresiones dadas como reglas o recetas que
de alguna forma rescatan cierto trozo de conocimiento o sabiduria. Algunos e-
jemplos de estas expresiones son: “Si eres buena persona, te ird bien en la vida”,
“A quien madruga, Dios le ayuda”, entre otras. A continuacidn, se formaliza esta
idea introduciendo el operador implicacion.

Definicion 1.6
Dadas dos proposiciones Py Q, la proposicion condicional P — Q (también
conocida como la implicacion) se define mediante la siguiente tabla de

verdad:
PlQ|P—-Q
T | T T
T | F F
F| T T
F | F T

La expresiéon P — Q se suele leer como “Si P, entonces Q” o también “P
implica Q”.

Es importante justificar por qué la proposicidn condicional se define de esta for-
ma. Suponga que un amigo le promete a usted un helado si le ayuda con la tarea.
La unica forma en la que esta promesa resulte falsa es que usted ayude con la
tarea pero no obtenga un helado. Las otras posibilidades no hacen falsa la pro-
mesa. Otra forma de de verlo es aplicar el principio de que no se puede deducir
algo falso de algo verdadero.

Las proposiciones condicionales son sumamente importantes en computacion y
particularmente en el campo de la inteligencia artificial (fue tal vez la primera
opcion adoptada para modelar sistemas expertos, consultar [12]). Las condicio-
nales permiten registrar las reglas que rigen un proceso o procedimiento. Este

10
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tipo de proposicion P — Q se divide en dos partes en las que a P se le denomina el
antecedentey a Q, el consecuente. En la practica, si se tiene (por cierta) una regla
del tipo P — Q, cuando se sabe que P es verdadero, se concluye que Q (el conse-
cuentemente) también lo es. A este tipo de razonamiento se le denominamodus
ponensy se retomara de nuevo mas adelante (consultar también [4,10]).

En cuanto a la precedencia de la condicional, el orden es como sigue: =1, A. vV, — .

Ejemplo 1.8

Hacer la tabla de verdad para pv g — 1gq.
Solucion. La tabla corresponde a:

p|q|\pVvqg|q|pVvqg—4q
TIT| T F F
T F| T T T
F|T| T F F
F|F F T T
—
Hacer la tabla de verdad para (p —r)vagvpvgq.
Solucion.
plg|r |p—r|2q|pVvq|qvVpVvq|(p—1)VIqgVvpVvq
T|IT|T T F T T T
T|T|F F F T T T
TIF|T T T T T T
T|F| F F T T T T
F|T|T T F T T T
FIT|F| T F T T T
F|F|T T T F T T
F|F|F T T F T T
—

Ejemplo 1.10

Traducir las siguientes expresiones dadas en lenguaje natural a expresio-
nes ldgicas.

1) SiJuan viene mafiana, iremos al cine.
2) Si Miguelito come bien y estudia mucho, entonces crecera feliz.

3) Si Carlos no maneja con cuidado, se puede accidentar e ir a dar al
hospital.

11
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Solucion. Se puede empezar haciendo la designacion de las proposiciones
como sigue:

1) P:Juan viene mariana, Q: (Nosotros) iremos al cine. La traduccion po-
dria ser: P — Q.

2) P: Miguelito come bien, Q: (Miguelito) estudia mucho, R: (Miguelito)
crecerd feliz. La traduccion podria ser: PAQ — R.

3) P: Carlos maneja con cuidado, Q: (Carlos) se puede accidentar, R: (Car-

los) va a ir a dar al hospital. La traduccion podria ser: =P — (QAR).
—

Ellenguaje natural puede ser en muchos casos ambiguo. Para ser justos, es nece-
sario decir que en este tipo de ejercicios en los que se debe traducir del lenguaje
natural a expresiones légicas, pueden darse situaciones en las que la persona
que propone el ejercicio no aclara suficientemente la expresion. Por ejemplo, si
se pide traducir “voy a casa y almuerzo o me quedo”, no queda claro (para el in-
terlocutor) si se quiere decir “(voy a casa y almuerzo) o me quedo”, o bien, “voy
a casa y (almuerzo o me quedo)”.

Suponga que P: Hoy es lunes, Q: Yo debo lavar, R: Yo debo cocinar. Traducir
las siguientes expresiones logicas a lenguaje natural.

1) PAQ—R.
2) P-QVR.
3) =P —-(Q —R).

Solucién. Se debe aclarar que no hay una forma unica de hacer esta traduc-
cion. La siguiente es una entre otras:

1) PAQ— R: Si hoy es lunesy debo lavar, entonces debo cocinar.
2) P— Qv R: Si hoy es lunes, entonces debo lavar o cocinar.

3) =P — ~(Q — R): Si hoy no es lunes, entonces no es cierto que cuando lavo
entonces cocino.

En el lenguaje natural se tienen varias formas alternativas para referirse a la
proposicion p — g (se ejemplificara con la condicional: si llueve, me mojo):

1) g sip (me mojo sillueve). Se debe notar que en este caso se invierten las posiciones
del antecedente y del consecuente.

2) psolosig (llueve solo si me mojo).
3) p essuficiente para g (que llueva es suficiente para que me moje).

4) g esnecesario para p (quedar mojado es necesrio para que llueva).

12
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La lista anterior no es exhaustiva pero en lenguaje natural se debe tener pre-
sente que expresiones como P causa (produce, conduce a) Q y expresiones seme-
jantes se deben reconocer como P — Q. Ademas, el lector debe notar que segun
la expresion utilizada no siempre se brinda primero el antecedente y luego el
consecuente.

Definicion 1.7
A partir de una proposicién de la forma “si P, entonces Q”, o bien, P — Q
se pueden construir ciertas proposiciones derivadas.

* Conversa o reciproca: Si Q, entonces P, o bien, Q — P.
e Inversa: Sino P, entonces no Q, o bien, -P — —Q.

* Contrapositiva: Si no Q, entonces no P, 0 bien, -Q — —P.

Se vera después que solo la proposicion p — g y la proposicidon ~g — —p son (16gi-
camente) equivalentes.

Escriba la conversa, inversa y contrapositiva de la condicional “Si estudio
mucho, obtengo buenas notas”.
Solucién. Se puede definir P : estudio muchoy Q: obtengo buenas notas.

1) Conversa: Si obtengo buenas notas, entonces estudio mucho.
2) Inversa: Si no estudio mucho, no obtengo buenas notas.

3) Contrapositiva: Si no obtengo buenas notas, no estudio mucho.

% Descargue un CDF: cédigo 19.

r

Este CDF permite estudiar el concepto de negacion, conjuncién, disyuncién y condicio-
nal usando desigualdades. El simbolo = en este CDF se refiere a —.

% CDF en la Web: cédigo 20.

E; Una explicacion en video sobre el uso del CDF anterior, se puede obtener utilizando
el cadigo numero 21.

1.5 La equivalencia —

En el lenguaje natural generalmente hay varias formas de decir Io mismo usando
expresiones diferentes. Se reconocen como equivalentes porque resultan ser fal-
sas o verdaderas al mismo tiempo. Por ejemplo, la expresion “Si es tico, es costa-
rricense” es equivalente a “Sino es costarricense, no es tico”, solo por mencionar
un caso. También, hay expresiones que a veces se identifican como equivalentes
cuando no lo son, pues no son verdaderas o falsas al mismo tiempo. Por ejemplo,

13
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la expresion “Si eres aseado, te bafiaras todos los dias” no es equivalente a “Si no
eres aseado, no te bafiaras todos los dias” (¢;Por qué?)

Definicién 1.8
Sean P y Q dos proposiciones. Se define la bicondicional P —~ Q como
(P— Q) A(Q— P). Por lo tanto, la proposicidon P — Q tiene la siguiente ta-

bla de verdad:
P|Q|P-Q|Q—P|P=Q
T|T T T T
T|F F T F
F|T T F F
F|T T T T

Se observa entonces que P — Q es verdadero cuando Py Q coinciden en su valor
de verdad, y es falso, en cualquier otro caso. Al simbolo — se le llama también
doble implicacion o equivalencia.

En cuanto a la precedencia de una proposicion bicondicional, el orden es como
sigue: 7, A. v, —, <.

Ejemplo 1.13

Hacer la tabla de verdad para (P — Q) < (=P — Q).
Solucién. La tabla de verdad es:

P=Q[-P[Q] P=0| P=Q=(P—Q

Plo

T[T] T [F]|F T T
T|F| F |F|T T F
Fl[T| T |T|F F F
FIF| T |[T|T T T

Se nota asi que las expresion P — Q y la expresion =P — -Q no siempre coin-
ciden en sus valores de verdad.

Ejemplo 1.14

Hacer la tabla de verdad para P — Q < =P v Q.
Solucion. La tabla de verdad es como sigue:

PlelP—q|-P[-PvQ|P-Q=-PVQ
T[T| T |F| T T
T|F| F |F| F T
F|T| T |T| T T
FIF| T |T| T T

14
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Se nota asi que las expresion P — Q y la expresion —P v Q siempre coinciden
en sus valores de verdad.

Hacer la tabla de verdad para (Pv (P A Q)) < P.
Solucion. La tabla de verdad es como sigue:

’lID‘Q‘P/\Q‘PV(P/\Q) PPV (PAQ)
T[T| T T T
T|F| T T T
F|T| F F T
FIF| F F T

Se nota asi que las expresion Pv (P A Q) y la expresion P siempre coinciden
en sus valores de verdad.

En el lenguaje natural se tienen varias formas para referirse a la doble implica-
cién P - Q:

1) PsiysolosiQ.

2) QsiysolosiP.

3) Si P, entonces Q, y reciprocamente.

4) Si Q, entonces P, y reciprocamente.

5) P esuna condicidn necesaria y suficiente para Q.

6) Q es una condicion necesaria y suficiente para P.

% Descargue un CDF: cédigo 22.

Este CDF permite estudiar el concepto de negacién, conjuncién, disyuncién, la condi-
cional y la bicondicional usando desigualdades.

% CDF en la Web: cédigo 23.

El Una explicacion en video sobre el uso del CDF anterior, se puede obtener utilizando
el codigo numero 24.

% Descargue un CDF: cédigo 25.

Este CDF permite estudiar el concepto de negacién, conjuncién, disyuncién, la condi-
cional y la bicondicional usando tablas de verdad.

% CDF en la Web: cédigo 26.

15
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El Una explicacién en video sobre el uso del CDF anterior, se puede obtener utilizando
el cadigo nimero 27.

% Descargue un CDF: cédigo 28.

Este CDF permite hacer la tabla de verdad de una expresién Idgica que involucra nega-
cion, conjuncién, disyuncion, la condicional y la bicondicional.

% CDF en la Web: cédigo 29.

E’l Una explicacion en video sobre el uso del CDF anterior, se puede obtener utilizando
el c6digo nimero 30.

1.6 Clasificacion de proposiciones

En esta seccion se hace una clasificacion de una proposicion dependiendo de los
valores de verdad que presente. Hay muchas proposiciones que se forman com-
binando otras proposiciones mediante el uso de los operadores logicos. A estas
se les denomina proposiciones compuestas. Dichas proposiciones pueden exhibir
distintos valores de verdad dependiendo de los (valores de verdad) empleados.
Como se vera, hay tres posibles casos para estos valores y, es basado en ello, es
que se harad la clasificacion.

1.6.1 Tautologias

Definicion 1.9
Una proposicién & se dice una tautologia si su valor de verdad es siem-

preverdadero, sin importar las valores de verdad que se le asignen a las
proposiciones que la componen. Se tiene en este caso &2 = V, siempre.

En la préctica se reconoce que una proposicion compuesta &2 es una tautologia
si cuando se elabora la tabla de verdad asociada a ella, la ultima columna esta
compuesta exclusivamente de de simbolos “T” (o bien, simbolos “V”). Se nota en-
tonces que las proposiciones de los ejemplos 1.14 y 1.15 son tautologias mientras
que la del ejemplo 1.13, no lo es.

En el lenguaje natural se pueden encontrar numerosos ejemplos de tautologias:

1) Ana estd viva o muerta.
2) Carmen es mi madre o no es mi madre.

3) De cada cuatro estudiantes, dos son la mitad.

16
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Ejemplo 1.16

Verificar que 22 = P v =P es una tautologia.
Solucién. La tabla de verdad es como sigue:

plop|pvor]
T/ F|| T
FlT| T

Claramente en la ultima columna hay solo simbolos “7”. La proposicién &
es una tautologia.

Ejemplo 1.17

Verificar que ~(P A Q) < (7P Vv —Q) es una tautologia.
Solucién. La tabla de verdad es:

PlQ|PAQ|(PrQ) | P | -Q|-PvQ] —l(IPAQ)<—>—|Pv—|Q
T[T| T F F F T

ar B R
=] |

F F T T T T
T F T F T T
F F T T T T

Claramente en la ultima columna hay solo simbolos “7”. La proposicién &
es una tautologia.

Ejemplo 1.18

Verificar que [P— (Q— R)] < [(PAQ)— R] es una tautologia. Mostrar ade-
mas, sin embargo, que [(P — Q) — R] < [(PAQ) — R], no lo es.
Solucion. La tabla de verdad para £ = (P — (Q — R)) < (PAQ — R) es como Si-
gue:

P|Q|R|Q—-R|P-(Q—R |PAQ|PAQ—R |2

T|T|T T T T T T

T|T|F F F T F T

T|F|T T T F T T

T|F|F T T F T T

F|T|T T T F T T

F|T|F F T F T T

F|\F|T T T F T T

F|F|F T T F T T

17
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Claramente en la ultima columna hay solo simbolos “7”. La proposicion &
es una tautologia.

Con referencia a 2= (P — (Q— R)) < (PAQ — R), se tiene la siguiente tabla
de verdad:

P|Q|R|PAQ|PAQ—R|P—-Q|(P—-Q—R |2
T\ T|T| T T T T T
T|\T|F| T F T F T
T|\F|T| F T F T T
T|F|F| F T F T T
F|T|T| F T T T T
F|T|F| F T T F F
F|F|T| F T T T T
F|F|F| F T T F F

Se concluye asi que £ = (P — (Q — R)) < (PAQ — R) no es una tautologia. En
este caso los paréntesis hacen una diferencia muy importante.

Ejemplo 1.19

Determinar si la expresion W =P A (Q < R) A (R— S) es una tautologia.
Solucién. Hacer la tabla de verdad para W resulta un trabajo pesado e inne-
cesario. Es pesado porque al estar W formada por 4 proposiciones atomicas
se requieren 2* = 16 renglones. Y es innecesario porque al dar un vistazo a
W se nota que es una conjuncion de tres proposiciones. Si P es falso, W sera
falsa y esto permite concluir que no es una taulogia.

1.6.2 Contradicciones

En el lenguaje natural las contradicciones se refieren a ideas o expresiones que
“no tienen sentido”. Se formaliza aqui este concepto.

Definicion 1.10

Una proposicién & se dice una contradiccion si su valor de verdad es
siempre falso, sin importar las valores de verdad que se le asignen a las
proposiciones que la componen. Se tiene en este caso que & = F, siempre.

En la practica se reconoce que una proposicion compuesta 22 es una contradic-
cion si cuando se elabora la tabla de verdad asociada a ella, la ultima columna
esta compuesta exclusivamente de simbolos “F”.

18
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Ejemplo 1.20

Verificar que & = P A -P es una contradiccion.
Solucion. Con referencia a la proposicion & = P A - P, se tiene la siguiente ta-
bla de verdad:

P|-P|PA-P]
T| F F
F|T| F

Claramente en la ultima columna hay solo simbolos “F”. La proposicion &
es una contradiccion.

Determinar si (P — Q) — (P A Q) es una contradiccion.
Solucion. Con referencia a la proposicion & = (P — Q) < (P A—Q), se tiene la
siguiente tabla de verdad:

Plolr-q|-Q[Pre|7]
T[T] T F

s Ras Nl R illes

||

A

F F F
T T F
F T F

Claramente en la ultima columna hay solo simbolos “F”. La proposicion &
es una contradiccion.

Determinar sila expresion W =P A (Q < R) A (R— S) es una contradiccion.
Solucion. Este ejemplo es una continuacion del Ejemplo 1.19. Ya sea habia
visto que W no es una tautologia argumentando que si P es falso, entonces
W sera falsa.

Para ver que W no es una contradiccion se debe encontrar asignaciones
para P, Q y R para las que W sea verdadero. Esto requiere que:

P AN(Q—=RAR—-8=V

Asi, se puede poner P=V,Q=V,R=Vy S=V, para obtener:

VAVVIANV-V)=V
14 v

Se concluye por lo tanto, que W no es una contradiccidn.

19



Capitulo 1. Légica formal

1.6.3 Contingencias

Enellenguaje natural hay proposiciones que a veces son verdaderas y otras veces
falsas dependiendo del “contexto”. Se formaliza aqui esta idea.

Definicién 1.11

Una proposicion £ se dice una contingencia si su valor de verdad es en
algunos casos verdadero y en otros falso, dependiendo de los valores de
verdad que se le asignen a las proposiciones que la componen.

Enla practica se reconoce que una proposicion compuesta & es una contingencia
si cuando se elabora la tabla de verdad asociada a ella, la dltima columna esta
compuesta de simbolos “7” y “F”. Por lo menos uno de cada tipo.

Ejemplo 1.23

Determinar si P A (Q — R) es una contingencia.
Solucion. Con referencia a la proposicion 2 = P A (Q — R), Se tiene la siguiente
tabla de verdad:
'P|Q|R|Q—=R|PrQ-R)

T T|T T T

T|T|F F F

T F|T T T

T| F|F T T

F|T|T T F

F|T|F F F

F|F|T T F

F|F|F T F
Claramente en la ultima columna hay dos tipos de simbolos (“T” y “F”). La
proposicién £ es una contingencia.

—

Ejemplo 1.24

Determinar si la expresion W =P A (Q < R) A(R— S) es una contingencia.
Solucién. Este ejemplo es una continuacion de los Ejemplos 1.19 y 1.22. En
el Ejemplo 1.19 se vio que W no es una tautologia. En el Ejemplo 1.22 se
vio que W no es una contradiccidn. Se concluye entonces que la expresion
representada por W es una contingencia.

Se concluye este apartado indicando que las proposiciones pueden ser clasifica-
das en una de tres tipos: tautologia (solo “7”), contradiccion (solo “F”) o contin-
gencia (contiene los dos tipos de simbolos).

% Descargue un CDF: cédigo 31.
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