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Vorwort

Der vorliegende zweite Band dieses Lehrbuches vermit-
telt die grundlegenden Kenntnisse zur Berechnung von
Formänderungen sowie der Kraft- und Verformungszu-
stände statisch unbestimmter Tragwerke. Der überwie-
gende Teil des Inhalts ist aus den von mir an der Fach-
hochschule in Wismar gehaltenen Lehrveranstaltungen
entstanden. Das Buch richtet sich an Studenten des
Bauingenieurwesens. Vorausgesetzt werden Kenntnisse
der Berechnung statisch bestimmter Tragwerke, die im
Band 1 behandelt wurden.

Es werden in Kapitel 1 zunächst die Grundlagen zur
Berechnung von Formänderungen stabförmiger Trag-
werke vermittelt. Ausgehend von den der Berechnung
stabförmiger Bauteile zugrunde liegenden Hypothesen
werden die Grundgleichungen der Stabtheorie hergelei-
tet. Ein weiteres Thema dieses Kapitels ist die Berech-
nung einzelner Verformungen mit dem Prinzip der virtu-
ellen Kräfte und die Ermittlung von Biegelinien. 

Die klassischen Verfahren zur Berechnung statisch
unbestimmter Systeme sind das Kraftgrößenverfahren
und das Weggrößenverfahren. Beide Methoden werden
auf anschaulichem Wege ausführlich erläutert. Das
Kraftgrößenverfahren wird in Kapitel 2 dargestellt, das
Drehwinkelverfahren als Spezialfall des allgemeinen
Weggrößenverfahrens ist Inhalt von Kapitel 3. Sowohl
beim Kraftgrößen- als auch beim Drehwinkelverfahren
werden neben der Beanspruchung durch äußere Kraft-
größen auch Verformungseinwirkungen ausführlich
behandelt. 

Die Ermittlung von Einflusslinien für Schnittgrößen und
Verformungen statisch unbestimmter Systeme wird in
Kapitel 4 dargestellt und erfolgt auf der Grundlage beider
Berechnungsmethoden. 

Anhand vieler vollständig durchgerechneter Beispiele
wird die Anwendung der theoretischen Grundlagen in
jedem Kapitel anschaulich erläutert.

Obwohl das Lehrgebiet der Baustatik durch den Einsatz
des Computers einen Wandel erfahren hat, ist die Baus-
tatik als Grundlagenfach für den Konstruktiven Ingeni-
eurbau nach wie vor unverzichtbar. Das Verständnis des

Trag- und Verformungsverhaltens einer Konstruktion
kann nicht durch den Einsatz von Software ersetzt wer-
den. Nur solide Kenntnisse der Baustatik ermöglichen
den Entwurf sicherer, gebrauchstauglicher und wirt-
schaftlicher Tragwerke.

Es ist nicht Ziel dieses Buches, die Statik der Stabtrag-
werke umfassend darzustellen, sondern vielmehr in die
Methoden zur Berechnung von Verformungen und sta-
tisch unbestimmter Tragwerke einzuführen und damit die
Grundlage für ein vertieftes Studium der Baustatik zu
schaffen. Um einen anschaulichen Zugang zu den
Berechnungsverfahren zu ermöglichen und um den Abs-
traktionsgrad niedrig zu halten, wird auf die Darstellung
matrizieller Methoden bewusst verzichtet. 

Die klassischen Verfahren fördern durch ihre Anschau-
lichkeit das Verständnis des Tragverhaltens insbeson-
dere statisch unbestimmter Systeme. Es ist daher wich-
tig, dass die Vermittlung der Berechnungsmethoden
nicht auf die Anwendung rezeptartiger Algorithmen aus-
gerichtet ist. Spezielle Methoden, die darauf abzielen,
die Auflösung von Gleichungssystemen mit vielen Unbe-
kannten zu vermeiden, werden nicht behandelt, da die-
ser Aspekt heutzutage bedeutungslos ist.

Es wird beim Lesen dieses Buches sicher manche Stel-
len geben, bei denen sich das erwünschte Verständnis
nicht unmittelbar einstellt. Oft ist es dann hilfreich, die
Zusammenhänge zunächst in der Anwendung auf ein
konkretes Beispiel zu betrachten und danach den nicht
richtig verstandenen Abschnitt nochmals zu lesen. 

Selbst wenn die Berechnung der Beispiele nachvollzo-
gen werden kann, ist es doch etwas völlig anderes, vor
dem leeren Blatt Papier zu sitzen und den richtigen
Ansatz zur Lösung finden zu müssen. Darum enthält
auch dieses Buch zahlreiche Übungsaufgaben, die die
so wichtige eigenständige Übung des Lehrstoffes
ermöglichen. Die Lösungen sind am Ende des Buches
angegeben. Die vollständigen Lösungswege sind im
Internet unter http://www.bau.hs-wismar.de/Dallmann
oder unter https://plus.hanser-fachbuch.de/ zu finden.
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Ich wünsche mir, dass dieses Buch den Lesern zu dem
erhofften Lernerfolg verhilft und würde mich über Hin-
weise, und Anregungen zur Verbesserung des Inhalts
sehr freuen.
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besonders Frau Christine Fritzsch vom Carl Hanser Ver-
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1 Berechnung der Weggrößen 
stabförmiger Tragwerke

1.1 Einführung

Jedes Tragwerk verformt sich infolge vorhandener Ein-
wirkungen. Die Modellvorstellung des starren Körpers,
von der wir in Baustatik 1 ausgegangen sind, muss auf-
gegeben werden, um Verformungen in die Betrachtun-
gen einbeziehen zu können. 

Warum müssen Verformungen überhaupt berechnet
werden?

Bauwerke müssen nicht nur tragfähig, sondern auch
gebrauchstauglich sein. Um die Gebrauchstauglichkeit
eines Bauwerks gewährleisten zu können, müssen die
Verformungen des Tragwerks beschränkt bleiben. Die
Kenntnis der Verformungen ist also wichtig, um beurtei-
len zu können, ob ihre Größe die Nutzung des Bauwerks
nicht beeinträchtigt.

Obwohl die Schnittgrößen bei statisch bestimmten Sys-
temen nur mithilfe von Gleichgewichtsbedingungen
ermittelt werden konnten, haben wir die aus der mecha-
nischen Wirkung des Momentes resultierende Biegung
der stabförmigen Bauteile als wichtiges Hilfsmittel für die
Veranschaulichung des Tragverhaltens kennen gelernt.

Statisch unbestimmte Tragwerke können nur dann
berechnet werden, wenn die Verformungen des Trag-
werks berücksichtigt werden. Da bei statisch unbestimm-
ten Systemen die Gleichgewichtsbedingungen nicht aus-
reichen, um die Schnittgrößen zu ermitteln, müssen als
zusätzliche Gleichungen Verformungsbedingungen for-
muliert werden.

Auch wenn wir nicht mehr davon ausgehen, dass der
Körper unverformbar, also starr ist, setzen wir jedoch
voraus, dass die Verformungen so klein sind, dass ihr
Einfluss auf die Ermittlung der Schnittgrößen vernach-
lässigt werden kann. Die Gleichgewichtsbedingungen
werden in Bezug auf das unverformte Tragwerk formu-
liert, man nennt dies Theorie I. Ordnung. 

Zur Erläuterung der Zusammenhänge betrachten wir
den Kragträger in Bild 1.1. Im oberen Teil des Bildes

ergibt sich das Auflagermoment im Einspannpunkt unter
der Annahme des starren Kragträgers ohne Einfluss der
Horizontalkraft , da diese keinen Hebelarm bezüglich
des Auflagerpunktes hat. 

Berücksichtigen wir bei der Formulierung der Gleichge-
wichtsbedingungen, dass sich der Kragträger infolge der
Vertikalkraft verformt, wie in Bild 1.1 unten dargestellt ist,
ergibt sich für das Auflagermoment ein zusätzlicher
Anteil infolge der Horizontalkraft , da aufgrund der
Durchbiegung  ein Hebelarm entstanden ist. Die
Berücksichtung dieses Einflusses wird mit Theorie II.
Ordnung bezeichnet. Die Bedeutung dieses Einflusses
für die Schnittgrößen ist von der Größe des Produkts

 abhängig. Wir gehen in diesem Buch davon aus,
dass die Verformung und die Normalkräfte so klein sind,
dass die Gleichgewichtsbedingungen in Bezug auf das
unverformte Tragwerk formuliert werden können. Die
Größe der Verformung muss daher bekannt sein, um zu
beurteilen, ob sie für die Formulierung des Gleichge-
wichts von Bedeutung ist.

Bild 1.1 Einfluss der Verformungen auf die Schnittgrößen

Verformungen werden also benötigt:

• zum Nachweis der Gebrauchstauglichkeit eines Bau-
werkes

• zur Berechnung statisch unbestimmter Systeme (Ver-
formungsbedingungen des Kraftgrößenverfahrens)

• zur Beurteilung des Einflusses der Verformung auf
die Schnittgrößen (Theorie II. Ordnung)
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Wir werden in diesem Buch nur Stabtragwerke betrach-
ten. Das sind Tragwerke, die aus linienförmigen Bautei-
len, also aus Stäben bestehen. Wie im Folgenden darge-
stellt wird, kann bei stabförmigen Bauteilen aus der
Verformung der Stabachse auf die Verformung des
gesamten Bauteils geschlossen werden.

1.2 Weggrößen

In Analogie zu inneren und äußeren Kräften unterschei-
det man innere und äußere Weggrößen.

Äußere Weggrößen sind Verformungen, die an einem
Bauteil von außen sichtbar sind bzw. sichtbar gemacht
werden können. Beispiele äußerer Weggrößen sind Ver-
schiebungen einzelner Punkte eines Bauteils oder Ver-
drehungen von Punkten der Schwerachse stabförmiger
Bauteile.

Innere Weggrößen sind den inneren Kraftgrößen, also
den Schnittgrößen zugeordnet. Es sind bezogene Grö-
ßen, wie z. B. die Dehnung eines Stabes infolge einer
Normalkraft. Allgemein werden die inneren Weggrößen
als Verzerrungen bezeichnet. 

1.3 Formänderungen

Jedes Bauteil ist ein dreidimensionaler Körper. Jeder
Punkt seines Volumens kann sich in den drei Koordina-
tenrichtungen des Raumes bewegen. Die hier betrachte-
ten stabförmigen Bauteile sind dadurch gekennzeichnet,
dass eine Abmessung groß gegenüber den beiden
anderen ist. Die Stablänge ist viel größer als die Abmes-
sungen des Querschnittes.

Ziel der folgenden Betrachtungen ist es, den Verfor-
mungszustand des dreidimensionalen Körpers „Stab“
durch die Verformungen der Stabachse zu beschreiben.
Dies gelingt durch Annahmen, also durch Hypothesen,
wie in den nächsten Abschnitten dargestellt wird.

1.3.1 Formänderungen infolge von Dehnung

Wird ein Stab nur durch Normalkräfte beansprucht, kann
unterstellt werden, dass in gewisser Entfernung von
Punkten, in denen die Lasteinleitung erfolgt, die Verfor-
mungen aller Querschnittspunkte gleich sind. Aufgrund
dieser Hypothese kann der gesamte Verformungszu-

stand des Stabes durch die Verformung der Schwer-
achse beschrieben werden.

1.3.1.1 Kinematik

Die kinematischen oder geometrischen Beziehungen
verknüpfen die inneren Weggrößen, also die Dehnungen
bzw. allgemein Verzerrungen mit den äußeren Weggrö-
ßen, in diesem Fall die Axialverschiebung 

Wir betrachten das differenzielle Element in Bild 1.2. Die
unverformte Lage, auch Referenzkonfiguration genannt,
ist schwarz dargestellt. Durch die Beanspruchung wird
der Stab in Richtung seiner Achse um den Wert u ver-
schoben. An der Stelle  hat sich die Verschiebung
um einen differenziellen Zuwachs verändert und beträgt

. Durch die differenzielle Änderung hat sich die
Länge des Elementes um den Wert  vergrößert, das
Element wird gedehnt. 

Bild 1.2 Differenzielles Element mit konstanter Dehnungs-
verteilung

Die Dehnung ist der Quotient aus Verlängerung und
Ursprungslänge:

(1.1)

1.3.1.2 Stoffgesetz

Die elastischen Dehnungen hängen mit den Spannun-
gen über das Werkstoffgesetz zusammen. Es wird im
Rahmen dieses Buches nur das Hookesche1 Gesetz
betrachtet, also linear elastisches Werkstoffverhalten
vorausgesetzt. Der Proportionalitätsfaktor zwischen
Dehnung und Spannung ist der Elastizitätsmodul . 

1 Robert Hooke (1635 – 1703), britischer Physiker
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1
Sind die Dehnungen im Querschnitt konstant, so folgt
daraus auch eine konstante Spannungsverteilung im
Querschnitt:

(1.2)

Ein zusätzlicher, über den Querschnitt konstanter Deh-
nungsanteil ergibt sich aus einer gleichmäßigen Tempe-
raturänderung . Der Begriff Temperaturänderung
bedeutet, dass sich die Temperatur zwischen zwei Zeit-
punkten geändert hat. Die Dehnung infolge der Tempe-
raturbeanspruchung ist der Temperaturänderung 
proportional. Der Proportionalitätsfaktor  ist eine
Werkstoffkonstante, er wird auch als Temperaturausdeh-
nungskoeffizient bezeichnet

(1.3)

Die gesamte Dehnung des Materials ist die Summe bei-
der Anteile:

(1.4)

1.3.1.3 Verträglichkeit 

Die Verträglichkeitsbedingung besagt, dass die Dehnung
aus der kinematischen Beziehung in Gl. (1.1) gleich der
Dehnung aus der werkstofflichen Beziehung in Gl. (1.4)
sein muss.

Damit ergibt sich die Differenzialgleichung 1. Ordnung
für die Längsverschiebung u:

(1.5)

Die zweite Ableitung der Verschiebung lautet:

 für (1.6)

1.3.1.4 Gleichgewicht

Der differenzielle Zusammenhang zwischen der Normal-
kraft und der verteilten Belastung in Richtung der Stab-
achse ergab sich in Baustatik 1 zu:

(1.7)

Daraus folgt die Differenzialgleichung 2. Ordnung des
Dehnstabes durch Einsetzen von Gl. (1.7) in Gl. (1.6):

(1.8)

Eine Übersicht über die Differenzialgleichungen des
Dehnstabes ist in Tabelle 1.1 angegeben.

Für den in Bild 1.3 dargestellten einseitig festgehaltenen
Dehnstab ist der Verschiebungsverlauf infolge Eigenge-
wicht zu ermitteln.

Bild 1.3 Einseitig festgehaltener Dehnstab unter Eigengewicht

Der Normalkraftverlauf lässt sich unmittelbar aus Gleich-
gewichtsbedingungen aufschreiben:

Die Ermittlung der Integrationskonstanten c erfolgt durch
Anpassung an die Randbedingung 
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Damit liegt der Verschiebungsverlauf fest:

Die Verschiebung ist anschaulich am freien Stabende
maximal, also an der Stelle   Mathematisch ent-
spricht dies der Nullstelle der Ableitung des Verschie-
bungsverlaufes  die der Normalkraftfunktion pro-
portional ist, siehe Gl. (1.5).

Bild 1.4 Verlauf von Längsverschiebung und Normalkraft

Für den in Bild 1.5 dargestellten beidseitig festgehalte-
nen Dehnstab ist der Verschiebungsverlauf infolge der
linear verteilten Streckenlast zu ermitteln.

Bild 1.5 Beidseitig festgehaltener Dehnstab mit linear verteilter 
Belastung

Für diese Lagerung lässt sich die Normalkraft nicht mehr
aus Gleichgewichtsbedingungen ermitteln, da zur Ermitt-
lung von zwei unbekannten Auflagerkräften nur eine
Gleichgewichtsbedingung (  in Richtung der
Stabachse) zur Verfügung steht. Es muss daher von der

Differenzialgleichung 2. Ordnung, Gl. (1.8), ausgegan-
gen werden:

Die Lastfunktion  wird durch die folgende Gera-
dengleichung beschrieben:

Diese Differenzialgleichung kann durch zweimalige Inte-
gration gelöst werden, wobei zwei unbekannte Integrati-
onskonstante auftreten, die durch Anpassen der Lösung
an die Randbedingungen ermittelt werden.

 

Randbedingungen:  

Damit liegt der Verschiebungsverlauf fest:

Der Normalkraftverlauf folgt aus der Ableitung der Ver-
schiebung:

Die Verschiebung ist dort maximal, wo ihre Ableitung,
also die Normalkraft, gleich null ist:
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1
Daraus folgt die maximale Verschiebung mit:

 

Bild 1.6 Verlauf von Längsverschiebung und Normalkraft

1.3.2 Formänderungen infolge von Bie-
gung und Temperaturdifferenz

Auch im Fall der Biegebeanspruchung lassen sich die
Verformungen des dreidimensionalen Bauteils „Balken“
durch eine Hypothese aus den Verformungen der
Schwerachse ableiten. Diese nach Jakob Bernoulli1

benannte Hypothese unterstellt, dass die Querschnitte
auch nach der Verformung eben und senkrecht zur
Schwerachse bleiben. 

In Bild 1.7 ist die Biegeverformung eines einfachen Bal-
kens dargestellt. Die dargestellten geraden Linien, die
vor der Verformung senkrecht zur Balkenachse sind,
sind auch nach der Verformung Geraden und senkrecht
zur Balkenachse. 

Bild 1.7 Verformungen des Bernoullischen Balkenmodells

1.3.2.1 Kinematik

Gesucht ist der Zusammenhang zwischen der Krüm-
mung des Balkens als innere Weggröße und der Ver-
schiebung der Balkenachse als äußere Weggröße.

Wir betrachten zur Herleitung der kinematischen Bezie-
hungen das differenzielle Balkenelement in Bild 1.8. Auf-
grund der Wirkung des Biegemoments wird die untere
Faser des Elements gezogen und verlängert sich. Ent-
sprechend wird die obere Faser gedrückt und dadurch
verkürzt. Die Querschnittslinien bleiben nach der Ber-
noulli-Hypothese auch im verformten Zustand gerade
und sind senkrecht zur Schwerachse. Ersetzen wir die
Kurve, die die Verformung der Schwerachse beschreibt,
durch den Krümmungskreis, bilden alle Fasern des Bal-
kenelements Segmente konzentrischer Kreise mit glei-
chem Zentriwinkel 

Da wir eine reine Momentenbeanspruchung vorausset-
zen, wird die Schwerachse des Balkens nicht gedehnt
und behält ihre ursprüngliche Länge . Eine Faser des
Balkenelements in einer beliebigen Höhe z hat die
Länge  Aufgrund der Ähnlichkeit der Kreisausschnitte
folgt die Beziehung:

Bild 1.8 Differenzielles Balkenelement in verformter Lage

Die Dehnung der betrachteten Faser an der Stelle z
beträgt:

1 Jakob Bernoulli (1655 – 1705), Schweizer Mathematiker
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16 1 Berechnung der Weggrößen stabförmiger Tragwerke

Mit  folgt:

(1.9)

Die Dehnungen sind aufgrund der Bernoulli-Hypothese
linear über den Querschnitt verteilt. Die Steigung der
Geradengleichung ist der Reziprokwert des Krüm-
mungsradius, also die Krümmung . 

(1.10)

Die Krümmung einer Kurve gibt an, wie sich die Neigung
ihrer Tangente mit zunehmender Bogenlänge ändert.

Durch Anwendung der Kettenregel folgt:

Mit  ergibt sich:

Die Ableitung  ist gleich dem Anstieg der Tangente an
die Biegelinie, siehe Bild 1.9. Daher gilt:

 bzw. 

Bild 1.9 Geometrische Beziehungen an verformter Stabachse

Damit folgt:

Die Krümmung der Biegelinie wird somit:

(1.11)

Wir werden uns im Folgenden auf die Betrachtung klei-
ner Verformungen beschränken. Diese Voraussetzung
vereinfacht die Zusammenhänge erheblich und ist des-
wegen zulässig, da Tragwerke so ausgelegt werden
müssen, dass die Gebrauchstauglichkeit gewährleistet
ist.

Unter dieser Annahme ist die Neigung  der Biegelinie
so klein, dass ihr Quadrat gegenüber eins vernachlässigt
werden kann, d. h.  Damit vereinfacht sich Gl.
(1.11) zu:

(1.12)

1.3.2.2 Stoffgesetz

Wir setzen linear-elastisches Werkstoffverhalten, also
die Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes voraus. Der
Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung ist
damit:

 bzw. 

Ersetzen wir in Gl. (1.9) die Dehnung durch die Span-
nung, dann ergibt sich:

 bzw. 

Der Index M bei  bedeutet, dass die Dehnung durch
das Moment verursacht wird. 

Im Hauptachsensystem gilt:

Daraus folgt für die Krümmung:

 bzw. (1.13)
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1Das Biegemoment ist der Krümmung der Biegelinie
proportional. Der Proportionalitätsfaktor ist die Bie-
gesteifigkeit EI.

Ein zusätzlicher Krümmungsanteil wird von einer Tempe-
raturdifferenz  zwischen unterer und oberer Balken-
seite erzeugt. Zur Erläuterung dieser Einwirkung
betrachten wir den Temperaturverlauf in Bild 1.10, der in
guter Näherung als linear angenommen werden kann.
Dieser Verlauf wird in die dargestellten beiden Anteile
zerlegt. 

Bild 1.10 Aufteilung des linearen Temperaturverlaufs 

Der konstante Anteil mit der Temperatur in Höhe der
Schwerachse stellt eine gleichmäßige Temperaturbean-
spruchung dar, die eine konstante Dehnung im gesam-
ten Querschnitt bewirkt. Diese Einwirkung wurde bereits
in Abschnitt 1.3.1 behandelt. 

Der lineare Anteil ist in Höhe der Schwerachse gleich
null und erzeugt einen linearen Dehnungsverlauf.

Mit  folgt:

Die gesamte Krümmung ist die Summe beider Anteile:

(1.14)

1.3.2.3 Verträglichkeit

Die Krümmung aus der kinematischen Beziehung in Gl.
(1.12) muss der Krümmung aus dem Materialgesetz in
Gl. (1.14) entsprechen. Daraus folgt die Differenzialglei-
chung zweiter Ordnung des Bernoullischen Balkens:

(1.15)

Unter Voraussetzung der Annahme infinitesimal kleiner
Verformungen betrachten wir nochmals Bild 1.8. Für infi-
nitesimal kleine Winkel gilt  Damit folgt
aus der Neigungsänderung  des Querschnitts die
Verlängerung einer Querschnittsfaser an der Stelle z zu:

Die Dehnung ist damit:

In linearisierter Form ( ) gilt: 

(1.16)

Daraus folgt:

Unter Berücksichtigung von:

ergibt sich:

, also wiederum Gl. (1.15).

Unter Berücksichtigung der linearisierten kinematischen
Beziehungen ist in Bild 1.8 die Länge der gekrümmten
Biegelinie ungefähr gleich der differenziellen Abmessung

. Damit gilt für die Winkeländerung  näherungs-
weise:

 (1.17)

Mit  folgt 
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