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Vorwort

Der vorliegende zweite Band dieses Lehrbuches vermit-
telt die grundlegenden Kenntnisse zur Berechnung von
Forméanderungen sowie der Kraft- und Verformungszu-
sténde statisch unbestimmter Tragwerke. Der Uberwie-
gende Teil des Inhalts ist aus den von mir an der Fach-
hochschule in Wismar gehaltenen Lehrveranstaltungen
entstanden. Das Buch richtet sich an Studenten des
Bauingenieurwesens. Vorausgesetzt werden Kenntnisse
der Berechnung statisch bestimmter Tragwerke, die im
Band 1 behandelt wurden.

Es werden in Kapitel 1 zundchst die Grundlagen zur
Berechnung von Forméanderungen stabférmiger Trag-
werke vermittelt. Ausgehend von den der Berechnung
stabférmiger Bauteile zugrunde liegenden Hypothesen
werden die Grundgleichungen der Stabtheorie hergelei-
tet. Ein weiteres Thema dieses Kapitels ist die Berech-
nung einzelner Verformungen mit dem Prinzip der virtu-
ellen Kréafte und die Ermittlung von Biegelinien.

Die klassischen Verfahren zur Berechnung statisch
unbestimmter Systeme sind das KraftgréBenverfahren
und das WeggrdBenverfahren. Beide Methoden werden
auf anschaulichem Wege ausfuhrlich erldutert. Das
KraftgroBenverfahren wird in Kapitel 2 dargestellt, das
Drehwinkelverfahren als Spezialfall des allgemeinen
WeggrdBenverfahrens ist Inhalt von Kapitel 3. Sowohl
beim KraftgréBen- als auch beim Drehwinkelverfahren
werden neben der Beanspruchung durch duBere Kraft-
gréBen auch Verformungseinwirkungen ausfihrlich
behandelt.

Die Ermittlung von Einflusslinien fiir SchnittgréBen und
Verformungen statisch unbestimmter Systeme wird in
Kapitel 4 dargestellt und erfolgt auf der Grundlage beider
Berechnungsmethoden.

Anhand vieler vollstdndig durchgerechneter Beispiele
wird die Anwendung der theoretischen Grundlagen in
jedem Kapitel anschaulich erlautert.

Obwohl das Lehrgebiet der Baustatik durch den Einsatz
des Computers einen Wandel erfahren hat, ist die Baus-
tatik als Grundlagenfach fir den Konstruktiven Ingeni-
eurbau nach wie vor unverzichtbar. Das Verstéandnis des

Trag- und Verformungsverhaltens einer Konstruktion
kann nicht durch den Einsatz von Software ersetzt wer-
den. Nur solide Kenntnisse der Baustatik ermdglichen
den Entwurf sicherer, gebrauchstauglicher und wirt-
schaftlicher Tragwerke.

Es ist nicht Ziel dieses Buches, die Statik der Stabtrag-
werke umfassend darzustellen, sondern vielmehr in die
Methoden zur Berechnung von Verformungen und sta-
tisch unbestimmter Tragwerke einzufiihren und damit die
Grundlage fir ein vertieftes Studium der Baustatik zu
schaffen. Um einen anschaulichen Zugang zu den
Berechnungsverfahren zu erméglichen und um den Abs-
traktionsgrad niedrig zu halten, wird auf die Darstellung
matrizieller Methoden bewusst verzichtet.

Die klassischen Verfahren férdern durch ihre Anschau-
lichkeit das Verstdndnis des Tragverhaltens insbeson-
dere statisch unbestimmter Systeme. Es ist daher wich-
tig, dass die Vermittlung der Berechnungsmethoden
nicht auf die Anwendung rezeptartiger Algorithmen aus-
gerichtet ist. Spezielle Methoden, die darauf abzielen,
die Aufldsung von Gleichungssystemen mit vielen Unbe-
kannten zu vermeiden, werden nicht behandelt, da die-
ser Aspekt heutzutage bedeutungslos ist.

Es wird beim Lesen dieses Buches sicher manche Stel-
len geben, bei denen sich das erwinschte Verstandnis
nicht unmittelbar einstellt. Oft ist es dann hilfreich, die
Zusammenhénge zunéchst in der Anwendung auf ein
konkretes Beispiel zu betrachten und danach den nicht
richtig verstandenen Abschnitt nochmals zu lesen.

Selbst wenn die Berechnung der Beispiele nachvollzo-
gen werden kann, ist es doch etwas véllig anderes, vor
dem leeren Blatt Papier zu sitzen und den richtigen
Ansatz zur Lésung finden zu missen. Darum enthélt
auch dieses Buch zahlreiche Ubungsaufgaben, die die
so wichtige eigenstandige Ubung des Lehrstoffes
ermdglichen. Die Lésungen sind am Ende des Buches
angegeben. Die vollstandigen Ldsungswege sind im
Internet unter http.//www.bau.hs-wismar.de/Dallmann
oder unter https://plus.hanser-fachbuch.de/ zu finden.
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1 Berechnung der WeggroéBen
stabformiger Tragwerke

1.1 Einfuhrung

Jedes Tragwerk verformt sich infolge vorhandener Ein-
wirkungen. Die Modellvorstellung des starren Kérpers,
von der wir in Baustatik 1 ausgegangen sind, muss auf-
gegeben werden, um Verformungen in die Betrachtun-
gen einbeziehen zu kénnen.

Warum missen Verformungen uberhaupt berechnet
werden?

Bauwerke missen nicht nur tragféhig, sondern auch
gebrauchstauglich sein. Um die Gebrauchstauglichkeit
eines Bauwerks gewéhrleisten zu kénnen, miissen die
Verformungen des Tragwerks beschrénkt bleiben. Die
Kenntnis der Verformungen ist also wichtig, um beurtei-
len zu kénnen, ob ihre GréBe die Nutzung des Bauwerks
nicht beeintrachtigt.

Obwohl die SchnittgréBen bei statisch bestimmten Sys-
temen nur mithilfe von Gleichgewichtsbedingungen
ermittelt werden konnten, haben wir die aus der mecha-
nischen Wirkung des Momentes resultierende Biegung
der stabférmigen Bauteile als wichtiges Hilfsmittel fur die
Veranschaulichung des Tragverhaltens kennen gelernt.

Statisch unbestimmte Tragwerke kénnen nur dann
berechnet werden, wenn die Verformungen des Trag-
werks berlcksichtigt werden. Da bei statisch unbestimm-
ten Systemen die Gleichgewichtsbedingungen nicht aus-
reichen, um die SchnittgréBen zu ermitteln, missen als
zusétzliche Gleichungen Verformungsbedingungen for-
muliert werden.

Auch wenn wir nicht mehr davon ausgehen, dass der
Koérper unverformbar, also starr ist, setzen wir jedoch
voraus, dass die Verformungen so klein sind, dass ihr
Einfluss auf die Ermittlung der SchnittgréBen vernach-
lassigt werden kann. Die Gleichgewichtsbedingungen
werden in Bezug auf das unverformte Tragwerk formu-
liert, man nennt dies Theorie I. Ordnung.

Zur Erlauterung der Zusammenhénge betrachten wir
den Kragtréger in Bild 1.1. Im oberen Teil des Bildes

ergibt sich das Auflagermoment im Einspannpunkt unter
der Annahme des starren Kragtrdgers ohne Einfluss der
Horizontalkraft F,, da diese keinen Hebelarm beziiglich
des Auflagerpunktes hat.

Berlcksichtigen wir bei der Formulierung der Gleichge-
wichtsbedingungen, dass sich der Kragtrager infolge der
Vertikalkraft verformt, wie in Bild 1.1 unten dargestellt ist,
ergibt sich fur das Auflagermoment ein zusatzlicher
Anteil infolge der Horizontalkraft F,, da aufgrund der
Durchbiegung 6 ein Hebelarm entstanden ist. Die
Berucksichtung dieses Einflusses wird mit Theorie II.
Ordnung bezeichnet. Die Bedeutung dieses Einflusses
fur die SchnittgréBen ist von der GréBe des Produkts
F, -8 abhangig. Wir gehen in diesem Buch davon aus,
dass die Verformung und die Normalkréafte so klein sind,
dass die Gleichgewichtsbedingungen in Bezug auf das
unverformte Tragwerk formuliert werden kdénnen. Die
GroBe der Verformung muss daher bekannt sein, um zu
beurteilen, ob sie fir die Formulierung des Gleichge-
wichts von Bedeutung ist.

M,=F,1 va

(% -
1 Fn
| / |

M, = F, i+F,-8 lF

S

| ! |

v
l&
Fl’l

Bild 1.1 Einfluss der Verformungen auf die SchnittgréBen

Verformungen werden also benétigt:

e zum Nachweis der Gebrauchstauglichkeit eines Bau-
werkes

e zur Berechnung statisch unbestimmter Systeme (Ver-
formungsbedingungen des KraftgroBenverfahrens)

e zur Beurteilung des Einflusses der Verformung auf
die SchnittgréBen (Theorie II. Ordnung)
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1 Berechnung der WeggréBen stabférmiger Tragwerke

Wir werden in diesem Buch nur Stabtragwerke betrach-
ten. Das sind Tragwerke, die aus linienférmigen Bautei-
len, also aus Stdben bestehen. Wie im Folgenden darge-
stellt wird, kann bei stabférmigen Bauteilen aus der
Verformung der Stabachse auf die Verformung des
gesamten Bauteils geschlossen werden.

1.2

In Analogie zu inneren und &uBeren Kréften unterschei-
det man innere und duBere WeggréBen.

WeggroBen

AuBere WeggréBen sind Verformungen, die an einem
Bauteil von auBen sichtbar sind bzw. sichtbar gemacht
werden kénnen. Beispiele duBerer WeggréBen sind Ver-
schiebungen einzelner Punkte eines Bauteils oder Ver-
drehungen von Punkten der Schwerachse stabférmiger
Bauteile.

Innere WeggréBen sind den inneren KraftgréBen, also
den SchnittgréBen zugeordnet. Es sind bezogene Gro-
Ben, wie z. B. die Dehnung eines Stabes infolge einer
Normalkraft. Allgemein werden die inneren WeggréBen
als Verzerrungen bezeichnet.

1.3

Jedes Bauteil ist ein dreidimensionaler Koérper. Jeder
Punkt seines Volumens kann sich in den drei Koordina-
tenrichtungen des Raumes bewegen. Die hier betrachte-
ten stabférmigen Bauteile sind dadurch gekennzeichnet,
dass eine Abmessung grof3 gegeniuber den beiden
anderen ist. Die Stablénge ist viel gréBer als die Abmes-
sungen des Querschnittes.

Forméanderungen

Ziel der folgenden Betrachtungen ist es, den Verfor-
mungszustand des dreidimensionalen Kérpers ,Stab“
durch die Verformungen der Stabachse zu beschreiben.
Dies gelingt durch Annahmen, also durch Hypothesen,
wie in den nachsten Abschnitten dargestellt wird.

1.3.1

Wird ein Stab nur durch Normalkréfte beansprucht, kann
unterstellt werden, dass in gewisser Entfernung von
Punkten, in denen die Lasteinleitung erfolgt, die Verfor-
mungen aller Querschnittspunkte gleich sind. Aufgrund
dieser Hypothese kann der gesamte Verformungszu-

Forménderungen infolge von Dehnung

stand des Stabes durch die Verformung der Schwer-
achse beschrieben werden.

1.3.1.1 Kinematik

Die kinematischen oder geometrischen Beziehungen
verknipfen die inneren WeggréBen, also die Dehnungen
bzw. allgemein Verzerrungen mit den &uBeren Weggro-
Ben, in diesem Fall die Axialverschiebung u.

Wir betrachten das differenzielle Element in Bild 1.2. Die
unverformte Lage, auch Referenzkonfiguration genannt,
ist schwarz dargestellt. Durch die Beanspruchung wird
der Stab in Richtung seiner Achse um den Wert u ver-
schoben. An der Stelle x+ dx hat sich die Verschiebung
um einen differenziellen Zuwachs verandert und betragt
u+du. Durch die differenzielle Anderung hat sich die
Lange des Elementes um den Wert du vergréBert, das
Element wird gedehnt.

dx

-

el

’ A

u+du

6(2) = =

>z

— N

Bild 1.2 Differenzielles Element mit konstanter Dehnungs-
verteilung

Die Dehnung ist der Quotient aus Verlangerung und

Ursprungslange:
€ = (;—L; =Uu' = eEnter (1.1)

1.3.1.2 Stoffgesetz

Die elastischen Dehnungen héngen mit den Spannun-
gen uber das Werkstoffgesetz zusammen. Es wird im
Rahmen dieses Buches nur das Hookesche' Gesetz
betrachtet, also linear elastisches Werkstoffverhalten
vorausgesetzt. Der Proportionalititsfaktor zwischen
Dehnung und Spannung ist der Elastizitdtsmodul E.

c=Eegy=ey =

mia

1 Robert Hooke (1635 — 1703), britischer Physiker
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Sind die Dehnungen im Querschnitt konstant, so folgt
daraus auch eine konstante Spannungsverteilung im
Querschnitt:

N N

0:—:5,\,:34

3 (1.2)

Ein zusatzlicher, Gber den Querschnitt konstanter Deh-
nungsanteil ergibt sich aus einer gleichméaBigen Tempe-
raturanderung T,. Der Begriff Temperaturdnderung
bedeutet, dass sich die Temperatur zwischen zwei Zeit-
punkten geandert hat. Die Dehnung infolge der Tempe-
raturbeanspruchung ist der Temperaturdnderung T,
proportional. Der Proportionalitatsfaktor o ist eine
Werkstoffkonstante, er wird auch als Temperaturausdeh-
nungskoeffizient bezeichnet

ey, = o1 Ty (1.3)

Die gesamte Dehnung des Materials ist die Summe bei-
der Anteile:

var T, (1.4)

N
e =enter, = Bz

1.3.1.3 Vertréaglichkeit

Die Vertraglichkeitsbedingung besagt, dass die Dehnung
aus der kinematischen Beziehung in Gl. (1.1) gleich der
Dehnung aus der werkstofflichen Beziehung in Gl. (1.4)
sein muss.

Damit ergibt sich die Differenzialgleichung 1. Ordnung
fur die LAngsverschiebung u:

U= = rape T, (1.5)

EA

Die zweite Ableitung der Verschiebung lautet:

u" = £IA+(XT T, fur EA = konst.

1.3.1.4 Gleichgewicht

Der differenzielle Zusammenhang zwischen der Normal-
kraft und der verteilten Belastung in Richtung der Stab-
achse ergab sich in Baustatik 1 zu:

N' = —p(x) (1.7)

Daraus folgt die Differenzialgleichung 2. Ordnung des
Dehnstabes durch Einsetzen von Gl. (1.7) in Gl. (1.6):

u = 2P +og- T0

EA (1.8)

Eine Ubersicht (ber die Differenzialgleichungen des
Dehnstabes ist in Tabelle 1.1 angegeben.

Tabelle 1.1 Differenzialgleichungen des Dehnstabes

Differenzial- q i . -
gleichung Gleichgewicht | Stoffgesetz | Kinematik
S=g4+(x7—-7—o e=u'
1. Ordnung N =-p
u' = N, T
SEATOT fo
no 2P
2. Ordnung U= Ea
Beispiel 1.1

Fur den in Bild 1.3 dargestellten einseitig festgehaltenen
Dehnstab ist der Verschiebungsverlauf infolge Eigenge-
wicht zu ermitteln.

\

v

#

1is

"
\

XU

Bild 1.3 Einseitig festgehaltener Dehnstab unter Eigengewicht

Der Normalkraftverlauf lasst sich unmittelbar aus Gleich-
gewichtsbedingungen aufschreiben:

N(xX) = p(l-x)

u' = M - p(l—X)

EA EA

= _[u'(x)dx = p(i__;x)dx

= éj.(l—x)dx = é(lx—%2+c)

Die Ermittlung der Integrationskonstanten c¢ erfolgt durch
Anpassung an die Randbedingung u(0) =
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u(0) = L (10~ %+c) —0=c=0

Damit liegt der Verschiebungsverlauf fest:

u(x) = EpA (lx— X;)

Die Verschiebung ist anschaulich am freien Stabende
maximal, also an der Stelle x = [. Mathematisch ent-
spricht dies der Nullstelle der Ableitung des Verschie-
bungsverlaufes u(x), die der Normalkraftfunktion pro-
portional ist, siehe Gl. (1.5).

_ P (2 By _ P2
maX‘“(l)‘EA(l 2) 2EA

T T
X, u v
'
' P 1 u(x)
¥ l N(x)
v _ pr
Unax = m

Bild 1.4 Verlauf von L&ngsverschiebung und Normalkraft

Beispiel 1.2

Fir den in Bild 1.5 dargestellten beidseitig festgehalte-
nen Dehnstab ist der Verschiebungsverlauf infolge der
linear verteilten Streckenlast zu ermitteln.

lx,u

p(x) 1

Bild 1.5 Beidseitig festgehaltener Dehnstab mit linear verteilter
Belastung

Fur diese Lagerung lasst sich die Normalkraft nicht mehr
aus Gleichgewichtsbedingungen ermitteln, da zur Ermitt-
lung von zwei unbekannten Auflagerkraften nur eine
Gleichgewichtsbedingung (ZF = 0 in Richtung der
Stabachse) zur Verfligung steht. Es muss daher von der

Differenzialgleichung 2. Ordnung, Gl. (1.8
gen werden:

), ausgegan-

v _ —PX)
U= "Ea

Die Lastfunktion p(x) wird durch die folgende Gera-
dengleichung beschrieben:

p(x) = 2x

Diese Differenzialgleichung kann durch zweimalige Inte-
gration geldst werden, wobei zwei unbekannte Integrati-
onskonstante auftreten, die durch Anpassen der Lsung
an die Randbedingungen ermittelt werden.

w_ —PX) _ -p
Y= "Ea T EAS
, __—P 2 _ N
u'(x) = I EAJ.xdx 21~EAX +¢y = EA
_ 2 __=P 3
u(x) = 57 EAIX dx+c1jdx 61~EAX +CyX+Cy

Randbedingungen: u(0) = 0, u(l) = 0

—P__ 3
u(O)—Gl EAO +¢,0+c,=0=¢,=0
—P__;3 _ _pl
u(l)_6l EAl +Cl=0=¢y = 5EA

Damit liegt der Verschiebungsverlauf fest:

-p

BT EAx3+p—lx— (12x—x3)

6EA 6/ -EA

Der Normalkraftverlauf folgt aus der Ableitung der Ver-
schiebung:

N
EA

u(x) =

u'(x) =

_P e

= N(x) = EAU'(x) = p(12 3x2) = 6 £

Die Verschiebung ist dort maximal, wo ihre Ableitung,
also die Normalkraft, gleich null ist:

pl_pP,> _
6 2% =0

!
onzﬁ
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Daraus folgt die maximale Verschiebung mit:

3 2
= - _ P (pl _(LYV)__pPE
Umax = U(Xp) 61-EA( 7 [ﬁ 5./3 EA
pl
T T o ° !
X, U & u(x) | L
p(x)
R ) T
z __p2
g %l ™ 9./3.EA

Bild 1.6 Verlauf von Langsverschiebung und Normalkraft

1.3.2 Forménderungen infolge von Bie-
gung und Temperaturdifferenz

Auch im Fall der Biegebeanspruchung lassen sich die
Verformungen des dreidimensionalen Bauteils ,Balken”
durch eine Hypothese aus den Verformungen der
Schwerachse ableiten. Diese nach Jakob Bernoulli’
benannte Hypothese unterstellt, dass die Querschnitte
auch nach der Verformung eben und senkrecht zur
Schwerachse bleiben.

In Bild 1.7 ist die Biegeverformung eines einfachen Bal-
kens dargestellt. Die dargestellten geraden Linien, die
vor der Verformung senkrecht zur Balkenachse sind,
sind auch nach der Verformung Geraden und senkrecht
zur Balkenachse.

SRS

Bild 1.7 Verformungen des Bernoullischen Balkenmodells

1.3.2.1 Kinematik

Gesucht ist der Zusammenhang zwischen der Krim-
mung des Balkens als innere WeggréBe und der Ver-
schiebung der Balkenachse als &uBBere WeggroBe.

1 Jakob Bernoulli (1655 — 1705), Schweizer Mathematiker

Wir betrachten zur Herleitung der kinematischen Bezie-
hungen das differenzielle Balkenelement in Bild 1.8. Auf-
grund der Wirkung des Biegemoments wird die untere
Faser des Elements gezogen und verlangert sich. Ent-
sprechend wird die obere Faser gedriickt und dadurch
verkurzt. Die Querschnittslinien bleiben nach der Ber-
noulli-Hypothese auch im verformten Zustand gerade
und sind senkrecht zur Schwerachse. Ersetzen wir die
Kurve, die die Verformung der Schwerachse beschreibt,
durch den Krimmungskreis, bilden alle Fasern des Bal-
kenelements Segmente konzentrischer Kreise mit glei-
chem Zentriwinkel de.

Da wir eine reine Momentenbeanspruchung vorausset-
zen, wird die Schwerachse des Balkens nicht gedehnt
und behalt ihre urspriingliche Lédnge dx. Eine Faser des
Balkenelements in einer beliebigen H6he z hat die
Lange ds. Aufgrund der Ahnlichkeit der Kreisausschnitte
folgt die Beziehung:

ds dx_ ds_p+2z z
— == T =14+Z
p+z p “dx p P
de
Bernoulli-Hypothese
Querschnitte eben
p P

AT =T,-T,

Bild 1.8 Differenzielles Balkenelement in verformter Lage

Die Dehnung der betrachteten Faser an der Stelle z
betragt:

ds—dx _ g_s_1

#9 = —qx T dx
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mit 98

4 .
ax - 1 +l; folgt:

z z
gz =1+=-1==
@) p p

(1.9)
Die Dehnungen sind aufgrund der Bernoulli-Hypothese
linear Uber den Querschnitt verteilt. Die Steigung der
Geradengleichung ist der Reziprokwert des Krim-

mungsradius, also die Krimmung « .
e(z2) =x-z (1.10)

Die Krimmung einer Kurve gibt an, wie sich die Neigung
ihrer Tangente mit zunehmender Bogenlange andert.

=12 do

p ds
Durch Anwendung der Kettenregel folgt:

de _do dx _ do dw' dx _ W,,.d(p.dx

ds dx ds dw' dx ds dw' ds

Mit ds?2 = dw? + dx? ergibt sich:

dx2 dx2 dx2
g—)S(=A/W'2+1

Die Ableitung w' ist gleich dem Anstieg der Tangente an
die Biegelinie, siehe Bild 1.9. Daher gilt:

w' = —tang bzw. ¢ = —arctanw’

Bild 1.9 Geometrische Beziehungen an verformter Stabachse

Damit folgt:

de _ _ -1
dw' = 1+ w?2

Die Krimmung der Biegelinie wird somit:
= do _ e do dx

ari =

W -1 1
dw' ds

w2 fy2 4

(1.11)

K

o —w"
(1 + W'2)3/2

Wir werden uns im Folgenden auf die Betrachtung klei-
ner Verformungen beschranken. Diese Voraussetzung
vereinfacht die Zusammenhénge erheblich und ist des-
wegen zuldssig, da Tragwerke so ausgelegt werden
missen, dass die Gebrauchstauglichkeit gewéhrleistet
ist.

Unter dieser Annahme ist die Neigung w' der Biegelinie
so klein, dass ihr Quadrat gegenuber eins vernachlassigt
werden kann, d.h. w2 «1. Damit vereinfacht sich GI.
(1.11) zu:

K= —w" (1.12)

1.3.2.2 Stoffgesetz

Wir setzen linear-elastisches Werkstoffverhalten, also
die Gultigkeit des Hookeschen Gesetzes voraus. Der
Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung ist
damit:
(o)

c—E-stW.s—E
Ersetzen wir in Gl. (1.9) die Dehnung durch die Span-
nung, dann ergibt sich:

o2 z 1

om(2)
ey(2) = E _Ebzw.x_s_ Es

Der Index M bei ¢,, bedeutet, dass die Dehnung durch
das Moment verursacht wird.

Im Hauptachsensystem gilt:

M-
ou(@ = =

Daraus folgt fuir die Krimmung:

M

Ky = z baw. M = El-xy, (1.13)
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Das Biegemoment ist der Kriimmung der Biegelinie
proportional. Der Proportionalitdtsfaktor ist die Bie-
gesteifigkeit EI.

Ein zuséatzlicher Krimmungsanteil wird von einer Tempe-
raturdifferenz AT zwischen unterer und oberer Balken-
seite erzeugt. Zur Erlauterung dieser Einwirkung
betrachten wir den Temperaturverlauf in Bild 1.10, der in
guter Naherung als linear angenommen werden kann.
Dieser Verlauf wird in die dargestellten beiden Anteile
zerlegt.

I N

AT=T,-T,

T, Ty ‘

Bild 1.10 Aufteilung des linearen Temperaturverlaufs

Der konstante Anteil mit der Temperatur in Héhe der
Schwerachse stellt eine gleichméBige Temperaturbean-
spruchung dar, die eine konstante Dehnung im gesam-
ten Querschnitt bewirkt. Diese Einwirkung wurde bereits
in Abschnitt 1.3.1 behandelt.

Der lineare Anteil ist in H6he der Schwerachse gleich
null und erzeugt einen linearen Dehnungsverlauf.

AT
er(2) = ar-T(2) = O‘T'T'z

Mit er(z) = = = x5 z folgt:

er(2) AT

Ky = —(XT'—F'-

Die gesamte Krimmung ist die Summe beider Anteile:

AT

K=KM+KT=-EA—/—;+(X.T~-,:’- (1.14)

1.3.2.3 Vertréaglichkeit

Die Krimmung aus der kinematischen Beziehung in Gl.
(1.12) muss der Krimmung aus dem Materialgesetz in
Gl. (1.14) entsprechen. Daraus folgt die Differenzialglei-
chung zweiter Ordnung des Bernoullischen Balkens:

woo M AT
= -F-ar sl

E (1.15)

Unter Voraussetzung der Annahme infinitesimal kleiner
Verformungen betrachten wir nochmals Bild 1.8. Fur infi-
nitesimal kleine Winkel gilt sine = tang ~ ¢. Damit folgt
aus der Neigungsénderung de des Querschnitts die
Verlangerung einer Querschnittsfaser an der Stelle z zu:

Adx =do-z

Die Dehnung ist damit:

e(2) =

In linearisierter Form (tanoe ~ ¢ ) gilt:
¢ =-w (1.16)
Daraus folgt:

e(z) =-w"-z

Unter BerUcksichtigung von:

e(2) = Eg—)+oc ~é—7--z= -M~z+on ~£-z
E T h El T h
ergibt sich:
o M AT i
w' = El~%T , also wiederum Gl. (1.15).

Unter Berlcksichtigung der linearisierten kinematischen
Beziehungen ist in Bild 1.8 die Lange der gekrimmten
Biegelinie ungefahr gleich der differenziellen Abmessung
dx. Damit gilt fir die Winkeldnderung d¢ néherungs-
weise:

=¢'=

Q.IQ.
x-S

d(pz%i(z =K (1.17)

1
P

Mit w'~—¢ folgt w"~—-¢'~—«




