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Prefacio

Se dice que un conjunto es discreto, si sus elementos estan separados. L.os conjun-
tos finitos y los subconjuntos infinitos de nimeros enteros son conjuntos discretos,
mientras que el conjunto de los numeros reales no es discreto.

La matematica discreta es el estudio de estructuras matematicas definidas sobre
conjuntos discretos, y aunque sus origenes se remontan hasta la antigiiedad no ha
sido sino en anos recientes que ha cobrado importancia por sus aplicaciones a di-
versos campos, en particular a las ciencias de la computacion y a la investigacion
de operaciones.

Acerca del libro

Este es un libro de texto para estudiantes de las carreras de ciencias béasicas e
ingenieria, y su contenido esta dividido en cuatro partes:

ParteI. Se exponen los fundamentos de las matematicas discretas: logica, con-
juntos, los enteros, induccion matematica, divisibilidad, congruencias, funciones,
conjuntos finitos y relaciones binarias.

Parte II. Se estudian estructuras algebraicas discretas: grupos, anillos, campos,
aritmética modular, polinomios, matrices y algebras booleanas.

ParteIIl. Se presentala enumeracion combinatoria, especificamente se estudian
permutaciones, combinaciones, el principio de inclusién-exclusién, funciones
generadoras ordinarias, particion de enteros, funciones generadoras exponen-
ciales y relaciones de recurrencia.

Parte IV. Se expone una introduccion a la teoria de grafos, y en ésta se estudian
grafos, arboles, arboles con raiz, grafos dirigidos, grafos bipartitos, isomorfismos,
paseos eulerianos, ciclos hamiltonianos, planaridad, coloracion y grafos orien-
tados.

En general, cada tema del libro se expone en forma completa y axiomatica, esto es,
se plantean las definiciones y axiomas correspondientes y se enuncian y demues-
tran los teoremas fundamentales.

Ademas, a lo largo de la exposicion se presentan problemas resueltos que ilustran
la teoria expuesta, y al final de cada capitulo se incluye una lista de problemas
propuestos.

MATEMATICAS DISCRETAS — RAMON ESPINOSA ARMENTA
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PRrEFACIO

Otra caracteristica importante de esta obra es que en la mayor parte de los capitu-
los se presentan aplicaciones de las matematicas discretas a las ciencias de la
computacion, y entre éstas se encuentran cambio de base, complejidad computacio-
nal, criptografia, circuitos légicos, espacios finitos de probabilidad, el problema del
conector, ruta mas corta y problemas NP-completos.

Pagina web del libro

En la pagina web del libro se cuenta con los siguientes recursos.

e Simuladores de tres tipos:

I

II)

III)

Simuladores que ejemplifican la teoria poniéndola en practica: Funcion
de Ulam; Algoritmo burbuja; Ordenacion por fusion; Compuertas légicas;
Arboles binarios; Algoritmo de Fleury; Algoritmos de Kruskal, de Wars-
hall y de Dijkstra.

Simuladores relacionados con aplicaciones clasicas de las matematicas
discretas: Numeros primos; Cambio de base; Factorizacién unica.

Simuladores relacionados con una de las aplicaciones modernas mas
importantes (el encriptamiento de informacion): Generador de claves RSA;
Codificador RSA; Decodificador RSA.

e Lecturas complementarias de dos tipos:

I)

II)

Lecturas en las que se exponen temas como numeros reales, conjuntos
infinitos, numeros complejos, raices reales y complejas, criterio de irredu-
cibilidad de Eisenstein, fracciones parciales y determinantes. En particu-
lar, los primeros seis capitulos del libro junto con estas lecturas
constituyen un curso completo (de dos semestres) de algebra clasica.

Lecturas en las que se describe la estructura de los simuladores desarro-
llados con MATLAB

¢ Respuesta y desarrollo de problemas seleccionados.

e Recursos para el profesor:

I

II)

Solucién completa de todos los problemas propuestos en el libro

Una presentacion power point de cada capitulo.
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Cursos posibles

Tomando en cuenta el contenido del libro y lo incluido en su pagina web, esta obra
contiene material suficiente para dos cursos semestrales, los cuales se pueden
organizar considerando el siguiente diagrama que muestra la interdependencia
de los distintos capitulos:

e 1.-Ldgica, conjuntos
einduccion

® 2.- Teoriade nimeros

3.- Relacionesy funciones

4.- Grupos, anillos

Y AP o ® ® 8.- Conteo e 10.- Grafosy
7.- Algebras algoritmos
booleanas
® ° °® °®
5.- Polinomios 6.- Matrices 9.- Funciones 11.- Temas selectos
generadoras de grafos
y recurrencia

Luego de haber recorrido cualquiera de las rutas posibles, 1o que se espera es que
se haya apreciado la belleza y la importancia de las matematicas discretas, se haya
descubierto que éstas son una ciencia viva y en constante desarrollo, ademas de
encontrarse estrechamente vinculada con problemas reales. En fin, se espera que
se haya disfrutado el viaje y que en él se encuentre la motivacién y preparacion
para recorrer otros caminos del mundo magico de las matematicas.

Finalmente, casi todos los libros contienen errores y dificilmente éste sera la ex-

cepcion. Si se detecta algun error, agradeceré que me lo hagan saber escribiendo
a la direccion ramone@itam.mx.
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X
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1.1
1.2
1.3
1.4
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1.6
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Introduccion

Ldgica

Conjuntos

Nameros enteros
Numeros reales
Induccion matematica
Resumen

Problemas

Contenido interactivo

*Ver Plataforma de contenidos interactivos.
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Las demostraciones matematicas, como
diamantes, son duras y claras, y no son
tocadas por nada que no sea €l
razonamiento estricto.

John Locke

Objetivos

. Exponer las reglas de inferencia y los métodos de demostracion.

. Presentar |a notacion y terminologia basica de la teoria de conjuntos.
. Exponer las propiedades fundamentales de los enteros.

. Discutir el método de induccion matematica y sus variantes.



S

, Creadores de la légica

Aristételes (384 a. C.-322 a. C.), uno
de los mas grandes filésofos de la anti-
giliedad griega, es el creador de la logica
formal expuesta en su obra Organon la
cual consta de los libros “Categorias”,
“Sobre la interpretacion”, “Primeros ana-
liticos”, “Segundos analiticos”, “Topi-
cos” y “Refutacion a los sofistas”.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-
1716) aporté a la logica su proyecto de
crear un algebra del pensamiento que
redujera el razonamiento a un calculo
preciso.

11}

Diestro desde su infancia en el ma-
nejo de la loégica escolastica, habia que-
dado seducido por la idea (que se
remontaba a Raimundo Lulio) de un
método que reduciria todos los concep-
tos humanos a conceptos primitivos, for-
mando un ‘Alfabeto de los pensamientos
humanos’, y volveria a combinarlos de
forma casi mecdanica para obtener todas
las proposiciones verdaderas”?.

Continua...
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I. Locica, CONJUNTOS E INDUCCION

1.1 Introduccidén

Lo que distingue a las matematicas de otras disciplinas es que, a excepcion de
ciertas afirmaciones basicas llamadas axiomas, en matematicas nada es conside-
rado como verdadero a menos de que haya sido demostrado utilizando un argu-
mento légico valido.

En este capitulo primero se expone una introduccion a la légica simbolica: se ex-
plica qué es una proposicion y como se utilizan los conectivos légicos para formar
nuevas proposiciones, qué es una implicacion légica y qué significa que dos pro-
posiciones sean légicamente equivalentes, y se describen las principales reglas
de inferencia y los métodos de demostracion.

Luego se expone la notacién y terminologia basica de teoria de conjuntos: se pre-
sentan las nociones de pertenencia y contencion, la nociéon de conjunto vacio, el
concepto de conjunto potencia, las operaciones con conjuntos, asi como sus pro-
piedades.

Por ultimo se plantea una descripcion axiomatica del sistema de los numeros en-
teros y se demuestran algunas propiedades adicionales, ademas de que se expone
el método de induccién matematica.

1.2 Lodgica

Uno de los principales propositos de la légica consiste en proporcionar reglas por
medio de las cuales se pueda determinar si un argumento particular es correcto.
La légica se interesa en cualquier tipo de razonamiento, el cual puede ser, por
ejemplo, de cardcter legal, matematico o cientifico, basado en todos los casos en
ciertas suposiciones.

El filésofo griego Aristoteles fue el primero en realizar un estudio sistematico del
razonamiento 16gico, sin embargo no fue sino hasta el siglo xvir cuando el filésofo
y matematico aleman Gottfried Leibniz concibio la idea de desarrollar un lenguaje
simbdlico que pudiera ser utilizado como un lenguaje cientifico universal.

El suefio de Leibniz se hizo realidad hasta 1854, cuando el matematico inglés George
Boole establecio las bases de la 16gica simbdlica en su obra An investigation into
the laws of thought. Posteriormente, Bertrand Russell y Alfred Whitehead utilizaron
la l6gica simbdlica en su monumental obra Principia Mathematica (1910-1913). Al
incorporarse la légica a las matematicas, ambas disciplinas se enriquecieron.

1.2.1 Proposiciones y conectivos légicos

Una proposicion es una afirmacién que puede ser verdadera o falsa, pero no ambas.
Si una proposicion es verdadera se dice que su valor de verdad es verdadero (V);
si la proposicién es falsa se dice que su valor de verdad es falso (F).

! Nicolas Bourbaki; Elementos de historia de las matematicas; Alianza Editorial, Madrid 1976; p. 18.
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1.2 Loacica

Ejemplo 1.1 Las siguientes afirmaciones son proposiciones:

a) Guadalupe Victoria fue el primer Presidente de Mé-
Xico.

b) Hay un premio Nobel de Matematicas.

c) Estaba lloviendo en Tenochtitlan el dia que murié Lo-
renzo de Médicis.

De las proposiciones anteriores, (a) es verdadera, (b) es falsa y (c)
podria ser verdadera o falsa, sin embargo es claro que ese dia
llovié o no en Tenochtitlan y por lo tanto se puede asegurar que la
afirmacion es una proposicion.

Ejemplo 1.2 Las siguientes afirmaciones no son proposicio-
nes:

a) Cierra la puerta.
b) Esta afirmacién es falsa.

La afirmacion (a) no es una proposicioén porque no es verdadera o
falsa (es una orden), y la afirmacién (b) no es una proposicion
porque si se supone que es verdadera entonces la afirmacion es
falsa, andlogamente, si se supone que es falsa entonces la afirma-

cion es verdadera.

Las proposiciones se pueden combinar para formar nuevas proposiciones, utili-
zando conectivos l6gicos. Una proposicion formada mediante la combinacion de
otras proposiciones utilizando conectivos 16gicos se dice que es una proposiciéon

compuesta. Si las proposiciones py, Py, -.., Py S€ combinan para formar la propo-
sicién compuesta p se escribird p = p(ps, P2, ---, Pn)-
( )

TABLAS DE VERDAD

Las tablas de verdad fueron desarrolladas por Frege, Peirce y
Schréder en la década de 1880, y desde 1920 fueron usadas am-
pliamente en la literatura, sin embargo su uso se consolidé a partir
de la aplicacion que hizo Wittgenstein de éstas en su Tractatus logi-
co-philosophicus.

Por otro lado, como parte de los conceptos basicos del calculo pro-
posicional se tienen las tablas de verdad de los principales conecti-
Continda...

2 E. T. Bell; Historia de las matematicas; F.C.E., México 1985; p. 569.

3 Ip., p. 570.
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George Boole (1815-1864). “La logica
simbdlica nacié decididamente con el
importantisimo folleto de ochenta y dos
paginas de Boole, The mathematical
analysis of logic, being an essay toward a
calculus of deductive reasonin, 1847. A
esto sigui6 en 1848 un documento de
quince pdaginas, The calculus of logic, y
finalmente en 1854 dio Boole una exposi-
ciéon formal de su sistema en su obra
maestra An investigation into the laws of
thought, on which are founded the
mathematical theories of logic and pro-
babilities.

(X}

Russell ha observado (1901) que las
matematicas puras fueron descubiertas
por Boole en una obra que titul6 ‘las le-
yes del pensamiento’... Su obra se ocupa-
ba de la Iégica formal, y esto es la misma
cosa que las matemadticas. Aunque la
identificacién de las matematicas con
la logica formal ha sido discutida entre
1901 y 1945, nadie puso en duda que
Boole fuera el verdadero fundador de la
logica simbdlica.”?

A.ugustus De Morgan (1806-1871) se
interes6 especialmente por el algebra y
su contribucién a la moderna logica ma-
tematica son las siguientes leyes que lle-
van su nombre:

e La negacion de la conjuncion es equi-
valente a la disyuncion de las negacio-
nes:

e La negacion de la disyuncion es equi-
valente a la conjuncion de las negacio-
nes:

—(Av B) <> (=A) A (—B)

“Al mismo tiempo que Boole, De Morgan
dio otro gran paso hacia adelante con su
tratado (1847) Formal logic; or, the calcu-
lus of inference, necessary and probable.
De Morgan fue mas allda que Boole ini-
ciando en 1860 la l6gica de las relaciones
en el cuarto de una famosa serie de cinco
docu:r‘nentos (1846-1860) sobre el silogis-
mo.”

Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848-
1925) es considerado el fundador de la
l6gica matematica moderna. “Sus obras
se caracterizan por una precision y una
minuciosidad extremas en el andlisis de
los conceptos, lo que le lleva a introducir
distinciones que han tenido gran impor-
tancia en la l6gica moderna: por ejemplo,
es el primero en distinguir el enunciado
de una proposicion y la afirmacion de que

Continua...

ALFAOMEGA



Continuacion...

dicha proposicion es verdadera, entre la
relacién de pertenencia y la de inclusion,
entre un objeto x y el conjunto {x} forma-
do por este unico objeto, etcétera.”*

Bertrand Russell (1872-1970) publicd
en 1910 el primero de tres volumenes de
Principia Mathematica, en colaboracion
con Alfred North Whitehead. El objetivo
general de esta obra era deducir la totali-
dad de las matematicas a partir de cier-

I. Locica, CONJUNTOS E INDUCCION

continuacion...

conectivos légicos (conjuncioén, disyuncién y negacién) y de los
operadores condicional y bicondicional, asi como del operador o
excluyente, del operador de Pierce y del operador de Sheffer (véan-
se los problemas 1.10 a 1.12, respectivamente).

En relacién con las aplicaciones las tablas de verdad se usan en la
demostracién de equivalencias légicas y en la evaluacién de funcio-
nes booleanas (véase la seccion 7.5 Expresiones y funciones
booleanas), asi como en la simplificacién y disefio de circuitos 16gi-

cos (véanse las secciones 7.7 Aplicacion: circuitos l6gicos y 7.8

tas nociones basicas de la logica y la ..
Compuertas logicas).

teoria de conjuntos, sin embargo Kurt

Godel demostré que este plan era impo- k )
sible. A pesar de esto, la obra de Russell

y Whitehead contribuyé de manera fun- L

damental en el desarrollo de la logica, la Los valores de verdad de una proposicién compuesta p = p(ps, P2, ---, Pn) Pueden

teoria de conjuntos, la inteligencia artifi-

: S, describirse por medio de una tabla de verdad, en la cual se listan todas las posibles
cial y la computacién.

combinaciones de los valores de verdad para Py, Py, --., Pn- A continuacién se defi-
:Kurt Godel (1906-1978) La aportacion | 1€1 1os principales conectivos logicos.
fundamental de Godel a la légica son sus
dos teoremas de la incompletitud, publi-

cados en 1931. En el mas célebre de sus ( 1
teoremas establece que para todo siste- La conjuncion de dos proposiciones py g es la proposicién p A g,
ma axiomatico recursivo existen proposi- “ B f-—a.2 . vV
e e IO i G g ot el que se lee “py q’. La proposicion p A q tiene el valor de verdad
que no pueden demostrarse a partir de cuando tanto p como q tienen el valor de verdad V, en otro caso su
los axiomas. Para demostrar este teore- valor de verdad es F. La tabla de verdad de la conjuncién es la si-
ma desarrolld una técnica denominada o
ahora como numeracioén de Godel, la cual guiente:
codifica expresiones formales como nu-
meros naturales. p q pAqQ
A . \ \ \
Ifred Tarski (1902-1983) Junto con
Aristoteles, Frege y Godel, Tarski es con- V F F
siderado uno de los l6gicos mas grandes
de todos los tiempos. En 1941 publico F V F
Introduction to logic and to the methodo-
logy of deductive sciences y contribuy6 a F F F
la 16gica fundando una metodologia con-
juntista de las teorias deductivas sobre L J
dos bases:
e La nocion de teoria como conjunto de r \

proposiciones cerrado bajo una nocién
de derivacion mediante aplicacién de
reglas.

o El desarrollo de una semantica basada
en las nociones de satisfaccion, verdad
y consecuencia logica.

La disyuncién de dos proposiciones py g es la proposiciéon p v g,
que se lee “p 6 Q". La proposiciéon p v q tiene el valor de verdad
F sélo cuando tanto p como q tienen el valor de verdad F, en otro
caso su valor de verdad es V. Hay que observar que el operador v
representa un “6 inclusivo”. La tabla de verdad de la disyuncion es la
siguiente:

< <|T
n< m<gl|e
N < < <|<

.

4 Op.cit., Nicolas Bourbaki; p. 23.

S
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1.2 Loacica

(

de verdad V. La tabla de verdad de la neg

La negacion de una proposicion p es la proposicién —p, que se lee
como “no p”. La proposicién —p tiene el valor de verdad V cuando p
tiene el valor de verdad F, y tiene el valor de F cuando ptiene el valor

~

acion es la siguiente:

p —p
V F
F V

.

S

1.2.2 Tautologia y contradiccion

Una proposicion compuesta p = p(py, Py, -

., Pn) s una tautologia

si p es verdadera para todos los valores de verdad que se asignen a

pll p2! ey pn-

Se dice que p es una contradiccion si es falsa para todos los valo
res de verdad que se asignen a py, Po, ---, Pn-

negacion de una contradiccion es una tautologia.

Ejemplo 1.3 La siguiente tabla de verdad muestra que p v —p

es una tautologia y que p A —p es una contradiccion.

p —P | PVP|PVP
\% F \% F
F V \% F

5 José A. Jiménez Murillo; Matematicas para la computacion; Alfaomega Grupo Editor, México 2009;

p. 128.
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, Charles Sanders Peirce
(1839-1914)

Nacié en Cambridge, Massachussets,
fue fil6sofo, l6gico y cientifico, y es consi-
derado el fundador del pragmatismo y el
padre de la semiética moderna.

Fue profesor de astronomia y matema-
ticas en Harvard, y aunque se gradué en
quimica en la Universidad de Harvard,
nunca logré tener una posicion académi-
ca permanente a causa de su dificil per-
sonalidad (tal vez maniaco-depresiva) y
del escandalo que roded a su segundo
matrimonio después de divorciarse de su
primera mujer, Melusina Fay. Desarrollo
su carrera profesional como cientifico
en la United Status Coast Survey (1859-
1891), trabajando especialmente en as-
tronomia, en geodesia y en medidas
pendulares. Desde 1879 hasta 1884 fue
profesor de logica a
tiempo parcial en la
Universidad Johns
Hopkins. Tras retirar-
se en 1888 se esta-
blecié con susegunda
mujer, Juliette Frois-
sy, en Milford, donde
murié de cancer des-
pués de 26 afios de
escritura intensa y
prolifica.

v

Hay que observar que la negaciéon de una tautologia es una contradiccion y que la

Tautologias comunes®

Adicién:
p=(pva)
Simplificacion:
(pAg)=p
Absurdo:
P—>0)=p

Modus ponens:
[PA(p—al=q
Modus tollens:
[(poa)Ag]=p
Transitividad de la bicondicional:
[(peoaa@en]=(per)
Transitividad de la condicional:
[(p—>aAr@—>nNl=(@E—>r)

Continua...
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8 I. Loécica, CONJUNTOS E INDUCCION

comimuacion.. | 1.2.3 Implicacién y equivalencia légica

Extension de la condicional:

(p—>ag=[pvr)—(v9)]
(P> =[pAr)—>(@A9)] 4 )
P-a=1[a—->r)—(pP—>r)] El operador condicional, denotado por el simbolo —, esta definido
Dilemas|constructivos: por la siguiente tabla de verdad:
[(pP=>aA(r—>9]=[(Pvr)—(qv9)]
[(P=aA(r—=9]=[pAr)— (@r9)] D q poq
Vv Vv Vv
v | F F
F Vv Vv
F F v
\_ )

La proposicién compuesta p — ( se llama proposicion condicional. En este caso,
la proposiciéon p se llama hip6tesis (o antecedente) y la proposicion ( se llama
conclusion (o consecuente). La proposicién condicional puede expresarse como:

si p entonces q
p solo si q,
p implica q,
p es una condicién suficiente para g,
g es una condicion necesaria para p.

Sean p = p(p1, P2y ---» Pn) ¥ A = 9(p1, P2 ..., Pn) dOS proposiciones compuestas, se
dice que p implica l6gicamente a g si p — ( es una tautologia. En este caso
se escribe p = (.

Ejemplo 1.4 Sipy g son dos proposiciones, p A  — p, como lo muestra la si-
guiente tabla de verdad.

P|Q|pPAd| PAg—D
VIiVv] v Vv
VI F| F Vv
Flv| F v
F|F| F v
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1.2 Loacica 9

La reciproca de la proposicion condicional p — ( es la proposicién q — p. Es posi-
ble que una proposicién condicional sea verdadera, pero que su reciproca sea
falsa.

rEI operador bicondicional, denotado por el simbolo <>, esta definido por la siguientew /
tabla de verdad:
Pl 9| PeC
V |V \%
\% F F
F V F
F F \%
. J

Hay que observar que p <> ( es verdadera sélo cuando los valores de verdad de p
y q coinciden. La proposicién compuesta (p — ) A (g — p) se llama proposicion
bicondicional y se denota p <> (. Esta proposicion se lee “p siy solo si ”. La
abreviacién “sii” se utiliza con frecuencia para representar la frase “siy sélo si”.

Sean p=p(Py, P2y ---» Pr) ¥ 9= q(P, P2, ..., Pn) dos proposiciones compuestas, se
dice que p v g son logicamente equivalentes si p <> ( es una tautologia. En este
caso se escribe p & (. En otras palabras, dos proposiciones compuestas son 16gi-
camente equivalentes si y soélo si sus valores de verdad coinciden.

Ejemplo 1.5 La proposicion bicondicional p <> ( es légicamente equivalente a
la proposicién (p — g) A (g — p), como lo muestra la siguiente tabla de verdad:

Pl a]| pP—>q q-p (pP—=>a)A(d—p)
Vv Vv V Vv \74
V| F F \Y F
F |V v F F
F | F Y, \Y Y

Por esta razén la proposicién bicondicional p <> también puede expresarse como
“p es una condicion necesaria y suficiente para q”.
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