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PRESENTACIO

L'objectiu d'aquest text és servir de suport a l'estudiant
que segueix un curs basic de Fisica Estadistica, per bé que
esperem que puga servir també per a professors,
especialment per a aquells que es plantegen quins
continguts escollir per a aquest curs. Es tracta, doncs, d'un
«Manual de Fisica Estadistica» amb un plantejament |
contingut que creiem adequat als fins docents que es
persegueixen i que ha sorgit en connexio directa amb la
valoracio de la nostra docencia.

El material seleccionat esta enfocat (junt amb la
col-leccio de problemes inclosa) a la matéeria «Fisica
Estadistica», que és una troncal de segon cicle en els plans
d'estudis a hores d'ara vigents per a la Llicenciatura en
Fisica. L'eleccio dels continguts ve en part marcada pels
descriptors oficials de la materia (col-lectius i gasos ideals
classic i quanties, essencialment) i el marc temporal previst
per al seu desenvolupament (sis credits).

Els continguts exposats han estat seleccionats a partir
d'una serie de textos basics [1-5] que s'inclouen al final
d'aquest proleg, si bé hem fet servir tractaments més
especialitzats [6-10] en determinats temes concrets. El
nivell a quée es desenvolupen els temes és introductori, ja
que encara que la mateéeria es situe en el segon cicle de la
llicenciatura i l'estudiant estiga ja familiaritzat amb Ia
Termodinamica, Mecanica i Fisica Quantica, és la primera
vegada que troba els conceptes basics de la Fisica
Estadistica en els seus estudis. Es molt probable que
s'oferesca a [l'estudiant Ila possibilitat de seguir
desenvolupaments o aplicacions de la Fisica Estadistica de
major complexitat en altres materies optatives.

El desenvolupament dels temes inclosos en aquest
manual segueix una serie de pautes classiques. El capitol 1
esta dedicat a la descripcio estadistica dels sistemes



macroscopics, i pretén anar un poc més enlla del tipic tema
preliminar en el qual s'exposen una série de tecniques
matematiques que s'aniran fent servir durant el curs. Hem
disseminat aci i alla al llarg del capitol idees i procediments
basics en Fisica Estadistica: estat i enumeracio d'estats,
sistemes d'espins i lleis de grans nombres, descripcio
microscopica vs. descripcio macroscopica, etc., com també
hem esbossat una breu introduccio historica al final del
capitol. D'aquesta manera perdem potser una mica de rigor
en la presentacio inicial dels conceptes, pero aconseguim
anar familiaritzant l'estudiant amb algunes de les idees que
trobara desenvolupades al llarg del curs, alhora que evitem
una arrancada excessivament matematica del curs que
sembla decebre sovint un nombre significatiu de persones.
Els capitols 2, 3 i 4 presenten els col-lectius microcanonic,
canonic | gran canonic en aquest ordre. El caracter
d'iniciacio a la Fisica Estadistica del curs i les exigencies
temporals de la programacio ens han dut a fer més emfasi
en els raonaments Intuitius, exemples | aplicacions
practiques que en el rigor i la fonamentacio dels temes, si
bé les mateixes inclinacions naturals dels autors deuen
haver contribuit també a aquesta qtiestio. Els capitols 5 i 6
desenvolupen les estadistiques quantiques (gasos ideals de
fermions | bosons), tenint en compte que un determinat
nombre d'idees quantiques foren ja previament emprades
en la construccio dels col-lectius. S'ha tractat d'insistir aci
en el concepte de potencial quimic a I'hora d'explicar el
diferent comportament de les dues estadistiques
quantiques. El capitol 7 constitueix una introduccio als
sistemes de particules interactives. Com que es tracta d'un
curs introductori, hem considerat detalladament només
teories basades en el concepte de camp mitja, encara que
també s'hi exposen a un nivell elemental el model d'lsing i
el metode de les funcions de distribucio radial aplicat a
fluids densos. Finalment, el capitol 8 presenta una teoria
cinetica dels fenomens de transport, com també ['equacio



de Boltzmann en ['aproximacio del temps de relaxacio. Els
continguts dels dos darrers capitols no s'esmenten en el
descriptor oficial de la matéria, pero pensem que s'haurien
d'incloure al final del curs no sols per la seua importancia en
els desenvolupaments moderns de la Fisica Estadistica
(transicions de fase, fenomens de transport, etc.), sino
també perquée son susceptibles de ser ampliats en cursos
posteriors de major nivell i especialitzacio. Una ullada a
I'index del manual ens pot donar més informacio sobre
'eleccid i presentacio dels temes.

Els continguts anteriors no es poden desenvolupar
completament a nivell teoric i practic en només un curs
quadrimestral de sis credits. Si no es fa excessiu emfasi en
el capitol 1, una part important dels capitols 2-6 es poden
presentar amb cert detall. Alternativament, amb omissions
importants en els capitols 2-6 es podrien esbossar un petit
nombre dels temes inicials dels capitols 7 (métode de camp
mitja) i 8 (la teoria cinetica elemental dels fenomens de
transport basada en el concepte de recorregut lliure mitja).
Els asteriscs indiquen aquelles parts dels continguts que
podrien ser omeses. Dos cursos quadrimestrals de sis
credits cadascun haurien de ser més que suficient per a una
exposicio completa i detallada de tot el material inclos en el
Manual. Cal tindré en compte en qualsevol cas, que el curs
teoric es completa amb un butlleti de qlestions i problemes
d'aplicacio de la teoria exposada, que s'inclou al final de
tots els temes. Es presenten dos tipus de problemes:

tipus A: problemes amb solucio (i ajudes, quan siguen
necessaries) que normalment no son resolts en les
classes de problemes pero que es poden discutir
quan presenten alguna complicacio, i

tipus B: problemes que haurien de ser resolts en classe.



No hi hem inclos programes d'ordinador perquée els
algoritmes numeérics son especialment interessants
precisament en aquelles parts del curs no incloses deforma
explicita en els descriptors de la materia (model d'Ising,
fluids densos, etc.), per la qual cosa serien en principi de
limitada utilitat aci; no obstant, si es desitja tractar aquestes
parts en profunditat, sera necessari acudir a alguns textos
complementaris en cerca d'algoritmes numerics [1, 6, 11-
12].

L'esfor¢c associat a la preparacio i redaccio de tot text
nomeés es veu recompensat si aquest resulta finalment util
per a les persones a les quals va dirigit. En aqueix context,
els autors agrairien rebre (preferentment en les seues
adreces de correu electronic: smafe@uv.es i jrubia@uv.es)
qualsevol critica o suggeriment encaminat a millorar-lo.
Com agraeixen també els comentaris rebuts de José A.
Manzanares, Jesus Navarro i Julio Pellicer durant la fase de
redaccio del manual, I'excel lent tasca d'edicio del text duta
a terme per José A. Manzanares, Patricio Ramirez, M@
Amparo Gilabert i Juan Carlos Serrano, aixi com l'entusiasta i
competent traduccio al valencia realitzada per Francesc
Molina. La realitzacio d'aquest manual s'ha vist facilitada
també per la concessio d'una subvencio per part del Servei
de Formacio Permanent de la Universitat de Valencia dins la
4a Convocatoria d'Ajuts per a Activitats de Renovacio
Pedagogica aixi com per la bona disposicio del professor
Guillermo Quintas, director de la col-leccio «Educacio.
Materials».
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Capitol 1

Descripcio estadistica dels sistemes
macroscopics

1. Descripcio estadistica dels
sistemes macroscopics

1. Introduccio

1.1 Objectiu i metodes



L'objectiu de la Fisica Estadistica, i en particular
d'aquest curs, és deduir i interpretar les propietats
macroscopiques de sistemes formats per moltes
individualitats (atoms, moléecules, etc.) a partir d'una
descripcio microscopica d'aquests. Les bases sobre les quals
s'assenta la Fisica Estadistica involucren principis i resultats
de I'Estadistica Matematica, la Mecanica Classica i Quantica
i la Termodinamica basicament, si bé és necessaria la
introduccié d'un nombre addicional de postulats propis. Les
aplicacions de la Fisica Estadistica van des de la Matematica
Aplicada fins a I'Enginyeria, i s6n d'especial interes en
Biologia, Quimica i Fisica, com també en els camps cientifics
entre aquestes ciencies (Bioguimica, Biofisica, Quimica-
Fisica i Electroquimica), si bé en aquest curs remarcarem
principalment les aplicacions fisiques.

Com que els conceptes i tecniques necessaris per a
I'analisi d'un sistema constituit per un gran nombre
d'individualitats (que anomenarem genericament
«particules») estan basats en raonaments mecanics i
estadistics, la part de la Fisica a que fa referencia aquesta
materia es denomina també Mecanica Estadistica. Si es
suposa que les particules que constitueixen el sistema
presenten un comportament regit només per les lleis de la
Mecanica, podria semblar que el problema de la Fisica
Estadistica consisteix en la resolucié de les equacions de
moviment per al conjunt de particules. Aquesta resolucié no
és possible técnicament! en sistemes constituits per un
nombre de particules de I'ordre del d'Avogadro, Na=10% A
més a més, l'experiencia indica que I'estat macroscopic d'un
sistema es caracteritza per un petit nombre de variables
termodina- miques (pressio, volum, temperatura, etc.) en
comparacié amb el gran nombre de variables mecaniques
requerides per a descriure |'estat dinamic de N particules
(3N coordenades generalitzades i les 3N components dels
moments generalitzats, p. ex.). En passar de l'escala



microscopica (distancies de l'ordre d'I' nm) a la
macroscopica (distancies de l'ordre d'l um, p. ex.) es
produeix una drastica seleccio de la informacié continguda
en la descripcidé microscopica [Callen, cap. 1]. A I'esmentada
seleccio s'arriba, tal com hem assenyalat, aplicant tecniques
de |'Estadistica Matematica junt amb principis o postulats
addicionals no gens trivials.

Encara més, suposant de nou que el problema
d'analitzar el comportament dels sistemes de N particules
és purament matematic una vegada que es coneixen amb
detall (p. ex. per Mecanica Quantica) les lleis que regeixen
el comportament individual de cadascuna de les N
particules, la realitat és que interaccions entre particules
relativament simples sovint porten a comportaments
col-lectius dificils d'interpretar. Aquest és el cas de les
transicions de fase i punts critics, I'ordenacid, diferenciacid i
creixement en sistemes biologics, les fluctuacions i
fenomens de no equilibri, etc.

No obstant, és cert que molts problemes fisics com el
comportament dels solids i liquids, la radiacié
electromagnetica, etc. es simplifiquen notablement quan
sén abordats per metodes estadistics, de manera que si bé
els sistemes de moltes particules presenten una gran
complexitat si el que es pretén és una descripcié
microscopica detallada d'aquests, la descripcié
macroscopica basada en mitjanes estadistiques és
relativament senzilla. Aquesta descripcid involucra
magnituds com el volum i I'energia, com també d'altres
sense analeg microscopic com la temperatura. Per a
aguestes darreres magnituds, es fa necessari connectar els
resultats de la Fisica Estadistica amb els de la
Termodinamica. Aquesta connexi®6 no implica cap
subordinacid, ja que la Fisica Estadistica permet obtindré
valors numerics per a les diferents magnituds a partir de
models microscopics, mentre que la Termodinamica, que no
introdueix hipotesis sobre I'estructura de la matéria,



proporciona només relacions formals (aix0 si, de gran
importancia conceptual i de validesa general) entre les dites
magnituds.

1.2 Un problema que planteja algunes preguntes

Un problema que apareix sovint en Fisica Estadistica és
el seguent. Disposem d'un conjunt de dades experimentals
corresponents a un cert sistema fisic i pretenem descriure el
comportament microscopic del sistema de particules que
formen el dit sistema fisic a partir d'una hamiltoniana del
tipus:

H=E +U (1)

on E.-i Uson les energies cinética i potencial del sistema de

particules. A partir de I' eq. (1), és possible (almenys
formalment) escriure l'equacié de Schrédinger per al
sistema i resoldre-la per trobar els estats quantics del
sistema. Ara bé, jcom podem descriure totes les dades
experimentals anteriors a partir de la solucié anterior? Dit
altrament, jcom és possible, donat un model de hamilto- nia
microscopic, predir el comportament macroscopic d'un
sistema? En principi, sabem que la solucié de I'equacié de
Schrodinger proporciona els estats possibles del sistema,
pero la determinacié de Il'estat microscopic real d'aquest
requeriria tipicament un nombre de mesures de I'ordre del
nombre d'atoms present, Ma~ 1% En la practica, pero, I'estat
macroscopic del sistema es determina mitjancant un
nombre limitat de magnituds: la pressié, el volum i la
temperatura, p. ex. Dit d'una altra manera: sabem quins son
els estats micros- copics possibles del sistema, pero la
informacié macroscopica de que disposem és moltissim més
limitada. ;Com podem relacionar l'ingent nombre d'estats
microscopics accessibles (compatibles amb les condicions



imposades al sistema) amb el seu estat macroscopic
particular?

La resposta a la pregunta anterior segueix un
procediment d'inferencia estadistica: es considera un
conjunt mental format per un gran nombre N de sistemes
identics en el mateix estat macroscopic perdo en estats
microscopics diferents. Després, es considera una
distribucio de probabilitat per als estats microscopics
anteriors a partir de les caracteristiques fisiques del sistema
estudiat. Conegudes les probabilitats respectives dels estats
microscopics, és possible efectuar mitjanes estadistiques
sobre ells per passar de magnituds microscopiques a
magnituds macroscopiques. Desenvoluparem profusament
aquestes idees al llarg dels proxims temes.

Els sistemes als quals aplicarem els raonaments
anteriors es caracteritzaran per tindré els parametres
macroscopics que els defineixen independents del temps i
de la posicié espacial dins de la mostra que constitueix el
sistema. (Aquesta darrera condicid, que exclou la possibilitat
de fluxos estacionaris de materia, energia, etc., sera omesa
en el capitol 8 en el qual efectuarem una introduccid als
fenomens de transport.) La independencia espacial i
temporal dels parametres macroscopics és caracteristica
d'un sistema en equilibri termodinamic. A més, ens
ocuparem preferentment dels sistemes de particules no
interactives, si bé tractarem en el capitol 7 alguns
problemes en els quals la interaccié entre les particules
constituents del sistema no es pot ignorar.

1.3 Enumeracio d'estats quantics

El punt de partida per al desenvolupament de la Fisica
Estadistica és el concepte d'estat quantic estacionari d'una
particula o sistema de particules [Kittel i Kroemer, cap. 1;
Benedek i Villars, cap. 4]. Per a un sistema en un estat



estacionari, totes les magnituds observables com ara
I'energia o el nombre de particules no canvien amb el
temps.

Cada estat quantic té una energia definida. Estats amb
energia identica pertanyen al mateix nivell d'energia, i la
multiplicitat o degeneracié d'un nivell d'energia és el
nombre d'estats quantics distints amb la mateixa energia. El
nombre d'estats quantics és la magnitud important en Fisica
Estadistica, no el nombre de nivells d'energia. Sovint,
tractarem sumes sobre tots els estats quantics d'un sistema
i, per efectuar aquestes sumes, dos estats distints amb la
mateixa energia han de comptar-se sempre com a dos
estats, no com un nivell.

L'energia d'un sistema és l'energia total (cinetica +
potencial) de totes les particules tenint en compte la
interaccié entre particules si n'hi haguera. Un estat quantic
del sistema de particules és un estat de totes les particules.
Si les particules sén no interactives, podem reduir un
problema de N particules a un problema d'l particula, i
I'estat del sistema de N particules es pot obtindré
directament dels estats individuals de cada particula. Els
estats quantics d'un sistema constituit per una sola
particula s'anomenen orbitals. Com a exemple, la fig. 1
representa els nivells d'energia més baixos per a una
particula lliure de massa m confinada en una capsa cubica
de costat L. Es mostra també el nombre d'estats quantics
(la degeneracié o multiplicitat) corresponents al mateix
nivell d'energia. L'energia de la particula es pot escriure
com
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on n,, n, n, son els tres nombres quantics (tres enters

positius) que caracteritzen cada estat de particula (orbital).
En general, per descriure les propietats estadistiques d'un
sistema de N particules, necessitem coneixer el conjunt de
valors de l'energia Eg(N), on Eg(N) és I'energia de l'estat s
del sistema de N particules. En els capitols seguents
considerarem amb preferencia les propietats d'aquells
sistemes per als quals Eg(N) es pot calcular exactament.

Altres exemples [Benedek i Villars, cap. 4] per a Eg(N)
apareixen en les figs. 2-4, on hem omes l'efecte de la
degeneracid. Aixi, la fig. 2 mostra els nivells d'energia del e
en un atom de H, E,(1). Els estats lligats, corresponents a
energies negatives, estan quantitzats. Per a £,(1) > 0, el e
no esta lligat, i I'espectre d'energies és continu.
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Si es considera no un atom, sin6 la molecula de H,, els

nivells d'energia (i per tant els estats de la molecula) sén
més complicats. De nou, la molécula posseeix diversos



estats corresponents als nivells d'energia de cada electré.
Perd per a cada estat de I'electrd, la molecula completa pot
també vibrar i rotar. Les figs. 3 i 4 mostren que les energies
d'excitacié corresponents a la rotacié Ej(2) i a la vibracio

En(2)  estdn també quantitzades. La linia discontinua
representa Y energia térmica kT = 4 x 1021 | = 30 meV per
a T =300 K, amb kK = 1.38 x 1023 J/K la constant de
Boltzmann. En les figs. 3 i 4, els nivells d'energia per sobre
del nivell fonamental corresponen als diversos estats
excitats. La separacid entre els nivells de vibracio de la fig.
4 és d'uns 0.5 eV « 10 eV caracteristics de la separacio
entre el nivell fonamental i el primer nivell excitat dels
nivells electronics (vegeu la fig. 2). Els nivells rotacionals
(vegeu la fig 3) presenten separacions fins i tot menors (= 7
meV). Per conseguent, a temperatura ambient les molecules
de H, presenten només estats electronics fonamentals.

Aquest és també el cas dels estats vibracionals
aproximadament (vegeu la fig. 4), perd no el dels
rotacionals, ja que kT > E;_j ; »(2) en la fig. 3.

En molecules poliatbmiques apareixen nous estats o
modes de vibracié (vegeu la fig. 5). La molecula de H,0, p.
ex., pot repartir la seua energia de vibracié simultaniament
entre els tres modes de vibracié de la fig. 5 (anomenats
modes normals). L'energia corresponent a cada mode esta
quantitzada, i és additiva si l'excitacié s'esdevé
simultaniament en meés d'un mode. L'energia vibracional de

la molécula es pot escriure ara com 53 =nLa+mE+n k. onpn
ny, n-prenent els valors 0, 1, 2, ... (vegeu la fig. 6 [Benedek

i Villars, cap. 4]), i defineixen I'estat quantic vibracional del
sistema de 3 atoms que componen la molecula de la fig. 5.
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En tots els casos anteriors, el concepte d'estat quantic,
caracteritzat en cada cas pels seus nombres quantics
corresponents, permet una enumeracio dels estats
microscopics per a un sistema de N particules. Veurem en
els capitols seguents que aquesta enumeracio és sempre el
pas inicial de tot tractament en Fisica Estadistica.

2. Combinatoria. Aproximacio de Stirling

Les matematiques requerides per a una introduccié a
la Fisica Estadistica s6n elementals [Reif, caps. 1, 2, 6 i A. 1-
11; de la Rubia i Brey, cap. 1; Kittel i Kroemer, cap. 1; Stark i
Woods, caps. 1-4], si bé el desenvolupament de



determinats temes a un nivell més avancat requereix
tecniques més complicades [Chandler, caps. 5-8; Huang,
caps. 8-10i 14-18].

Tal com hem avancat al final de la seccié anterior, un
pas previ al tractament estadistic consisteix en I'enumeracié
dels estats microscopics d'un sistema de N particules, la
qual cosa involucra sovint nombres combinatoris. Efectuada
aquesta enumeracid, el calcul de la probabilitat d'un estat i
dels valors mitjans de les magnituds fisiques necessita els
conceptes de probabilitat i distribucié de probabilitat.
Dedicarem aquesta secci® a una breu revisi6 de la
combinatoria matematica, i la seguient seccié a aspectes
relacionats amb la probabilitat.

La taula 1 mostra algunes de les equacions del calcul
combinatori que farem servir al llarg d'aquest curs
particularitzades al cas de N objectes («particules») a
distribuir en n capses («nivells» si s'efectua la identificacié
anterior). Les equacions de la taula 1 corresponen al
nombre de disposicions g(N,n) distintes de les N particules
en els n nivells (suposem que no existeix degeneracié en els
nivells) per al cas de particules distingibles i indistingibles,? i
es poden justificar sobre la base d'arguments senzills. Per
exemple, per a N objectes distingibles a distribuir entre n
capses sense cap restriccid en el nombre d'objectes per
capsa, g(N,n) = nV. Si els objectes foren indistingibles, el
problema d'avaluar g(N,n) es redueix ara a comptar el
nombre de disposicions possibles per a una serie composta
per N objectes iguals + (n - 1) parets, ja que n capses
contigues suposen (n+1) parets, de les quals la nombre 1 i
la (n + 1) ocupen posicions fixes.> Evidentment, aquest
nombre és s™m=("¥") Si impo sem la condicié d'un sol
objecte per capsa, amb n > N, aleshores el nombre de
disposicions serig &Nm) =n (- 1)...(n - N 4 1) = NI (%) per a objectes

distingibles i ¥ = () per a objectes indistingibles, ja que el
nombre de permutacions que podem realitzar entre els



objectes en les capses sense donar lloc a cap disposicié
nova és precisament N! Finalment, l'equacié per a les
permutacions amb repetici6 de N objectes distingibles
distribuits de manera que n'hi ha N; d'ells en la capsa i/ es

pot obtindré a partir de I'equacié

N! (N-N))! N!
= o= ot P N.=N. (3
§NA) = N TN - Nt Nyl (N- N, - Np)! NNyt .. ? i=N. (3
distingibles ‘ indistingibles
NO HI HA RESTRICCIONS QUANT AL
NOMBRE D'OBJECTES PER CAPSA
Variacions amb nN ( N+n—1 ) Combinacions
repeticid N amb repeticid
COM A MAXIM UN OBJECTE PER
CAPSA AMB LA CONDICIO n> N
Variacions NI [ ;) { [ ;:r) | Combinacions
Ni.i=1,2,...,n, ENLACAPSA
AMB LA CONDICIO ¥, N,= N
i
Permutacions amb N 1 —
repeticic o |
e [1N;! |
I

Taula 1

Si utilitzem la nomenclatura d'estats i particules,
I'existencia de degeneracions g; en cada nivell j d'energia g;

ddna lloc al fet que a cada nivell li cor- responguen diversos
estats, i es pot tractar com es mostra en la taula 2, on hem
particularitzat la teoria combinatoria a les tres estadistiques
gque apareixen en aquest curs: l'estadistica classica de
Maxwell-Boltzmann (MB) i les estadistiques quantiques de
Bose-Einstein (BE) i Fermi-Dirac (FD).

Quan es consideren distribucions de N particules en
Fisica Estadistica, generalment s'ha d'avaluar no N! siné



InN!. Quan N » 1 (en sistemes macroscopics, N ~ Ny = 6 X
1023), es pot efectuar la seglient aproximacio

N
InN! = ¥lnn = j]NInndn= 4':|1‘||'1—J't|;"'r = NInN-N, (4)

n=1

N particules

o} ® i e 0
=l 1 3 1 2, 2 (-1 nyp oy
i= 1 2 n-1 n
€= £ & Eno Ey
2 4 2 1 2
N.= 2z 0 2 1

Muaxwell-Boltzmann: distingibles; no hi ha limitacié en el nombre de pan_j_-.:uh:s per estal

N
_(NY M(N=-NY N, (N=(Ny++N_ ) Ny o B8

n

Bose-Eintein: indistingibles; no hi ha limitacié en el nombre de particules per estat

H ¢ . —_—
(N, +g 1)
= qpe ok

Fermi-Dirac: indistingibles; limitacid de 0/1 particula per estat




