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Prologo

Lo ultimo que se sabe cuando se escribe un libro
es qué poner primero

Blas Pascal

Un conjunto es discreto si sus elementos estan separados. Los conjuntos finitos
y los subconjuntos infinitos de numeros enteros son conjuntos discretos, pero
el conjunto de los numeros reales no lo es. La matematica discreta es el estudio
de estructuras matematicas definidas sobre conjuntos discretos. Aunque los
origenes de la matematica discreta se remontan a la antigiiedad, no ha sido
sino hasta afios recientes que ha cobrado importancia, por sus aplicaciones a
diversos campos, en particular a las ciencias de la computacion y a la investi-
gaciéon de operaciones.

La presente obra esta dirigida a estudiantes de ciencias béasicas e ingenie-
ria. Se ha dividido en cuatro partes: Fundamentos, Métodos algebraicos, Enu-
meracion combinatoria y Teoria de grafos. Las ultimas tres partes son casi
independientes entre si.

El propodsito de la primera parte es familiarizar al alumno con el lenguaje
de las matematicas modernas y con los métodos de demostracion, incluyendo
el método de induccioén matematica. Los cinco capitulos que constituyen esta
parte son fundamentales para entender el resto del libro.

La segunda parte esta dedicada al estudio de métodos algebraicos. El ca-
pitulo 6 es independiente de los demas, pero es recomendable verlo antes de
ver la seccion de problemas INP-completos en el capitulo 7, el cual también es
independiente. En este capitulo se discute el problema de computabilidad y la
nocion de complejidad computacional; es necesario ver la seccion de comple-
jidad computacional antes de estudiar la parte IV. Asi mismo se recomienda
ver el capitulo 8 antes del 9 y 10, que son independientes entre si. En estos
capitulos aparecen diversas aplicaciones: circuitos logicos, el sistema cripto-
grafico RSA y cédigos de grupo.

La tercera parte esta dedicada a la enumeracion combinatoria. El capitulo
11 es prerrequisito de los demas capitulos de esta parte, los cuales son casi
independientes entre si, con una excepcion, la ultima seccion del capitulo de
relaciones de recurrencia utiliza la nociéon de funcion generadora ordinaria,
discutida en el capitulo 13.
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xXiv PROLOGO

La ultima parte es una breve introduccién a la teoria de grafos. En el capi-
tulo 15 se presentan los conceptos basicos, por 1o que es prerrequisito de los
demas capitulos. El capitulo 16 esta dedicado a la importante nocién de arbol,
mientras que el 17 trata sobre la nocién de grafo dirigido; por ultimo, en el
capitulo 18 se presentan temas selectos de la teoria de grafos, los cuales son
casiindependientes entre si, con excepcion de la seccién dedicada al problema
de los cuatro colores, que utiliza conceptos de grafos aplanables y coloracién
de vértices.

Registro en la Web de apoyo
Para tener acceso al material de la plataforma de contenidos interactivos de
este libro, siga los siguientes pasos:

1. Ir ala pagina: http://libroweb.alfaomega.com.mx

2. Registrarse como usuario del sitio y propietario del libro.

3. Ingresar al apartado de inscripcion de libros y registrar la siguiente clave
de acceso:

4. Para navegar en la plataforma virtual de recursos del libro, usar los nom-
bres de Usuario y Contrasefila definidos en el punto numero dos. El
acceso a estos recursos es limitado. Si quiere un numero extra de accesos
envie un correo electrénico a webmaster@alfaomega.com.mx.

Estimado profesor: si desea acceder a los contenidos exclusivos para docen-

tes, contacte al representante de la editorial que lo suele visitar o envie un
correo electréonico a webmaster@alfaomega.com.mx.
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CAPITULO

Légica y conjuntos

La Iégica, como el whisky, pierde
sus efectos benéficos cuando se
consume en grandes cantidades.

Lord Dunsany

1.1 Introduccion
1.2 Proposiciones y conectivos 6gicos
1.3 Implicacion y equivalencia logica

14 Reglas de inferencia

1.5*  Conjuntos

1.6 Predicados y cuantificadores
1.7 Operaciones con conjuntos
1.8 Resumen

1.9 Ejercicios

Objetivos
. Exponer las reglas de inferencia y los métodos de demostracion.
. Presentar la notacion y terminologia basica de la teoria de conjuntos.

*Ver Plataforma de contenidos interactivos.



4 I. LOGICA Y CONJUNTOS

» 1.1 Introduccidon

Uno de los principales propositos de la l6gica consiste en proporcionar reglas, por medio
de la cuales se pueda determinar si un argumento particular es correcto. La légica se
interesa en cualquier tipo de razonamiento, los cuales pueden ser, por ejemplo, argu-
mentos legales, demostraciones matematicas o conclusiones cientificas, basadas todas
ellas en ciertas suposiciones.

La teoria moderna de conjuntos comenzo con los trabajos de los matematicos alemanes
Georg Cantor y Richard Dedekind, a fines del siglo XIX. El uso libre de la nocién intui-
tiva de conjunto condujo a paradojas, lo que motivo a Ernest Zermelo a desarrollar en
1908 una teoria axiomatica de conjuntos. La teoria fue perfeccionada en 1922 por Abra-
ham Fraenkel. Actualmente la teoria de conjuntos juega un papel fundamental en las
matematicas modernas, pues casi todos los conceptos matematicos importantes estan
definidos en términos de conjuntos.

En este capitulo veremos una breve introduccion a la légica simbdlica y a la teoria de
conjuntos.

» 1.2 Proposiciones y conectivos légicos

Una proposicién es una afirmaciéon que puede ser verdadera o falsa, pero no ambas. Si
una proposicién es verdadera decimos que su valor de verdad es verdadero (V); sila
proposicién es falsa decimos que su valor de verdad es falso (F).

@ Ejemplo 1.1.

Las siguientes afirmaciones son proposiciones:

a) Guadalupe Victoria fue el primer presidente de México.
b) Hay un premio Nobel de Matematicas.
c¢) Estaballoviendo en Tenochtitlan el dia en el que muri6 Lorenzo de Médicis.

De las proposiciones anteriores, (a) es verdadera, (b) es falsa, y (c) podria ser

verdadera o falsa; sin embargo, es claro que ese dia llovié o no en Tenochtitlan, y
por lo tanto, podemos asegurar que la afirmacion es una proposicion.
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1.2 PROPOSICIONES Y CONECTIVOS LOGICOS 5

@ Ejemplo 1.2.

Las siguientes afirmaciones no son proposiciones:

a) Cierra la puerta.
b) jBuenos dias!
c¢) Esta afirmacion es falsa.

La afirmacion (a) no es una proposicion, porque no es verdadera o falsa (es una
orden). La afirmacién (b) tampoco es verdadera o falsa, es simplemente un saludo.
Por ultimo, la afirmacion (¢) no es una proposicion, porque, Si suponemos que es
verdadera, entonces la afirmacion es falsa; analogamente, sila consideramos como
falsa, entonces la afirmacion es verdadera.

La negacién de una proposicion p, es la proposicién —p, que se lee como “no p”. La pro-
posicion —p tiene el valor de verdad V cuando p tiene el valor de verdad F, y tiene el valor
de F cuando p tiene el valor de verdad V. Es decir, —p tiene la siguiente tabla de verdad.

P —p
1% F
F 1%

@ Ejemplo 1.3.

La negacién de la proposicion:

p: Esta nublado.
Es la proposicion:
—p: Esta despejado.

La conjuncion de dos proposiciones p v g , es la proposicion p A ¢ , que se lee “py ¢”. La
proposicion p A g tiene el valor de verdad V cuando tanto p como ¢g tienen el valor de
verdad V, en otro caso su valor de verdad es F. La tabla de verdad de la conjuncion es:

P 9 | pPrg
1% 1% 1%
1% F F
F 1% F
F F F

ALFAOMEGA MATEMATICAS DISCRETAS — RAMON ESPINOSA ARMENTA



6 I. LOGICA Y CONJUNTOS

@ Ejemplo 1.4. Consideremos las proposiciones:

p: Esta nublado.
q: Hace frio.
La conjuncién de estas proposiciones es la proposicion:

P A q: Esta nublado y hace frio.

La disyuncion de dos proposiciones p y ¢ es la proposicién p v ¢, que se lee “p o ¢".
Esta proposicion p v g tiene el valor de verdad F so6lo cuando tanto p como ¢ tienen el
valor de verdad F, en otro caso su valor de verdad es V. Obsérvese que el operador v
representa un “o inclusivo”.

o< <
o< <R
<< <<

@ Ejemplo 1.5. Consideremos de nuevo las proposiciones:

p: Esta nublado.
q: Hace frio.
La disyuncién de estas proposiciones es la proposicion:

p v g: Esta nublado o hace frio.

Esta proposicion es verdadera si estda nublado (aunque no haga frio), o si hace frio
(aunque esté despejado), o si esta nublado y hace frio. La proposicién solamente
es falsa si esta despejado y no hace frio.

Los simbolos =, v, A, son ejemplos de conectivos 16gicos. Una proposicion formada
de la combinacion de otras proposiciones utilizando conectivos 16gicos es una proposi-
cion compuesta. Si las proposiciones py, p,, . - . , p, S€ combinan para formar la propo-
sicién compuesta p, se escribird: p = p(py, pas - - - » Pu)-
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1.3 IMPLICACION Y EQUIVALENCIA LOGICA 7

@ Ejemplo 1.6.

Escribir la tabla de verdad de la proposicion compuesta

P Aq) v (o)

Solucion:

14 q r pAg | —r P Aq) v (=r)

Vv \% Vv Vv 17 Vv

Vv Vv F Vv Vv Vv

Vv F Vv F F F

F Vv Vv F F F

F F Vv F F F

F Vv F F Vv V

Vv F F F Vv Vv

F F F F Vv Vv
Se dice que una proposicion compuesta a p = p(py, p2, - - - , P,,) €S Una tautologia,
sip es verdadera para todos los valores de verdad que se asignen a py, ps, - - - » Pp-
Diremos que p es una contradiccion si es falsa para todos los valores de verdad
que se asignen a py, p,, - - . , p,- Obsérvese que la negacion de una tautologia es

una contradiccion y que la negacion de una contradiccion es una tautologia.

@ Ejemplo 1.7.

La siguiente tabla de verdad muestra que p v — p es una tautologia y que p A = p
es una contradiccion.

p P | pVP | pAp
1% F 1% F
F 1% 1% F

» 1.3 Implicacién y equivalencia légica

El operador condicional, denotado por el simbolo —, esta definido por la siguiente tabla
de verdad:
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p q pP—49
\%4 \%4 \%4
Vv F F
F \%4 \%4
F F \%4

La proposiciéon compuesta p — ¢ es llamada proposicion condicional. En este caso la
proposicién p se llama hipotesis (o antecedente) y la proposicion ¢ se llama conclusion
(o consecuente). La proposiciéon condicional puede expresarse como:

si p entonces g

p solo siq,

p implica g,

p es una condicion suficiente para ¢,
q es una condicién necesaria para p.

6 oo

En cierta universidad, el reglamento estipula que para aprobar un curso es nece-
sario que el alumno apruebe el examen final. Esta afirmacién se puede represen-
tar como p — ¢, donde

p: aprueba el curso,
q: aprueba el examen final.

Obsérvese que la condicion g es necesaria, pero no suficiente para p , es decir, si
aprueba el examen final no necesariamente aprueba el curso.

Sean p =pp1, pas - - - P) Y4 =4q{p1, Pas - - . , pp) A0S proposiciones compuestas, diremos
que p implica légicamente a g si p — ¢ es una tautologia. En este caso escribimos p = ¢.

@ Ejemplo 1.9.

Si p y g son dos proposiciones, entonces p A ¢ = p, como lo muestra la siguiente
tabla de verdad.

P | g | pPrg| prgop
viv] v 1%
v|F| F 1%
F| V| F 1%
F|F| F 1%
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La reciproca de la proposicién condicional p — g es la proposicion g — p. Es posible que
una proposicién condicional sea verdadera, pero que su reciproca sea falsa.

El operador bicondicional, denotado por el simbolo «», esta definido por la siguiente
tabla de verdad:

P | qa|preg
vI|v 1%
V| F F
F |V F
F| F 1%

Obsérvese que p <> g es verdadera solo cuando los valores de verdad de p y g coinciden.
La proposicion compuesta p <> g se llama proposicién bicondicional. Esta proposicion
se lee: “p siy solo sig”. La abreviacion “sii” se utiliza con frecuencia para representar
la frase “siy solo si”.

Seanp =pP1,p2 .- P Y q=q(P1,Pas - - -, P,) dOS Proposiciones compuestas, diremos
que p v g son légicamente equivalentes si p <> g es una tautologia. En este caso escri-
bimos p < ¢. En otras palabras, dos proposiciones compuestas son légicamente equi-
valentes si y solo si sus valores de verdad coinciden.

@ Ejemplo 1.10.

La proposicién bicondicional p <> g es logicamente equivalente a la proposicion
n(p — q) A (@ — p), como lo muestra la siguiente tabla de verdad.

P | 9| P—g q4-p (p—4q) ~(g—>p)
VI v 1% 1% 1%
V| F F 1% F
F |V 1% F F
F | F 1% 1% 1%

Por esta razon la proposicion bicondicional p <> g también puede expresarse como:
“p es una condicion necesaria y suficiente para q”.
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@ Ejemplo 1.11.

La siguiente tabla de verdad muestra que la proposicion —(p — ¢) es logicamen-
te equivalente a la proposicién p A —gq.

Pl g4 | ~q | -lp=>q | prag
v|iv| F F F
V| F 1% 14 1%
F| V| F F F
F | F 1% F F

@ Ejemplo 1.12.

La contrarreciproca de la proposicién condicional p — ¢ es la proposicién
—q — —p. La siguiente tabla muestra que toda proposicién condicional es
légicamente equivalente a su contrarreciproca.

pla|prPr>q|—q->v| (p>q e (~g—>-p)
vI v 1% 1% 1%
V|F F F 1%
F |V 1% 1% 1%
F | F 1% 1% 1%

@ Ejemplo 1.13.

La siguiente tabla muestra que la implicacion condicional p — ¢ es logica-
mente equivalente ala proposicion p A 7g — ¢, donde ¢ es una contradiccion.

P |l a| —q |pr—q| c | prog—c
v iv| F F F 1%
vV|IF| v 1% F F
F|lV| F F F 1%
F|F| vV F F 1%
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» 1.4 Reglas de inferencia
Un argumento logico es una sucesion de proposiciones escritas como sigue:

Pi
p2
Pn
" q
Las proposiciones py, ps, - . . , p,, son llamadas hipotesis o premisas; la proposicion g es

la conclusion. El simbolo .. se lee como “por lo tanto”, o “por consiguiente”, “se sigue
que” o “de aqui que”. Se dice que un argumento légico es valido si

PiAP2AN " ADp=(
se cumple, es decir, p; A pa A " * * A p, = g €S una tautologia. Los argumentos 16gicos

validos también son llamados reglas de inferencia. Una falacia es un argumento légico
que no es valido. A continuacion describimos las principales reglas de inferencia.

Adicion
p
SpVyg
Simplificacion
pPAg
sp
Silogismo disyuntivo
Pvq
P
" q
Silogismo hipotético
pP—4q
q—>r
Conjuncion
4
q
PAg
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Modus ponens
pP—q

Modus tollens

-q
pP—=q

.p

Lo que distingue a las matematicas de otras disciplinas, es que, a excepcion de ciertas
afirmaciones basicas llamadas axiomas, nada es considerado como cierto a menos que
que haya sido probado utilizando un argumento légico valido.

Una demostracioén es una sucesion de afirmaciones que representan una argumentacion
de la validez de un enunciado matematico. Algunas de las afirmaciones que aparecen
en una demostracion pueden considerarse verdades a priori, éstas incluyen axiomas,
definiciones o resultados establecidos previamente. Otras pueden ser las hipotesis del
enunciado, las cuales se suponen verdaderas en el argumento. Por ultimo, algunas pue-
den ser inferidas de otras afirmaciones cuya validez fue probada al principio de la de-
mostracion.

Supongamos que queremos probar un enunciado de la forma: si P entonces Q. Una
demostracion directa comienza suponiendo que P es verdadera y de ahi concluye que
QO es verdadera. Una demostracion indirecta comienza suponiendo que —~Q es verdade-
ra y de ahi concluye que —P es verdadera. Una demostraciéon por contradicciéon o re-
duccion al absurdo, comienza suponiendo que P es verdadera y Q es falsa, con lo cual
se llega a una contradiccién; esto significa que la conclusién debe ser verdadera.

Una proposicién matematica cuya veracidad ha sido probada es llamada un teorema.
Un lema es un resultado que no es considerado importante, pero que es util para probar
un teorema. Un resultado que puede probarse facilmente a partir de un teorema se
considera un corolario de ese teorema. Cabe mencionar que, en libros avanzados y en
articulos de investigacion, los teoremas sencillos se enuncian como proposiciones (dan-
do a esta palabra un significado distinto al que se ha utilizado en este capitulo), utili-
zando la palabra, teorema, solamente para los resultados mas importantes. Claramente
esta distincion es subjetiva; algunos autores se han visto muy modestos enunciando
como proposiciones, o incluso como lemas, resultados que a la postre han mostrado ser
importantes.

Entender la demostracion de un teorema requiere con frecuencia de un gran esfuerzo.
Cada paso de una demostracién debe tener una justificacion l6gica, la cual no siempre
es facil de encontrar. Al leer una demostracion, el lector debe tratar de entender cuales
son las ideas matematicas detrdas de ese razonamiento, pues sélo asi sera capaz de
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hacer demostraciones por si mismo. Al escribir una demostracion o la soluciéon de un
problema matematico, el lector debe procurar ser lo mas claro, conciso y preciso posible.

Las matematicas no son féaciles (ni siquiera para los matematicos profesionales), el
lector no debe desilusionarse si siente que no puede avanzar tan rapido como quisiera.
El trabajo constante y sistematico tarde o temprano comienza a rendir frutos. Con el
tiempo el estudiante aprendera a disfrutar de las matematicas, de la misma manera que
puede disfrutar de la musica o de la literatura.

» 1.5 Conjuntos

Hasta principios del siglo XX, un conjunto era entendido como cualquier colecciéon de
objetos de nuestra intuicién o imaginacioén. En 1902, el matematico Gotlob Frege estaba
a punto de publicar un monumental trabajo, en el cual la aritmética se construia sobre
la base de esta nocién de conjunto. En este punto, Frege recibioé una carta de Bertrand
Russell, tras lo cual decide ahadir el siguiente parrafo, con el que termina el segundo
volumen de su obra: “Nada es menos apetecible para un hombre de ciencia, que cuan-
do estd a punto de terminar su obra se le derrumben los cimientos. En esta situacion
me coloca una carta del senor Bertrand Russell, recibida cuando la obra estaba a punto
de salir de la imprenta.”

En su carta, Russell planteaba la siguiente paradoja: Existen dos tipos de conjuntos, los
conjuntos regulares y los conjuntos no regulares. Los conjuntos regulares son aquellos
que no se contienen a si mismos como elementos. Un ejemplo de un conjunto no regu-
lar es el conjunto de todos los conjuntos describibles con menos de cincuenta palabras
en espanol.

Consideremos ahora el conjunto R, cuyos elementos son todos los conjuntos regulares.
Ahora bien, R mismo debe ser un conjunto regular o un conjunto no regular. Si R es
regular, entonces se contiene a si mismo como elemento, y por lo tanto es no regular, lo
cual es una contradiccion. Pero si R es no regular, entonces R no se contiene a si mismo
como elemento y es por lo tanto regular, lo cual otra vez es una contradiccion.

La moraleja es ésta: el uso libre de la nocién intuitiva de ‘conjunto’ puede conducir a
contradicciones. La nocién de conjunto puede servir como base firme para las matema-
ticas solo si se emplea una aproximaciéon mas sofisticada.

En 1908, Ernest Zermelo estableci6 las bases de una teoria axiomatica de conjuntos.
Esta teoria fue perfeccionada en 1922 por Abraham Fraenkel. La definicion de ‘conjun-
t0’ no esta incluida en esta teoria; en lugar de ello los axiomas describen lo que uno
puede hacer con conjuntos. Veremos a continuacion la notacion y terminologia basica
de la teoria de conjuntos.

Un conjunto, como se le entiende intuitivamente, tiene elementos. Si A es un conjunto
y x es un elemento de A escribiremos x € A. En este caso también se acostumbra decir
que x pertenece a A. La notacion x ¢ A significa que x no es un elemento de A (o que x
no pertenece a A). La propiedad mas importante de la pertenencia la establece el si-
guiente axioma.
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Axioma de extension. Dos conjuntos A y B son iguales si cada elemento de A per-
tenece a B, y cada elemento de B pertenece a A. En este caso escribimos A = B.

Una manera de describir un conjunto es enlistando sus elementos. Por ejemplo,
{3, &, b}

es el conjunto cuyos elementos son 3, # y b. El orden en que aparecen los elementos es
irrelevante, asi

{(3.80,0}={3.b, 0} ={a,3,0}={a,0,3}={b,3,8}={3,D, s}

Si existe un elemento en un conjunto que no pertenece al otro conjunto, diremos que
los conjuntos son distintos y escribiremos A # B. Por ejemplo,

{a, b, c} # {a, c}.

Axioma del conjunto vacio. Existe un conjunto que no tiene elementos.

El axioma de extension implica que sélo puede haber un conjunto sin elementos.
Este conjunto se denota por el simbolo & y es llamado el conjunto vacio.!

Sean A y B dos conjuntos. Se dice que A es un subconjunto de B, si todo elemento de
A pertenece a B. En este caso escribimos A — B. También se dice que B contiene a A.
Si A < B pero A # B, diremos que A es un subconjunto propio de B, y escribiremos
A C B. Obsérvese que A =B siy sélosiA c By B CA.

@ Ejemplo 1.14.

Todo conjunto A es un subconjunto de si mismo, es decir, A — A, pero no es un
subconjunto propio de si mismo.

@ Ejemplo 1.15.

El conjunto vacio @ es un subconjunto de cualquier conjunto A, porque si
no fuera asi existiria x ¢ & tal que x ¢ A, lo cual no es posible, porque el
conjunto vacio no tiene elementos.

1 El simbolo que se utiliza para denotar el conjunto vacio, proviene de la letra @ en el alfabeto noruego, y fue
presentado por André Weil en 1939.
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@ Ejemplo 1.16.

Sean A, By C conjuntos tales que A c By B c C. Probar que A c C.

Demostracion. Seaa € A, como A ¢ B se sigue que a € B, y como B c C, tenemos
que a € C, y por lo tanto A ¢ C. Por otra parte, como B c C, existe ¢ € C tal que
céByporlotantocé A. De ahique A c C.

Axioma del conjunto potencia. Para cualquier conjunto X existe un conjunto
cuyos elementos son todos los subconjuntos de X.

El unico conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos de X, es llamado el con-
junto potencia de X, y se denota @(X). Obsérvese que D€ pX)yXe pX).

@ Ejemplo 1.17.

SiX = {a, b}, entonces

9 X) ={D, {a}, {b}, {a, b}}

@ Ejemplo 1.18.

Si X = {a, b, ¢} entonces

9 X)={J, {a}, {b}, {c}.{a, b}.{a, c},{b, c}.{a, b, c}}

Hemos visto que los elementos de un conjunto pueden ser conjuntos por si mismos. Sin
embargo, la teoria de conjuntos incluye un axioma, llamado axioma de regularidad,
que garantiza que un conjunto no se puede contener a si mismo como elemento.

» 1.6 Predicados y cuantificadores

Enunciados como “x es mexicano” o “a es hijo de b”, no son proposiciones, ya que no
son necesariamente verdaderos o falsos. Sin embargo, cuando asignamos valores a las
variables que intervienen en estas afirmaciones éstas se convierten en proposiciones.
Este tipo de enunciados son llamados predicados.
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El predicado “x es mexicano” puede representarse como P(x), andalogamente el predi-
cado “a es hijo de b" puede representarse como Q(a, b). Los valores de las variables
que aparecen en un predicado deben pertenecer a un conjunto, llamado el universo de
discurso (o simplemente universo). Para ser precisos es necesario establecer explicita-
mente el universo de discurso; sin embargo, con frecuencia el universo de discurso se
entiende implicitamente.

El principio mas importante de la teoria de conjuntos es el siguiente.

Axioma de especificacion. Dado un conjunto X y un predicado P(x), existe un
conjunto cuyos elementos son aquellos elementos x € X para los cuales P(x) es
verdadera.

Utilizaremos la notacion
{xe X|P(x)},

para denotar al conjunto de elementos de X para los cuales P(x) es verdadera. También
podemos escribir

{P(x)|x e X}.
Por ejemplo, si X es el conjunto de todos los seres humanos, podemos escribir
M={me X| m es mujer}
para denotar al conjunto de las mujeres.

Una manera de convertir un predicado en una proposicién es asignar un valor a cada
una de las variables. Otra manera, utilizada con frecuencia en matematicas, es cuanti-
ficar las variables para las cuales el predicado es valido.

El cuantificador universal V se utiliza para construir proposiciones como:

VxeX P(x)

que se lee: “para toda x € X, P(x) es verdadera”. La proposicion anterior es verdadera
sélo si P(x) es verdadera para cualquier valor de x en el universo de discurso X. El sim-
bolo V puede leerse “para todo”, “para cada” o “para cualquier”.

El cuantificador existencial 3 se utiliza para construir proposiciones de la forma:

dxe X Pk

que significa “existe x € X tal que P(x) es verdadera”. El simbolo 3 puede leerse “exis-
te”, o “para algun” o “para al menos un”.
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La negacion de la proposicion
VxeX Pk
es la proposicion
dxe X  =PX).

Equivalentemente, para mostrar que la proposicién V x € X P(x) es falsa, basta exhibir
un elemento x € X tal que P(x) sea falsa. Tal elemento es llamado un contraejemplo.

Analogamente, la negacion de la proposicion
dxe X Pk
es la proposicion
VxeX —P(x).
Para mostrar que una afirmacion de la forma:
VxeX P(x) = Q(x)

es falsa, hay que encontrar un elemento x € X para el cual P(x) sea verdadera y Q(x) sea
falsa.

Algunas proposiciones involucran mas de un cuantificador. Por ejemplo, la negacion de
la proposicién:

Yae A dbe B P(a,b),
es la proposicién:

dae A Vbe B —P(a,b).

» 1.7 Operaciones con conjuntos

En esta seccién supondremos que todos los conjuntos en consideracion son subconjun-
tos de un conjunto X.

La unién de dos conjuntos A y B es el conjunto

AUB={x|xe Avxe B}.
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