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V

Was Sie in diesem essential finden können

Kurz ausgedrückt, eine Einführung in das mathematische Konzept der Abzählung 
nach Pólya. Welche kombinatorischen Objekte lassen sich damit effektiv 
abzählen? Zum Beispiel die Menge aller wesentlich verschiedenen Halsketten 
mit n Perlen, wobei jede Perle eine von m Farben trägt. Wird eine solche Perlen-
kette durch ein reguläres n-Eck dargestellt, dann bleibt sie bei Drehung oder 
Spiegelung des n-Ecks erhalten. Derartige Transformationen müssen bei der 
Abzählung berücksichtigt werden, um Mehrfachnennungen zu vermeiden. Hier 
kommt die Gruppentheorie ins Spiel, die in der Lage ist, solche Transformationen 
zu beschreiben. Aber dies ist nur die Spitze des Eisberges. Es geht allgemein 
gesprochen um die Abzählung von kombinatorischen Objekten mit Symmetrien. 
Die elementare Kombinatorik, die sich bekanntlich mit Kombinationen, Per-
mutationen, Variationen und Partitionen beschäftigt und teilweise schon in der 
Oberstufe im Rahmen des Stochastik-Unterrichts gelehrt wird, kann hier leider 
nicht weiterhelfen.

Das vorliegende Büchlein behandelt ausführlich den gefeierten Abzählsatz von 
Pólya, der eine Abzählung von kombinatorischen Objekten mit Symmetrien auf 
elegante Weise ermöglicht. Die Darstellung ist in sich abgeschlossen und erörtert 
insbesondere die notwendigen mathematischen Grundlagen. Motivation und 
Durchhaltevermögen sind gefragt, aber die Mühe lohnt sich. Am Schluss werden 
neben dem obigen Halskettenproblem weitere Abzählprobleme behandelt, ins-
besondere die Abzählung von gefärbten Spielewürfeln, Graphen und Bäumen.
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1Einführung in die kombinatorische
Abzählung

Die Kombinatorik als mathematische Disziplin ist in erster Linie als Kunst des Zäh-
lens bekannt. Damit sollen Fragen untersucht werden, die mit „Wie viele“ beginnen.
Für die Bewältigung des vorliegenden Büchleins werden grundlegende Konzepte
aus der Mengenlehre vorausgesetzt.

Zählprinzipien
KombinatorischeÜberlegungen fußen auf drei fundamentalenPrinzipienderAbzäh-
lung:

• Nach dem Gleichheitsprinzip sind zwei Mengen A und B gleichmächtig,
geschrieben |A| = |B|, wenn es eine bijektive Abbildung f : A → B gibt.
Beispielsweise sind die Mengen {a, b, c} und {1, 2, 3} gleichmächtig, weil die
Abbildung f : {a, b, c} → {1, 2, 3} mit f (a) = 1, f (b) = 2 und f (c) = 3
bijektiv ist.

• Mit dem Additionsprinzip ist dieMächtigkeit der Vereinigung endlicher disjunk-
ter Mengen A und B durch die Summe der Mächtigkeiten der beiden Mengen
gegeben:

|A ∪ B| = |A| + |B|.
Es gilt: |{1, 2, 3, 4, 5}| = |{1, 2, 3}∪ {4, 5}| = |{1, 2, 3}|+ |{4, 5}| = 3+2 = 5.

• Das Multiplikationsprinzip besagt, dass die Mächtigkeit des kartesischen Pro-
dukts endlicher Mengen A und B durch das Produkt der Einzelmächtigkeiten
festgelegt ist:

|A × B| = |A| × |B|.
Es gilt: |{a, b, c} × {1, 2}| = |{(a, 1), (a, 2), (b, 1), (b, 2), (c, 1), (c, 2)}| =
|{a, b, c}| · |{1, 2}| = 3 · 2 = 6.
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