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Introducciéon

Entre las ramas de la matematica méas empleadas en la ciencia estidn el andlisis matemaético, el cdlculo
numérico y la estadistica, aunque en la actualidad précticamente toda rama de la matemaética tiene aplica-
ciones en la ciencia y toda &rea del conocimiento requiere de una buena base matematica. Esta es la razén
por la que requerimos de establecer los fundamentos matematicos necesarios para poder hacer uso de las
herramientas matemadticas.

Por otro lado, en los tltimos anos la légica ha adquirido relevancia en las ciencias de la computacién, debido
a sus multiples aplicaciones. Ademads, la légica y la matemadtica son esenciales para todas las ciencias por
la capacidad de poder inferir con seguridad unas verdades a partir de otras establecidas; es lo que las hace
recibir la denominacién de “Ciencias exactas”. Estas son las razones por las que incluimos el capitulo 1 sobre
el lenguaje y deduccién matemadtica.

Los capitulos 2, 3 y 4 estdn dedicados para hablar, en buena medida, de los conceptos considerados como
fundamentales en la matemadtica: conjunto, nimero real y funcién, que aparecen en cualquier rama de la
matemética. Abordaremos los temas de manera més formal de lo que usualmente se hace (comparado con
estudios preuniversitarios), con bases légicas.

Aunque el objetivo inicial es cubrir los temas correspondientes a la materia “Matematicas elementales” de
la Facultad de Ciencias de la Computacién en la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, la presente
obra es también apropiada para todos aquellos estudiantes de Ingenieria y Ciencias en general que necesiten
aprender las herramientas mateméticas de nivel superior.

Finalmente la autoria especifica de los capitulos es la siguiente:

= Capitulo 1. Eduardo Ariza Veldzquez, Pedro Garcia Judrez, Rosa Garcia Tamayo, Diego Herrera
Cobidn.

= Capitulo 2. Eduardo Ariza Veldzquez, Nelva Betzabel Espinoza Hernandez , Pedro Garcia Juarez,
Rosa Garcia Tamayo, Diego Herrera Cobian.

» Capitulo 3. Eduardo Ariza Veldzquez, Nelva Betzabel Espinoza Herndndez, Carlos Palomino
Jiménez, Héctor David Ramirez Herndndez, Carlos Zamora Lima.

= Capitulo 4. Eduardo Ariza Veldzquez, Carlos Palomino Jiménez, Héctor David Ramirez Hernandez,
Carlos Zamora Lima.
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Capitulo 1
Lenguaje y deduccién
matematica

El objetivo de este capitulo es asimilar el razonamiento matematico y sus métodos. Para ello requerimos de
un lenguaje con precisién y claridad, que no se preste a distintas interpretaciones.

1.1. Proposiciones légicas

Una proposicién es la expresiéon de un juicio, esto es, de una relacién entre dos (o més) términos, sujeto-
predicado, que afirma o niega, incluye o excluye el primero respecto del segundo.

Definicién 1.1.1 Una proposicion logica es un enunciado de tipo declarativo que dnicamente acepta un
valor de verdad, de dos posibles: Falso, o bien, Verdadero.

Ejemplos 1
1. En la ciudad de Puebla hay mar. Esta es una proposicién légica ( falsa ).

2. En el laboratorio de cémputo no hay nadie. No es una proposicion légica, pues en el sentido
estricto del lenguaje matemdtico se presta a dos interpretaciones ( con valores de verdad distintos

).
3. 242 No es una proposicion légica, debido a que no es posible asignarle un valor de verdad.

4. 242 = 4 Esta frase si es una proposicion légica ( es verdadera ).

Nos ocuparemos unicamente de las proposiciones légicas, a las que haremos referencia simplemente como
proposiciones, sin peligro de confusién.

Usaremos los simbolos P, p, Q, q, R, r..., para representar proposiciones pues, sin importar su mensaje,
contenido o extensién, inicialmente nos interesa saber que sélo tienen un valor de verdad. Reservamos las
letras mayusculas “V” y “F” para hacer referencia a los valores Verdadero y Falso respectivamente.
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1.2. Conectivos légicos

Reconocemos dos tipos de proposiciones légicas: el primero corresponde a las proposiciones bésicas llamadas
simples (o atémicas) y el segundo corresponde a las proposiciones compuestas (o moleculares).

Definicién 1.2.1

1. Una proposicion simple o atomica es aquella en la cual no es posible distinguir partes que, a su vez,
sean proposiciones.

2. Las proposiciones compuestas, o moleculares, se construyen a partir de proposiciones simples. En
una proposicion compuesta st es posible distinguir partes que a su vez son proposiciones, ademds de
otros objetos que las relacionan.

Sin que sea una ley, usaremos los simbolos p, g, ... para hacer referencia a proposiciones simples, asi como
los simbolos P, Q, R... para las compuestas.

El procedimiento para obtener proposiciones compuestas es mediante los conectivos logicos —, V, A, =, &,
negacién, disyuncién, conjuncién, implicacién y bicondicional, respectivamente. Los conectivos permiten
construir nuevas proposiciones légicas a partir de una o mds proposiciones simples (o compuestas). Los
conectivos surgen de nuestro lenguaje cotidiano, salvo que en la Matemadtica (y las ciencias en general) se
requiere de una interpretacién estricta.

1.2.1. Negacion

,
La proposicién —P es la negacién de la proposiciéon P y se lee como “no: P”. Esta se obtiene al anteponer

el conectivo “ =" a la proposicién P. Otras formas para simbolizar la negacién de la proposicién P son:

—P, ~P, P que, por razones posteriores, evitaremos. Nos limitaremos en identificar la negacién de P con —P.

Verbalmente la negacién de una proposiciéon no se sujeta a una regla sino a la capacidad expresiva de quien
lo hace.

Ejemplo 1 Sea p la proposicion “Maniana estard soleado” (Asumiendo un lugar especifico). Algunas
formas para expresar verbalmente —p pueden ser:

No es cierto que: el dia de manana estard soleado.

El dia de manana no estard soleado.

Es falso que: el dia de manana estard soleado.

No se da que: el dia de manana estard soleado.

El dia de manana estard nublado.

Para simbolos propios de la Matematica, puede evitarse la expresién verbal.

Ejemplos 2

1. Si q:3a+b=>5, podemos escribir —q como:

3a+0b noesigual a 5 ¢
3a + b es diferente de 5 &
3a+b#5.

2. Si r es la proposicion 2d+ 3a > 7, la proposicion —r puede escribirse como:

2d + 3a no es mayor que 7 6
2d+3a A7 ¢

2d + 3a es menor o igual que 7 ¢
2d +3a < 7.
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El valor de verdad de la negacion

La proposicién P y su negacién —P tienen distinto valor de verdad. Asi, cuando la proposicién P es V,
tenemos que —P es F y viceversa. Esto lo resumimos en la siguiente tabla de verdad.

p | p
V| F
F |V

Tabla de verdad para la negacién

1.2.2. Disyuncién
El enlace gramatical “o” tiene dos interpretaciones que en general se dan segin el contexto: inclusivo y

exclusivo. En matemdtica, a menos que se especifique otra cosa, el enlace “0” se utiliza en sentido inclusivo,
es decir: “A o B” significa que se afirma A, o que se afirma B, o bien que se afirman ambas.

Definicién 1.2.2 La proposicion AV B se llama disyuncién de A con B, y la leemos como A o B.
Ejemplo 2 P: 13 es numero impar o cuadrado perfecto.
La proposicion P estd formada por las proposiciones simples
p: 13 es impar y q: 13 es cuadrado perfecto.
Simbdlicamente escribimos pV q .
La proposicion P : pV q afirma verbalmante que: el nimero 13 es impar, o que el nuimero 13 es cuadrado
perfecto, o bien que: el numero 13 es a la vez impar y cuadrado perfecto.
El valor de verdad de la disyuncion

El valor de verdad se obtiene de acuerdo a los diyuntandos, junto con la interpretacién inclusiva. Por lo
tanto:

El tinico caso en que pV q es F ocurre cuando p es F'y ¢q es F.

Por lo tanto afirmamos que es V la proposicién pV g cuando es V al menos una de las proposiciones que la
forman.

P | g | pVg
VIV Y
V|F v
F |V Y
F|F F

Tabla de verdad para la disyuncién
Ejemplo 3 Considérese la proposicion Q: (3+2=4)V (3+2=25).

En este caso, p: 2+2 =75 es F, mientras que q: 2+3 =15 es V. Como al menos una de las proposiciones
es verdadera, concluimos que Q es V.
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1.2.3. Conjuncion

Definicién 1.2.3 La conjuncion de P con Q es la proposicion P AQ 1y se lee como “P y Q 7.

El valor de verdad de la conjuncién

El significado de la conjuncién coincide con la interpretaciéon que usualmente se tiene para el enlace “y”.

La conjuncién P A Q es V uUnicamente en caso de que ambas proposiciones sean verdaderas,
y es F en cualquier otro caso.

p 9 | PNg
V|V \Y
V| F F
F |V F
F | F F

Tabla de verdad para la conjuncién

Ejemplo 4 Sea P : “12 es divisible por 3 y 4”. Esta proposicién consta de las proposiciones simples
p: 12 es divisible por 3 q: 12 es divisible por 4.

que son V. Por lo que la proposicion pAq es V.

1.2.4. Propiedades conmutativa y asociativa

Tanto la conjuncién como la disyuncién tienen las propiedades conmutativa y asociativa. A reserva de abordar
el tema formalmente, veremos dichas propiedades pues éstas se observan inmediatamente del significado del
conectivo correspondiente.

Conmutatividad

Puesto que no importa el orden para determinar el valor de verdad, a la proposicién pV g la consideramos
igual que la proposicién ¢ V p (tienen el mismo mensaje), ya que tienen los mismos valores de verdad, sin
importar el orden: cualquiera de ellas es F en el tinico caso en que p esFy ¢ esF.

Con argumentos similares, afirmamos que la proposicién p A ¢ es igual a ¢ Ap (tienen el mismo mensaje),
debido a que, sin importar el orden, cualquiera de ellas es verdadera en el inico cas en que p es Vy ¢ es V.

Asociatividad

Tanto la conjuncién como la disyuncién son operaciones binarias, esto es que para obtener una proposicién
a través de cualesquiera de los conectivos V, A se requieren dos proposiciones componentes (disyuntandos,
conjuntandos, respectivamente); dichas proposiciones, a su vez, pueden ser simples o compuestas. Dos casos
especificos pueden ser tratados inmediatamente:

1. Disyuncién. El que una disyuncién a su vez esté formada por una o mas diyunciones tiene distintas
formas pero una misma interpretacién. Empezamos con la proposicién PV (QV R), que se considera
con igual significado que (P V Q) V R por tener el mismo mensaje. Recuérdese que la disyuncién
PV(QVR) es F en el unico caso de que ambas proposiciones Py (QVR) sean F. A suvez, QVR es F
en el Unico caso de que Q y R sean F. Entonces, la proposicién PV (QV R) es F en el inico caso de que
las proposiciones P, @ y R son F. La misma conclusién puede obtenerse de la proposicién (PVQ)V R.

Si ademds consideramos la propiedad conmutativa (cambiar el orden de los disyuntandos), tenemos
que la proposicién PV (Q V R) tiene el mismo significado que cualquiera de las proposiciones:




