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Einleitung

Kennen Sie das? Sie sitzen zu Hause mit einem
unangenehmen Gefuhl in der Magengegend, weil in drei
Wochen eine wichtige Matheprufung ansteht. Das Gefuhl
kommt nicht von ungefahr, denn schliefSlich ist Ihnen klar,
dass Sie alles andere als sattelfest im Prufungsstoff sind.
Deshalb haben Sie sich schnell aus der Bibliothek etliche
Walzer ausgeliehen, die jetzt auf lhrem Schreibtisch
liegen. Sicherlich liegt auch eine Mitschrift aus der
Vorlesung, die Sie besucht haben, vor Ihnen. Leider ist
Ihnen jedoch klar, dass Sie aus der Vorlesung nicht viel
mitgenommen haben und der Tag der Prufung sitzt Ihnen
wie ein Nadelkissen im Nacken.

Ihre Mitschrift ist alles andere als ausfuhrlich, deshalb
beginnen Sie, eines der Bucher aufzuschlagen, bleiben
jedoch bereits an einer der ersten Seiten hangen. Was
also tun - aufgeben? Naturlich mussen Sie das nicht tun,
denn Sie haben sich ja glucklicherweise fur ein Buch aus
der »¥, fur Dummies«-Reihe entschieden. Gratulation! Sie
halten ein Werk in den Handen, das Ihnen die wichtigsten
Bereiche aus den Gebieten der linearen Algebra und
analytischen Geometrie naher bringt.

Grundlage der linearen Algebra sind mathematische
Objekte - Vektoren und Matrizen - mit denen man wie mit
gewohnlichen Zahlen rechnen kann. Selbstverstandlich
gibt es einige wesentliche Unterschiede. Mit Vektoren und
Matrizen lasst sich viel mehr anstellen als mit einfachen
Zahlen. Trifft Roger Federer mit seinem Schlager einen
Tennisball, so fliegt dieser mit einer bestimmten
Geschwindigkeit und Richtung durch die Luft. Die
Geschwindigkeit konnen Sie mit einer Zahl angeben. An
guten Tagen betragt sie vielleicht 200 Kilometer pro



Stunde. Doch wie sieht es mit der Richtung aus, wie kann
man diese mit nur einer Zahl kennzeichnen? Kurzum, das
geht nicht ohne Vektoren!

Die analytische Geometrie ist mehr als ein einfaches
Teilgebiet der Geometrie. Wahrend man in der Geometrie
Probleme zeichnerisch angeht, werden in der
analytischen Geometrie zusatzlich rechnerische
Methoden zu Hilfe genommen.

Mit diesem Rustzeug konnen Sie Problemstellungen
unterschiedlichster Art angehen. Dazu gehort die
Beschreibung von Geraden im Raum, von Flachen und
Korpern. Ohne noch weiter auszuschweifen, packen wir es
also an!

Konventionen in diesem
Buch

In diesem Buch werden Sie uber eine grolse Menge an
neuen Fachbegriffen stolpern. Immer wenn ein solcher
Begriff auftaucht, der im Bereich des behandelten
Themas eine Rolle spielt, wird dieser fett gedruckt. Ein
Wort, das kein Fachbegriff ist, wird dann kursiv gedruckt,
wenn damit etwas betont werden soll.

Mathematische Funktionen wie die Sinus-, Kosinus- und
die Exponentialfunktion werden mit den typischen
aufrecht gedruckten Bezeichnungen »sin«, »cos« und
»exp« versehen. Ein Differential in Ableitungen oder in
einem Integral wird mit einem aufrechten »d« bezeichnet;
ebenso soll fur die imaginare Einheit ein aufrechtes »i«

gebraucht werden: i2 = -1.



Die Schreibweise fur sonstige mathematische Objekte
und Formeln wird an gegebener Stelle erklart.

Torichte Annahmen uber
den Leser

Da Sie sich fur dieses Buch entschieden haben, erlauben
wir uns eine Einschatzung lhrer Person. Wie oben
beschrieben kann es sein, dass Sie einem technischen
oder naturwissenschaftlichen Studiengang angehoren und
demnachst eine Prufung ansteht. Naturlich ist es auch
moglich, dass Sie Grundkenntnisse der linearen Algebra
aus beruflichen Grinden bendétigen. Vielleicht sind Sie
aber einfach »nur« ein bisschen an hoherer Mathematik
interessiert, Mathematik ist also Ihr Hobby?

Was auch immer genau der Fall ist - eines gilt mit
Sicherheit: Sie haben keine Zeit oder Lust, sich durch
dicke Walzer zu qualen, die sich nur mit der grauen
Theorie, aber ansonsten nicht mit Anwendungen
befassen.

Wir vermuten, Sie kennen sich gut mit den
Grundrechenarten aus und bringen einige (wenige)
Grundlagen aus der Analysis mit. Sie wissen also
vielleicht ein bisschen etwas uber grundlegende
Funktionen und konnen einfache Ableitungen und
Integrale ausrechnen. Sollte letzteres nicht der Fall sein,
lassen Sie sich jedoch bitte nicht abschrecken! Derartiges
Wissen ist nur an einzelnen Stellen notig und wird
gegebenenfalls erklart.



Was Sie in diesem Buch
finden

Das vorliegende Buch bietet eine anschauliche und leicht
verdauliche Hinfuhrung zu den wichtigsten Themen der
linearen Algebra und der analytischen Geometrie. Die
Thematik wird anhand konkreter Anwendungen
eingefuhrt und behandelt. Eine grundlegende Philosophie
stellt die Prasentation aussagekraftiger Beispiele dar. Eine
Politik der Trivialbeispiele, wie sie oft in mathematischer
Literatur betrieben wird, verfolgen wir nicht. Daruber
hinaus konnen Sie sich auf hilfreiche Tipps und Tricks zur
LOosung bestimmter Problemstellungen und Aufgaben
freuen.

Was Sie in diesem Buch
nicht finden

Das Buch ist nicht dafur gedacht, eine exakte und penible
Behandlung der mathematischen Themen anhand des
sonst Ublichen Schemas »Definition« - »Satz« - »Beweis«
zu liefern. Ebenso haben wir uns dazu entschlossen,
zugunsten der Verstandlichkeit und Anschaulichkeit auf
manche fur die Praxis unwichtige Sonderfalle keine
Rucksicht zu nehmen. Sie machen einem das Leben zwar
schwerer, aber der Nutzgewinn bleibt aus, wenn man sich
eher fur Anwendungen interessiert als fur die Theorie.



Wie dieses Buch
aufgebaut ist

Das Buch besteht aus funf Teilen sowie dem Spickzettel.
Jedem Thema ist ein einzelner Teil gewidmet bzw. in der
EinfUhrung ein einzelnes Kapitel.

Teil I: Einfuhrung

Der einfuhrende Teil nimmt zu allen folgenden Themen im
Buch Stellung. Dazu gehoren die Vektorrechnung,
Matrizen und lineare Gleichungssysteme. Jedes dieser
Themen wird anschaulich motiviert, und die
grundlegendsten Begriffe werden erklart. Weiterhin sollen
hier bereits einfache Beispiele geliefert werden, da
anhand konkreter Anwendungen der Einstieg sehr viel
leichter fallt.

Sowohl Vektoren als auch Matrizen werden bereits hier
eingefuhrt und die einfachen Rechenoperationen erklart.

Teil II: Vektorrechnung

Nach der Einfuhrung steigen Sie direkt in eine
WeiterfuUhrung der Vektorrechnung ein. Da Sie dann
bereits wissen werden, was ein Vektor uberhaupt ist, geht
es damit weiter, was sich mit Vektoren in der Anwendung
alles machen lasst. Sie werden sehen, wie man
geometrische Figuren wie beispielsweise Geraden und
Ebenen in der Vektorrechnung darstellt und wie Sie
elementargeometrische Probleme mit Methoden aus der
Vektorrechnung I6sen konnen.



Teil Ill: Matrizen

Weiter geht es mit den Matrizen. Hier lernen Sie, dass
Vektoren nichts anderes sind als spezielle Matrizen. Also
ist der Matrixbegriff im Prinzip eine Erweiterung des
Vektorbegriffs. Es gibt viele verschiedene Arten von
Matrizen. Jeder dieser Typen lasst sich fur
unterschiedliche Aufgaben verwenden und unterscheidet
sich in den Eigenschaften von den anderen Typen. Es geht
also zunachst darum, dass Sie eine Matrix sofort in eine
dieser Gruppen einordnen konnen und ihre Eigenschaften
erkennen, sofern Sie sie sehen. Danach werden wir Ihnen
zeigen, wozu Sie Matrizen in der Anwendung verwenden
konnen.

Teil IV: Lineare
Gleichungssysteme

Eine wichtige Anwendung von Matrizen stellt die Losung
linearer Gleichungssysteme dar. Deshalb ist diesen ein
kompletter, wenn auch kurzer Teil, gewidmet. Hier werden
Sie lernen, wie Sie ein solches Gleichungssystem mittels
Matrizen darstellen kdnnen und wie Sie die Anzahl der
Losungen bzw. die genaue Gestalt der LOsung ermitteln.

Teil V: Der Top-Ten-Teil

Mit der Behandlung linearer Gleichungssysteme sind alle
Themen des Buchs abgehandelt. Was hier kommt, ist eine
Zusammenstellung nutzlicher Tipps im Rahmen des
behandelten Materials.



Spickzettel

Auf dem Spickzettel sind die wichtigsten Formeln und
Zusammenhange fur Vektoren und Matrizen
zusammengefasst. Erinnern Sie sich nicht mehr an eine
bestimmte Definition, an eine Formel oder an
Rechenregeln, dann ist der Spickzettel Ihr Freund.

Symbole, die in diesem
Buch verwendet werden

ol |

ﬁ Das Erinnerungssymbol wird immer dann verwendet,
wenn eine Aussage gemacht oder eine Formel eingefuhrt
wird, die Sie sich merken sollten. Hier stehen ausschlief8lich
wichtige Dinge, die Sie im Bereich Vektor- und
Matrizenrechnung immer wieder benotigen konnten.

@ Dabei handelt es sich um einen Tipp, welcher an
dieser Stelle hilfreich ist. Es ist sinnvoll, sich diese Tipps zu
merken und bei Bedarf wieder in Erinnerung zu rufen.

0 “ Vorsicht ist geboten, wenn Sie dieses Symbol sehen!
Damit mochten wir Sie auf mogliche Stolperfallen und
etwaige Fehlerquellen aufmerksam machen.

Wie es weitergeht



Es ist alles gesagt. Sie kdnnen nun sofort anfangen, in
dem Buch zu blattern und zu lesen! Besitzen Sie einiges
an Vorkenntnissen oder mochten Ihre Erinnerung
auffrischen, kdnnen Sie im Prinzip auf das einleitende
Kapitel verzichten. Ist das nicht der Fall, legen wir Ihnen
nahe, die EinfiUhrung durchzulesen. Hier nehmen wir
einige Dinge bereits vorweg, die in den spateren Kapiteln
manchmal zwar noch kurz wiederholt, aber ansonsten
direkt verwendet werden.

Es ist immer sinnvoll, ein Buch uber mathematische
Themen nicht einfach »nur« zu lesen, sondern die
einzelnen Beispiele und Berechnungen parallel dazu
selbst durchzuarbeiten. Wenn Ihnen das moglich ist, dann
haben Sie die Gewissheit, dass Sie es auch wirklich
verstanden haben, und das ist ein tolles Gefuhl.



Teil 1
Einfuhrung

In diesem Teil ...

Die Geometrie hat ihren Ursprung in der
Zeit der fruhen Hochkulturen. Bei den alten
Agyptern entwickelte sie sich als Werkzeug
zur Landvermessung, die nach jeder
NilUberschwemmung von neuem
durchgefuhrt werden musste. Das Wort
Geometrie kommt aus dem Griechischen
und bedeutet so viel wie »Vermessung der
Erde«. Im Altertum befasste sie sich vor
allem mit der Durchfuhrung zeichnerischer
Konstruktionen mit Zirkel und Lineal,
Winkeln und Ahnlichkeitsbeziehungen von
Dreiecken. Mit diesen Themen beschaftigt
man sich heutzutage vor allem in der
Schule.

Andererseits lassen sich geometrische
Probleme auch rechnerisch angehen, ohne
auf die Anschauung zuruckzugreifen. Dieses
Vorgehen lauft unter der Bezeichnung
analytische Geometrie. Letztere ist im
Prinzip ein Unterbegriff der linearen
Algebra, die sich mit Vektoren und linearen
Abbildungen zwischen Vektoren beschaftigt.



In der EinfUhrung lernen Sie die
grundlegenden Begriffe und
Vorgehensweisen in der Vektorrechnung
kennen, also was Vektoren Uberhaupt sind
und wozu man sie gebrauchen kann.
Anfangs wird eine Einteilung der
entsprechenden Gebiete vorgestellt, die
Themen dieses Buchs sind. Dazu gehoren
das Rechnen mit Vektoren an sich sowie
weiterfuhrende Kniffe, die Ihnen die
Anwendung von Vektoren auch dann
erlauben, wenn das zuvor nicht unbedingt
ersichtlich war.

Danach mochten wir lhnen mit kleinen
anschaulichen Happchen diese Gebiete
schmackhaft machen. Dabei kdbnnen Sie
sich bereits auf das Hauptmenu ab dem
zweiten Teil des Buchs freuen, wo Sie lhr
Wissen anhand vieler Anwendungen
vertiefen werden.



1
Motivation

In diesem Kapitel ...

Motivation und Vorstellung der Themenbereiche in
der Vektorrechnung

Verzahnung und Zusammenwirken der einzelnen
Bereiche

Eine Matheklausur ist wie eine Schachtel Pralinen - man
weils nie, was drankommt. Deshalb mochte dieses Buch
einen umfangreichen Uberblick Gber die stark
miteinander verknupften Themengebiete der
Vektorrechnung, Matrizen und linearen
Gleichungssysteme liefern. Das Ziel ist, dass sich der
Leser ein tiefgrundiges Verstandnis aneignen kann und
dadurch nicht nur fur die nachste Klausur bestens
gewapphnet ist, sondern auch uber eine solide Basis in
Sachen linearer Algebra und analytischer Geometrie
verfugt.

Dabei verzichten wir auf eine trockene Darstellungsweise
in Form von Definitionen, Satzen und anschlieBenden
Beweisen, sondern mochten der Mathematik Leben
einhauchen, indem wir den Schwerpunkt auf die
anwendungsorientierte Seite legen. Das bedeutet nicht,
dass wir komplizierte Fragestellungen geschickt
umschiffen. Stattdessen werden alle Themen in einer
handfesten und anschaulichen Form prasentiert, die das
Erlernen erleichtert.



Gestatten: Die Familie der
Vektoren, Matrizen und
linearen
Gleichungssysteme

Die Vektorrechnung beschaftigt sich, wie der Name
bereits verrat, mit Vektoren genannten mathematischen
Objekten, die sich von gewohnlichen Zahlen drastisch
unterscheiden, sowohl was ihre Eigenschaften angeht als
auch was den Umgang mit ihnen betrifft.

Der nachste grofRe Teil des Buchs beschaftigt sich mit
Matrizen. Im Prinzip handelt es sich bei einer Matrix um
eine Weiterfuhrung des Vektorbegriffs. Eine Matrix ist
nichts anderes als ein rechteckiges Zahlenschema. Wenn
Sie schon einmal Sudoku gespielt haben, haben Sie sich
zumindest unbewusst bereits mit Matrizen beschaftigt.
Mit Matrizen kann man rechnen, und sie lassen sich
vielfaltig auch in der Vektorrechnung einsetzen.

Danach sollen Gleichungssysteme behandelt werden.
Dabei handelt es sich um eine Menge von Gleichungen
mit mindestens zwei Unbekannten. Wir wollen Ihnen
ausschlieSlich den Umgang mit linearen Gleichungen
demonstrieren, in denen Unbekannte einzig und allein in
der ersten Potenz vorkommen. Wie man ein solches
System I6sen kann, ist bereits Schulstoff. Doch das Ziel
ist es, mittels Vektorrechnung und Matrizen diese
Methoden zu verallgemeinern und zu verfeinern.

Die Vernetzung zwischen den Bereichen untereinander,
wie sie in diesem Buch eine Rolle spielt, ist in Abbildung



1.1 veranschaulicht. Die eingezeichneten Pfeile stellen
mogliche Verbindungen dar. Wir haben uns dazu
entschieden, die Gebiete in der zuvor genannten
Reihenfolge zu behandeln, da man die Vektorrechnung
erlernen kann, ohne etwas uber die anderen Themen zu
wissen. Zwar konnen sowohl Matrizen als auch lineare
Gleichungssysteme in der Vektorrechnung ihre
Anwendung finden, sie sind jedoch nicht zwingend
notwendig.

[ Vektorrechnung ]

|

Matrizen ] -[ Lineare Gleichungssysteme ]

Abbildung 1.1: Die behandelten Gebiete und wie sie
zusammenhangen

Die Vektor- und Matrixrechnung halten Einzug in lineare
Gleichungssysteme. Wie gesagt, kann man letztere auch
ohne solche Kenntnisse |6sen, jedoch lassen sie sich mit
derartigen Methoden systematisch angehen, was
besonders fur Gleichungssysteme mit mehr als drei
Unbekannten vorteilhaft ist.

Lineare Gleichungssysteme und Matrizen selbst konnen
ihrerseits in Problemstellungen der anderen Disziplinen



einflieRen.

Vektoren in Theorie und
Praxis

In der gymnasialen Oberstufe kommt man zum ersten Mal
mit der analytischen Geometrie in Beruhrung. Hier fahrt
man den Vektorbegriff sehr anschaulich ein als ein
mathematisches Objekt, das man als Pfeil im
Koordinatensystem darstellen kann. Ein solcher Pfeil zeigt
in eine bestimmte Richtung und besitzt daruber hinaus
eine Lange. Somit konnen Vektoren als Grolsen
verstanden werden, die sowohl eine Richtung angeben
als auch eine Lange haben. Vektoren sind also etwas
komplett anderes als gewohnliche Zahlen. Doch mit dem
Vektorbegriff allein kann man noch nicht allzu viel
anfangen. Man muss ja mit Vektoren auch rechnen
konnen. Beispielsweise entspricht die Addition von
Vektoren dem Aneinanderlegen von Pfeilen im
Koordinatensystem.

Dieses Vorgehen, das von der Schule her bekannt ist,
sucht in einer Mathematikvorlesung an der Universitat
seinesgleichen. Denn hier wird der Vektorbegriff viel
allgemeiner behandelt, was jedoch auf Kosten der
Anschaulichkeit geht. Es geht dann nicht mehr darum,
dass man Pfeile in Koordinatensysteme zeichnet, sondern
dass Vektoren als abstrakte Grolsen behandelt werden, fur
die bestimmte Grundregeln, sogenannte Axiome, gelten.
Es ist jedoch so, dass in der Praxis oft die anschauliche
Vorstellung von Vektoren ausreichend ist, wie man sie in
der Schule kennengelernt hat.



In den Ingenieurwissenschaften lassen sich beispielsweise
mit Hilfe von Vektoren Krafte beschreiben, die innerhalb
einer gegebenen Anordnung wirken, wie zum Beispiel
einem Flaschenzug. Krafte besitzen einen Angriffspunkt,
zeigen in eine bestimmte Richtung und haben auSerdem
eine bestimmte GrofSe. Nicht umsonst stellt man sie in
Skizzen als Pfeile dar. Das Ganze schreit formlich nach
dem Vektorbegriff.

Soll die Bahn eines elektrisch geladenen Teilchens in der
Nahe eines Magneten beschrieben werden, so kann auch
dies mit Vektoren erfolgen. Die Flugbahn ergibt sich aus
der Kraft, die der Magnet auf das Teilchen ausubt. Man
kann sowohl die Flugbahn als auch die Kraft mittels
Vektoren beschreiben. Zum einen bewegt sich das
Teilchen auf seiner Bahn in eine bestimmte Richtung, und
legt eine Wegstrecke zurtick. Zum anderen zeigen die
Kraftlinien in eine Richtung, und die Kraft selbst besitzt
zudem eine gewisse Starke. Das sind Problemstellungen,
die wie geschaffen sind fur eine Anwendung der
Vektorrechnung.

Matrizen in Schule,
Studium und Beruf

Stellvertretend fur ein rechtwinkliges Zahlenschema hat
der Begriff der »Matrix« schon lange Einzug in die
Mathematik gehalten. Leuten, die Sudoku spielen oder
sich mit magischen Quadraten beschaftigen, sind solche
Schemata durchaus bekannt. In der Mathematik umfasst
man die Zahlen daruber hinaus mit einem Paar runder
Klammern, wie beispielsweise:



