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Vorwort zur 17. Auflage

Die nunmehr 17., iiberarbeitete Auflage zeichnet sich durch
eine neue Autorengemeinschaft und ein, in vielerlei Hinsicht,
neues Gewand aus. Unter anderem machen kurze, den Kapiteln
vorangestellte Synopsen den Zusammenhang der Themen klar.
Auch werden im Anhang nun Einfiihrungen zu den drei weit
verbreiteten Statistik-Programmsystemen IBM SPSS, SAS und
Stata gegeben, um die Ubertragung der Methoden auf Daten
und Stichproben in Wissenschaft und Wirtschaft zu demons-
trieren.

Ziel der Verfasser bleibt, in einem dem Studierenden der
Wirtschaftswissenschaften zumutbaren Umfang und Schwie-
rigkeitsgrad diejenigen statistischen Methoden zu behandeln,
die als Grundlage fiir das wirtschaftswissenschaftliche Studium
benotigt werden; angesichts des breiten Ermessensspielraumes
kann die Stoffauswahl dabei keine Allgemeingiiltigkeit bean-
spruchen.

Bei der Darstellung wird besonderer Wert auf gute Verstind-
lichkeit gelegt. Auf die theoretischen Grundlagen wird inso-
weit eingegangen, wie es fiir eine korrekte Anwendung der be-
handelten statistischen Methoden notwendig erscheint. An ma-
thematischen Vorkenntnissen wird beim Leser nicht viel mehr
vorausgesetzt als elementare Grundkenntnisse in Infinitesimal-
und Matrizenrechnung sowie das Rechnen mit dem Summen-
und Produktzeichen.

Zur Ergdanzung erscheint ebenfalls im Verlag Vahlen das Ta-
schenbuch

,,Statistische Formeln und Tabellen‘,

in dem die wichtigsten Formeln und Tabellen zusammenge-
stellt sind. Der handliche Band eignet sich besonders als Nach-
schlagewerk bei der Anwendung der behandelten statistischen
Methoden und macht damit auch bei Klausuren die Herausgabe
gesonderter Hilfsblétter mit Formeln und Tabellen weitgehend
tiberfliissig.

Fiir die wertvolle Mitarbeit an dieser Auflage sind wir den
Herren Dipl.-Math. oec. Andreas Dartsch, Dipl.-Wirt.-Math.
Achim Dorre, M.Sc. Wirt.-Math. Gordon Frank und M.A. Ben-
jamin Strohner sowie Frau Lena Ullrich zu Dank verpflichtet.
AuBerdem wollen wir Herrn Professor Dr. Walter Kriamer be-
sonders danken. Zur Entstehung des Buches haben auferdem
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Einfliihrung

Statistik untersucht Massenerscheinungen. Ob Erhe-
bung, Stichprobe oder Grundgesamtheit, ob metrisches
oder nominales Merkmal — erst ein Konsens Uber die Be-
griffe erméglicht das Studium.

1.1 Begriff und Aufgaben der Statistik

Das Wort Statistik wurde gegen Ende des 17. Jahrhunderts ge-
priagt und bedeutete lange Zeit ganz allgemein die verbale oder
numerische Beschreibung eines bestimmten Staates oder — um
eine Definition Achenwalls aus dem 18. Jahrhundert zu gebrau-
chen — den Inbegriff der Staatsmerkwiirdigkeiten eines Landes
und Volkes.

Heute wird das Wort ,,Statistik* im doppelten Sinne gebraucht:
Einmal versteht man darunter quantitative Informationen tiber
bestimmte Tatbestdnde schlechthin, wie z.B. die ,,.Bevolke-
rungsstatistik® oder die ,,Umsatzstatistik”, zum anderen aber
eine formale Wissenschaft, die sich mit den Methoden der Er-
hebung, Aufbereitung und Analyse numerischer Daten beschaf-
tigt.

Statistische Methoden gehoren zum unentbehrlichen Instru-
mentarium vieler Fachwissenschaften wie — um nur einige
zu nennen — der Physik, der Biologie, der Medizin, der
Geographie, der Psychologie und natiirlich auch der Wirt-
schaftswissenschaften. Es tut der Bedeutung der Statistik in der
Volkswirtschaftslehre und der Betriebswirtschaftslehre keinen
Abbruch, dass in diesen Disziplinen die Okonometrie und
die Unternehmensforschung (Operations Research) als neue
spezielle Hilfswissenschaften hinzugetreten sind. Vielmehr
sollte erwihnt werden, dass sowohl in der Okonometrie als
auch in der Unternehmensforschung in nicht unbetrichtlichem
Ausmafle wiederum auf statistische Methoden zuriickgegriffen
wird.

In der deskriptiven Statistik werden vor allem methodisch
einfachere Probleme wie die Darstellung von Daten in Tabellen
und Schaubildern, die Berechnung von Mittelwerten und Streu-
ungsmalen, die Indexberechnung und die Konzentrationsmes-
sung behandelt. Der Schwerpunkt der statistischen Forschung
liegt heute allerdings auf der wahrscheinlichkeitstheoretisch
fundierten sogenannten induktiven Statistik, die Problem-
kreise wie statistisches Schétzen, statistische Tests, statistische
Entscheidungstheorie und multivariate statistische Methoden
umfasst.

Wihrend die Statistik friiher vor allem eine deskriptive (be-
schreibende) Funktion hatte, riickt ihre operationale Funk-
tion, d. h. ihre Anwendung bei der Entscheidungsfindung, im-

mer mehr in den Vordergrund. Das gilt sowohl fiir den volks-
wirtschaftlichen als auch fiir den betriebswirtschaftlichen An-
wendungsbereich. So sind die Ausgaben eines Staates fiir die
amtlichen statistischen Dienste oder die Ausgaben eines Un-
ternehmens fiir die laufenden statistischen Aktivititen keines-
wegs Selbstzweck. Sie werden vielmehr vor allem deswegen
getitigt, weil die Verantwortlichen bei ihren Entscheidungen
auf quantitative Informationen nicht verzichten konnen.

Oft wird vom Statistiker nicht nur die Vorlage von Ist-Zahlen
der Vergangenheit, sondern auch deren Extrapolation in die Zu-
kunft hinein verlangt. Er muss sich dann auf das recht schwie-
rige Gebiet der statistischen Prognosen begeben. Da der Grad
ihrer Ubereinstimmung mit der zukiinftig tatsichlich eintreten-
den Entwicklung entscheidend von den im Zeitpunkt der Pro-
gnoseerstellung getroffenen Annahmen abhiéngt, sollten diese
stets sorgfiltig prdzisiert werden. Als Beispiele wirtschafts-
wissenschaftlich wichtiger Prognosen seien nur Bevolkerungs-
prognosen, Energieprognosen, Steuervorausschitzungen und
Absatzprognosen genannt.

1.2 Trager der Wirtschaftsstatistik und ihre
Veréffentlichungen

Wenn man als Volks- oder Betriebswirt statistisches Zahlen-
material benotigt, wird man nur in ganz seltenen Fillen eigene
Erhebungen durchfiihren konnen. Man wird vielmehr bereits
vorliegende Veroffentlichungen der verschiedenen Tréiger der
Wirtschaftsstatistik zu Rate ziehen miissen.

Wohl die wichtigste und fiir den Benutzer auch besonders kos-
tengiinstige Quelle wirtschaftsstatistischer Daten ist die amt-
liche Statistik. Sie umfasst einmal die statistischen Amter;
in der Bundesrepublik Deutschland sind dies das Statistische
Bundesamt (Wiesbaden), die Statistischen Landesdmter und
die Stidtestatistischen Amter. Von zentraler Bedeutung fiir die
Datenfindung sind die vom Statistischen Bundesamt heraus-
gegebenen Veroffentlichungen Das Statistische Jahrbuch fiir
die Bundesrepublik Deutschland (kostenloser Download iiber
,,Publikationsservice* des Statistischen Bundesamts) und die
monatlich erscheinende Zeitschrift Wirtschaft und Statistik. Sie
enthalten nicht nur eine Fiille von Wirtschaftsdaten, sondern
erschlieBen durch zahlreiche zusitzliche Angaben zu den ein-
zelnen Statistiken und viele Verweisungen den Zugang zu dem
auBerordentlich weit gestreuten nationalen und internationa-
len Veroffentlichungsmaterial. — Im Internet ist das Statistische
Bundesamt iiber die Seite www.destatis.de zu erreichen und
die von ihm gemeinsam mit den Statistischen Landesdmtern
betriebene Seite: Statistische Amter des Bundes und der Liin-
der iiber www.statistikportal.de.



1.3 Vorgehensweise bei statistischen Untersuchungen

Zur amtlichen Statistik gehort neben den statistischen Amtern
auch die sogenannte Ressortstatistik, wie sie in den Bundes-
und Landesministerien sowie den ihnen nachgeordneten Be-
horden betrieben wird. Ein wichtiges Beispiel ist die Ar-
beitsmarktstatistik, die im wesentlichen von der zum Bereich
des Bundesministeriums fiir Arbeit und Sozialordnung geho-
renden Bundesagentur fiir Arbeit in Niirnberg durchgefiihrt
wird.

Neben der amtlichen Statistik steht die nichtamtliche Statis-
tik; deren Triger sind u. a. Wirtschaftsverbdnde, Arbeitgeber-
und Arbeitnehmerorganisationen, Industrie- und Handelskam-
mern, Markt- und Meinungsforschungsinstitute, wirtschafts-
wissenschaftliche Forschungsinstitute (teilweise auch solche
an Hochschulen) und grofiere Unternehmen. Ein groBer Teil
des im Bereich der nichtamtlichen Statistik erhobenen, auf-
bereiteten und/oder analysierten statistischen Materials wird
verodffentlicht und ist so jedem Interessenten zugénglich. Eine
Ausnahme machen hier jedoch die kommerziell betriebenen
Markt- und Meinungsforschungsinstitute, welche die meisten
Ergebnisse nur gegen Entgelt zur Verfiigung stellen; eine Reihe
von Umfragen wird von ihnen iiberhaupt erst auf einen ent-
sprechenden Kundenauftrag hin vorgenommen. Andere wirt-
schaftsstatistische Informationen bleiben der breiten Offent-
lichkeit vorenthalten; so gibt es Beispiele fiir Verbandsstatis-
tiken, die ausschlieBlich Verbandsmitgliedern zur Verfiigung
stehen.

Auch internationale Organisationen sind auf statistischem
Gebiet aktiv; es seien beispielhaft folgende genannt: United
Nations (UN) mit wichtigen Veroffentlichungen wie

Statistical Yearbook, Yearbook of International Trade Statistics
und Demographic Yearbook;

Food and Agriculture Organization (FAQ) mit ihrem Produc-
tion Yearbook etc.;

Europdische Union (EU) mit ihrem umfangreichen Veroffent-
lichungsprogramm.

Ein detaillierter Uberblick ist dem Anhang ,,Internationale
Ubersichten* des Statistischen Jahrbuchs der Bundesrepublik
Deutschland zu entnehmen.

1.3 Vorgehensweise bei statistischen
Untersuchungen

Bei einer statistischen Untersuchung sind folgende fiinf Schrit-
te zu unterscheiden, deren Gewicht von Fall zu Fall stark va-
riieren kann:

(1) Planung

Hierunter fallen vor allem die exakte Formulierung des Unter-
suchungszieles, die Festlegung des Erhebungsprogramms so-
wie die Kldrung organisatorischer Fragen.

(2) Erhebung

Die Erhebung dient der Gewinnung des statistischen Daten-
materials. Man unterscheidet zwischen primdirstatistischen und
sekunddirstatistischen Untersuchungen. Bei der primérstatisti-
schen Untersuchung miissen die Daten eigens fiir den Unter-
suchungszweck erhoben werden. Die sekundérstatistische Un-
tersuchung kann auf schon vorhandene Daten zuriickgreifen,
die etwa auch fiir andere Zwecke bereits gesammelt worden
sind. — Bei der primérstatistischen Untersuchung lassen sich
die folgenden Erhebungsarten unterscheiden:

(a) Schriftliche Befragung:
Der Vorteil des Fragebogens liegt vor allem in den geringen
Kosten. Falls jedoch kein Auskunftszwang besteht, kommt
unter Umstidnden nur ein kleiner Teil der Fragebogen zu-
riick, worunter die Représentativitit der Ergebnisse leiden
kann. Nachteilig ist auch der relativ lange Erhebungszeit-
raum.

(b) Miindliche Befragung:
Das Interview ist eine relativ teure Erhebungsart, wird
jedoch bei intensiver Schulung der Interviewer und sorg-
faltiger Abfassung des Fragebogens zu guten Ergebnissen
fiihren.

(c) Beobachtung:
Diese Erhebungsart bringt exakte Ergebnisse, ist jedoch in
den Wirtschaftswissenschaften relativ selten anwendbar.

(d) Experiment:
Auch diese Erhebungsart findet vor allem in den Natur-
wissenschaften und in der Psychologie Verwendung. Ein
Anwendungsfall in den Wirtschaftswissenschaften ist der
sogenannte Produkttest, bei dem auf experimenteller Basis
die subjektiven Wirkungen der zu untersuchenden Waren
auf bestimmte Testpersonen festgestellt werden.

(e) Automatische Erfassung:

Die Erhebung erfolgt im Augenblick der Entstehung der
Daten; beispielsweise werden die Verkaufsdaten in einem
computergestiitzten Warenwirtschaftssystem durch Scan-
nen der Waren an der Kasse automatisch erfasst. Weiterhin
wire etwa an die Messung der tageszeitlichen Auslastung
eines Telefonnetzes oder eines stddtischen Elektrizititswer-
kes zu denken.
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(3) Aufbereitung

Hierunter versteht man die Verdichtung des Urmaterials bis hin
zu Tabellen und Schaubildern. Je nach Umfang des Urmaterials
wird man sich manueller oder maschineller Verfahren bedie-
nen.

(4) Analyse

Bereits die verdichtete Darstellung der Daten in Tabellen und
Schaubildern kann als eine elementare Analyse angesehen
werden. Die eigentliche Analyse bedient sich jedoch mathe-
matisch-statistischer Methoden, wie sie in diesem Kurs behan-
delt werden sollen.

(5) Interpretation
In diesem letzten Schritt werden die erhaltenen Ergebnisse in-
terpretiert und in Aussagen zusammengefasst.

1.4 Statistische Einheiten und statistische
Gesamtheiten

Das Interesse der Statistik richtet sich nie auf ein einzelnes, ele-
mentares Objekt (statistische Einheit, Element), sondern stets
auf Mengen von Elementen, die als statistische Gesamthei-
ten oder statistische Massen bezeichnet werden. In einer sta-
tistischen Gesamtheit sollten sinnvollerweise nur solche Ele-
mente zusammengefasst werden, die vom Untersuchungsziel
her als gleichartig angesehen werden. Der Klarheit wegen
muss jede zu untersuchende Gesamtheit zeitlich, rdumlich und
sachlich eindeutig abgegrenzt werden. Beispiele fiir statistische
Gesamtheiten, die aus materiellen und immateriellen Objekten
wie Gegenstinden, Personen, Ereignissen usw. bestehen kon-
nen, sind etwa:

(a) Erwerbstitige in der Bundesrepublik am 12. Februar 20..,
(b) Rechnungen des Unternehmens A im Monat April 19.. und

(c) Todliche Verkehrsunfille in der Bundesrepublik im Jahre
20...

Die Forderung nach exakter Abgrenzung erfordert oft zusétz-
liche Uberlegungen; so entsteht im Beispiel (a) die Frage, wie
die Teilzeitbeschiftigten oder auch die deutschen Angehorigen
deutscher Firmen im Ausland zu erfassen sind.

Neben realen statistischen Gesamtheiten, wie sie eben be-
trachtet wurden, gibt es auch hypothetische Gesamtheiten,
wie z.B. die Menge der Ergebnisse eines theoretisch fortlau-
fend ausgespielten Wiirfels. Threm Umfang nach wire diese
letztgenannte Gesamtheit — wenigstens dem Modell nach —
keine endliche, sondern eine unendliche Gesamtheit. Eine

Unterscheidung der statistischen Gesamtheiten, die oft getrof-
fen wird, besteht in der Aufteilung in Bestandsmassen (Stre-
ckenmassen) und Bewegungsmassen (Punktmassen).

—Bei den Bestandsmassen kann den einzelnen Elementen eine
,Lebensdauer (Zeitstrecke) zugeordnet werden; da mehrere
Elemente gleichzeitig nebeneinander existieren kénnen, wer-
den die Bestandsmassen zu gewissen Zeitpunkten erfasst. Als
Beispiele fiir Bestandsmassen seien genannt:

(a) Einwohner der Bundesrepublik am 1. 1. 20..,
(b) Positionen eines Lagers am 30. 6. 20.. und
(c) Kassenbestand eines Warenhauses am 31. 12. 20...

Jedem einzelnen Element einer Bewegungsmasse kann nur ein
Zeitpunkt zugeordnet werden. Die Elemente werden auch als
,Ereignisse® bezeichnet und konnen, da sie zeitlich aufeinan-
derfolgen, nur innerhalb bestimmter Zeitspannen erfasst wer-
den. Beispiele fiir Bewegungsmassen sind:

(a) Geburten in der Bundesrepublik im Jahre 20..,

(b) Baufertigstellungen in Nordrhein-Westfalen im Oktober
20.. und

(c) Bei einer Bank im Monat April 20.. eingegangene Schecks.

Bestands- und Bewegungsmassen konnen durch die Fortschrei-
bungsformel zueinander in Beziehung gesetzt werden. Da fiir
jedes Element einer Bestandsmasse sowohl der Beginn als auch
das Ende der Existenz ein Ereignis darstellt, gilt:

Anfangsbestand + Zugang — Abgang = Endbestand
(Bestandsmasse) (Bewegungsmassen) (Bestandsmasse)

Eine im Rahmen der modernen Statistik besonders wichtige
Unterscheidung ist die von Grundgesamtheit und Stichprobe
(Teilgesamtheit). Beispiele fiir Grundgesamtheiten sind etwa
,.Samtliche Haushalte in der BRD* oder ,,Alle im Werk 3 her-
gestellten Leuchtstoffrohren vom Typ 134*. Soll nun z. B. er-
mittelt werden, wie grof3 der Anteil der Haushalte ist, die ein
bestimmtes Waschmittel verwenden, bzw. wie grof3 die durch-
schnittliche Brenndauer der Leuchtrohren ist, so wird der Sta-
tistiker in keinem der beiden Fille samtliche Elemente der
Grundgesamtheit erfassen konnen, und zwar im ersten Fall aus
Kostengriinden und im zweiten Fall des vernichtenden Charak-
ters der Qualitéitskontrolle wegen. Er wird deshalb nur Stich-
proben untersuchen, deren Elemente zweckméifBigerweise nach
gewissen Zufallsprinzipien aus den Grundgesamtheiten ausge-
wihlt werden. Anhand der Stichprobenergebnisse lassen sich
dann mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit der Anteil der
Verwender des Waschmittels oder die durchschnittliche Brenn-
dauer der Leuchtstoffrohren in der Grundgesamtheit schétzen.
Die der induktiven Statistik zugehorigen Schiatzmethoden wer-
den weiter unten noch ausfiihrlich behandelt.
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1.5 Merkmale, Merkmalsauspragungen und
Skalen

Bei statistischen Untersuchungen interessieren an jeder statisti-
schen Einheit ein einziges Merkmal (charakteristische Eigen-
schaft) oder auch mehrere. So konnen etwa an einer Person
die folgenden Merkmale von Interesse sein: Alter, Geschlecht,
GroBe, Einkommen usw. Jedes Merkmal hat zwei oder mehr
Merkmalsauspriagungen, die nach Art des betrachteten Merk-
mals anhand verschiedener Skalen gemessen werden.

Ihre Unterscheidung ist deshalb von Bedeutung, weil sie den
Kreis der anwendbaren statistischen Methoden bestimmen.
Man unterscheidet vier Skalentypen:

(1) Nominalskala

Diese Skala findet bei Merkmalen Anwendung, bei denen die
Auspriagungen keine natiirliche Reihenfolge bilden, sondern
gleichberechtigt nebeneinanderstehen. Beispiele sind:

(a) Religion,

(b) Geschlecht,

(c) Farbe und

(d) Autokennzeichen.

Jeder einzelnen Merkmalsauspriagung kann eine Zahl zugeord-
net werden (Verschliisselung), diese Zahlen dienen aber nur der
Identifikation der einzelnen Gruppen.

(2) Ordinalskala

Hier besteht zwischen den einzelnen Merkmalsauspriagungen
eine natiirliche Rangordnung. Es ldsst sich zwischen den Merk-
malsausprigungen eine ,,grdfSer als“-Beziehung aufstellen; al-
lerdings sind die Abstidnde zwischen den Merkmalsauspragun-
gen nicht quantifizierbar. Beispiele sind:

(a) Examensnoten,
(b) Giiteklassen bei Lebensmitteln und
(c) Rangplitze einer FufB3balliga.

Eine Ordinalskala mit ausschlieBlich ganzzahligen Ordnungs-
Ziffern (Rangen, Rangziffern), die mit 1 beginnend in unun-
terbrochener Reihenfolge hintereinander stehen, wie z. B. die
Rangplitze 1, 2, ... der Bundesliga, heilit Rangskala.

(3) Intervallskala

Neben die Rangordnung tritt hier noch die Moglichkeit, die
Abstinde zwischen den einzelnen Merkmalsausprdgungen an-
zugeben. Dafiir ist es notwendig, dass die Auspriagungen als
Vielfaches einer elementaren Malieinheit angegeben werden

konnen. Der 0-Punkt kann willkiirlich festgelegt werden. Bei-
spiele fiir Intervallskalen sind:

(a) Temperaturmessung in °C und

(b) Kalenderzeitrechnung.

Bei intervallskalierten Merkmalen diirfen keine Quotienten ge-
bildet werden; so ist z. B. die Aussage ,,20°C ist doppelt so
warm wie 10 °C* sinnlos.

(4) Verhiltnisskala

Zusitzlich zu den Eigenschaften der Intervallskala hat die Ver-
hiltnisskala noch einen absoluten Nullpunkt. Dadurch wird der
Quotient zweier Auspriagungen unabhingig von der gewéhlten
MaBeinheit. Beispiele sind:

(a) KorpergroBe,
(b) Alter und

(c) Einkommen.

Da Intervall- und Verhiltnisskalen ein MaB3system zugrunde
liegt, werden sie auch vielfach als metrische Skalen bezeich-
net; die Merkmalsauspriagungen bezeichnet man hier auch als
Merkmalswerte.

Jede Menge von Merkmalsauspriagungen, die an den Elemen-
ten einer statistischen Gesamtheit gemessen werden, beinhal-
tet ein ganz bestimmtes Ausmaf3 an Informationen eben iiber
diese Gesamtheit. Dieses Ausmaf} an Informationen ist von der
benutzten Skala abhingig und nimmt — wie man sich an Bei-
spielen leicht klar machen kann — des hierarchischen Aufbaus
der vier betrachteten Skalen wegen von 1 bis 4 zu. Mit je-
dem Skalentyp ist also ein eindeutig festgelegtes Informations-
niveau verbunden. — Aus methodischen oder anderen Griinden
ist es nun oft notwendig, Merkmalsausprdgungen zu transfor-
mieren; so werden zwei bestimmte Artikel eines Versandkata-
loges bei dessen Neuauflage beispielsweise von 113 und 114
in 100 113 und 100 114 ,,umgeschliisselt. — Selbstverstind-
lich wird man nur solche Transformationen vornehmen wollen,
bei denen die urspriinglich enthaltenen Informationen unverén-
dert erhalten bleiben. Man fiihrt deshalb folgende Definition
ein:

Eine Transformation von Skalenwerten ist auf einem bestimm-
ten Skalenniveau nur dann zuldissig (informationserhaltend),
wenn die in den Skalenwerten enthaltenen Informationen da-
bei nicht verdndert werden. Bei jedem Skalentyp sind nun ganz
bestimmte Transformationen zuléssig:

1. Nominalskala: Zuldssig sind symmetrische Transformatio-
nen, bei denen lediglich die Klassenbezeichnungen geédndert
werden, wie etwa beim oben angegebenen Beispiel.
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2. Ordinalskala: Zuléssig sind streng monotone Transforma-
tionen, bei denen der neue Skalenwert x* aus dem alten Ska-
lenwert x als x* = f(x) so gebildet wird, dass fiir zwei Ska-
lenwerte x; < X3 nach der Transformation x} < x3 gilt.

3. Intervallskala: Zulassig sind lineare Transformationen der
Artx* =ax+b (a> 0).

4. Verhdilmisskala: Zuldssig sind Ahnlichkeitstransformatio-
nen des Typs x* =ax (a > 0).

Es bleibt dem Leser iiberlassen, diese vier Lehrsitze (Theo-
reme) anhand selbst gewihlter Beispiele zu iiberpriifen.

Frither war es iiblich, nach qualitativen und quantitativen
Merkmalen zu differenzieren, wobei es sich bei den qualitati-
ven Merkmalen um nominalskalierte und bei den quantitativen
Merkmalen um metrisch skalierte Merkmale handelt; eine Ein-
ordnung der ordinalskalierten Merkmale macht hier Schwierig-
keiten.

Bei den metrisch skalierten Merkmalen unterscheidet man zwi-
schen diskreten und stetigen (kontinuierlichen) Merkmalen.
Ein Merkmal wird dann als diskret bezeichnet, wenn es auf
einer metrischen Skala nur bestimmte Werte annehmen kann.
Kann es dagegen — zumindest in einem bestimmten Intervall —
jeden beliebigen Wert annehmen, dann spricht man von einem
stetigen Merkmal. Diskret sind beispielsweise die folgenden
Merkmale:

(a) Zahl der Studenten in einem Horsaal,

(b) Zahl der Beschiftigten eines Betriebs und

(¢) Geldeinkommen.

Als stetig sind etwa die folgenden Merkmale anzusehen:

(a) Lebensalter,

(b) Léange eines Werkstiicks und

(c) Fiillgewicht.

Stetige Merkmale lassen sich allerdings in der Praxis wegen
der Grenzen der Messgenauigkeit nur diskret erfassen. So ist
das Fiillgewicht zwar ein stetiges Merkmal, es kann aber nicht

feiner gemessen werden, als es die kleinste auf der Waage an-
gegebene Skaleneinheit zuldsst.
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Aufgaben zu Kapitel 1

1.1

1.2

Ermitteln Sie anhand des Statistischen Jahrbuchs 2011 fiir die Bundes-
republik Deutschland folgende statistische Angaben:

(a) Prozentanteil der Bevolkerung der Bundesrepublik Deutschland, die
2009 65 Jahre und dlter war.

(b) Umsatz im Baugewerbe in der Bundesrepublik 2009.

(c) Prozentuale Verdnderung des Verbrauchs an Fleisch und Fleischerzeug-
nissen je Einwohner und Jahr (in kg) zwischen 2001 und 2009.

(d) Produktion von Bier aus Malz (ohne alkoholfreies Bier) und Zahl der
produzierten Zigaretten in der Bundesrepublik 2010.

(e) Personenkraftwagen insgesamt und je 1000 Einwohner in der Bundes-
republik Deutschland 2008.

Handelt es sich bei den folgenden statistischen Gesamtheiten um Bestands-
oder Bewegungsmassen?

(a) Studierende einer Universitit,

(b) Todesfille in einer Gemeinde,

(c) Personenkraftwagen einer Behorde,

(d) Maschinenausfille in einer Werkstatt,

(e) Anmeldungen in einem Einwohnermeldeamt und

(f) Wartende Postkunden vor einem Schalter.

1.3

14

1.5

1.6

Der Bestand eines bestimmten Halbfabrikats betrug am Wochenanfang

6318 und am Wochenende 7480 Stiick. Fiir diesen Zeitraum wurde ein

Lagerzugang von 3620 Stiick festgestellt. Wie hoch war der Lagerabgang

in dieser Woche?

Sind die folgenden Merkmale diskret oder stetig?

(a) Rechnungsbetrag,

(b) Wahlergebnis einer Partei,

(c) Kraftstoffverbrauch eines Personenkraftwagens auf 100 km,

(d) Zeitspanne, die zur Verrichtung einer bestimmten Arbeit bendtigt
wird,

(e) Zahl der pro Stunde in einem Geschift eintreffenden Kunden und

(f) Grundstiicksgrofe.

Auf welche Skalen sind die folgenden Transformationen — ohne Informa-

tionsverlust — anwendbar (a, b > 0)?

(a) x* = bx2, (x > 0),

(b) x* = a + bx und

(c) x* =bx.

‘Welches Skalenniveau besitzt das Merkmal , Jahresumsatz®. Auf welches

Skalenniveau gelangt man, wenn man die Rangordnung von Unternehmen

einer Branche nach Jahresumsitzen angibt? Welche Information wird dabei
aufgegeben?
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Empirische Verteilungen

Dass Menschen und andere Merkmalstrager unter-
schiedlich sind, ist zweifellos. Aber ob es in den Unter-
schieden Muster gibt und ob diese Muster als mathema-
tische Funktionen darstellbar sind, das soll der Begriff der
Verteilung analysierbar machen: Wie verteilen sich die
Merkmalstrager (der statistischen Masse) auf die még-
lichen Merkmalsauspragungen?

2.1 Haufigkeitsverteilung

Betrachtet man bei einer statistischen Gesamtheit mit N Ele-
menten (Merkmalstrigern) ein einziges metrisch skaliertes
Merkmal, so wird dieses in der Regel bei den einzelnen Ele-
menten in unterschiedlichen Ausprigungen auftreten. Durch
Aneinanderreihung dieser beobachteten Merkmalsauspriagun-
gen erhilt man eine Beobachtungsreihe oder Urliste. Eine
elementare statistische Tatigkeit besteht nun darin, die auf
eine bestimmte Merkmalsauspriagung entfallende Anzahl von
Elementen auszuzihlen. Hat das Merkmal etwa k Merkmals-
ausprdagungen, X, ..., Xk, so ist h; (i =1, ..., k) die Anzahl
der Elemente, welche die Merkmalsauspriagung x; besitzen;
man bezeichnet h; als die absolute Hiufigkeit der Auspri-
gung x;. Dividiert man die absoluten Haufigkeiten h; durch die
Gesamtzahl der Elemente N, so erhilt man die relativen Hiu-
figkeiten f;:

h; .
fizﬁ i=1,...,k).
Fiir die absoluten Haufigkeiten h; gilt
0<hj <N i=1,...,k

und
k
h1+h2+...+hk=2hi=N.
i=1

Damit ergibt sich fiir die relativen Haufigkeiten f;
0<fi<l1 i=1,...,k

und

Die Darstellung der Merkmalsausprigungen x; mit den dazu-
gehorenden Haufigkeiten h; bzw. fj in tabellarischer oder gra-
fischer Form bezeichnet man als Haufigkeitsverteilung.

Zur Erlauterung diene folgendes Beispiel: Ein Zeitungskiosk-
inhaber notiert 200 Tage lang tiglich die Zahl der verkauften

Exemplare einer bestimmten Zeitung; die Ergebnisse der so
entstandenen Urliste sind in Tabelle 2.1 ausschnittsweise wie-
dergegeben.

Laufende Nummer des Anzahl der
Beobachtungstags verkauften Zeitungen
1 3
2 1
3 0
4 2
199 2
200 5

Tabelle 2.1: Urliste

Die statistischen Einheiten sind hier die Beobachtungstage, das
untersuchte Merkmal ist die Anzahl der an einem Tag verkauf-
ten Zeitungen. Die Ermittlung der Haufigkeiten h; erfolgt iiber
die in Tabelle 2.2 dargestellte Strichliste.

Nr. Anzahl der ver- Anzahl der Tage mit X;
i kauften Zeitungen x; verkauften Zeitungen
1 0 A
2 1 HE T R
3 2 A
4 3 HH
5 4 HEHHE S
6 5 HH
7 6 H
8 7 und mehr

Tabelle 2.2: Strichliste

Durch Auszéhlung ergibt sich aus der Strichliste die in Ta-
belle 2.3 dargestellte Haufigkeitsverteilung, in der sowohl die
absoluten Haufigkeiten (h;) als auch die relativen Héufigkeiten
(fi) sowie die Prozentanteile (100f;) wiedergegeben sind.

Anzahl der
Nr. | verkauften Anzahl Anteil Prozentanteil

Zeitungen | der Tage | der Tage der Tage

i Xj h; fj 100f;

1 0 21 0,105 10,5

2 1 46 0,230 23,0

3 2 54 0,270 27,0

4 3 40 0,200 20,0

5 4 24 0,120 12,0

6 5 10 0,050 5,0

7 6 5 0,025 2,5

3 200 1,000 100

Tabelle 2.3: Haufigkeitsverteilung



2.2 Summenhéaufigkeitsfunktion

Bei der grafischen Darstellung der Haufigkeitsverteilung kann
man, da hier ein diskretes Merkmal vorliegt, zwischen einer hd-
henproportionalen (Stabdiagramm) und einer fldchenpropor-
tionalen Darstellung (Histogramm) wihlen. Beim Stabdia-
gramm (vgl. Abbildung 2.1) werden die Hiufigkeiten durch
Strecken, beim Histogramm (vgl. Abbildung 2.2) durch Fla-
chen von Sdulen beschrieben.
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Abb. 2.2: Histogramm

Da absolute und relative Héaufigkeiten zueinander proportional
sind (im Beispiel ist f;/h; = 1/200), kann das im Schaubild
durch einen doppelten Mafistab beriicksichtigt werden (vgl.
Abbildung 2.1 und 2.2).

2.2 Summenhaufigkeitsfunktion

Durch fortlaufende Summierung (Kumulierung) lassen sich aus
den absoluten Haufigkeiten die absoluten Summenhéiufigkei-

ten H; wie folgt ermitteln:
i

Hi=h +...+h =) h i=1...5k
H; gibt die Anzahl der Elemente an, die einen Merkmalswert

besitzen, der hdchstens x; betriagt. In entsprechender Weise las-
sen sich die relativen Summenhiufigkeiten F; berechnen:

1
Fi:fl—i-...—i-fi:ij i=1,...,k
j=1
oder
H; .
F=— i=1,....,%
N
Anzahl der Anzahl [ Anteil
Nr. verkauften der Tage, an denen hochstens
Zeitungen | x; Zeitungen verkauft wurden
1 0 21 0,105
2 1 67 0,335
3 2 121 0,605
4 3 161 0,805
5 4 185 0,925
6 5 195 0,975
7 6 200 1,000

Tabelle 2.4: Absolute und relative Summenhéaufigkeiten

Mithilfe der relativen Summenhéufigkeiten ldsst sich die
Summenhéufigkeitsfunktion (empirische Verteilungsfunk-
tion) F(x) definieren. F(x) gibt den Anteil der Elemente mit
einem Merkmalswert kleiner oder gleich x an:

0 fir x <x;
Fx)=1{F

1 fiir x > xx¢

fiir x; <X < Xj41 i=1,...,k—1)

Wie in Abbildung 2.3 gezeigt wird, hat die Summenhéufig-
keitsfunktion das Bild einer Treppenfunktion; in jedem Merk-
malswert x; springt die Summenhéufigkeitsfunktion auf den
entsprechenden Wert F;.

In umgekehrter Weise konnen aus den Summenhéaufigkeiten
wieder die einzelnen Haufigkeiten ermittelt werden. Es gilt hier
namlich:

h; = H; — Hi i=1,...,k)
bzw.
fi=F —F_, G=1,....K)
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Abb. 2.3: Summenhéufigkeitsfunktion

2.3 Haufigkeitsverteilung klassifizierter
Daten

Liegt entweder ein diskretes Merkmal mit sehr vielen unter-
schiedlichen Merkmalsausprdgungen vor, oder handelt es sich
um ein stetiges Merkmal, so ist es zweckmaiBig, die Haufigkei-
ten nicht mehr jeder einzelnen Merkmalsauspriagung zuzuord-
nen, sondern die Merkmalsausprigungen in Klassen zusam-
menzufassen und die Anzahl der Elemente zu bestimmen, de-
ren Merkmalswerte in die einzelnen Klassen fallen. Jede Klasse
i ist charakterisiert durch die untere Klassengrenze x;' und die
obere Klassengrenze x;. Da die einzelnen Klassen aneinander-
stofen, ist — bei k Klassen —

X0 = X!, | i=1,....k—1).

Die Klassenbreite Ax; ergibt sich zu:
Axi = x{) —x! i=1,...,k).

Als reprisentativen Merkmalswert der Klasse i wihlt man die
Klassenmitte X mit

1
xi/:i(x}]—kx?) i=1,...,k).

Bei der Klasseneinteilung wird das Ziel verfolgt, die Struk-
tur der untersuchten Gesamtheit moglichst deutlich herauszu-
arbeiten. Wie viele Klassen dabei gebildet werden sollen, ldsst
sich nicht generell angeben. Legt man zu viele Klassen zu-
grunde, dann wird die Verteilung uniibersichtlich, weil viele
Klassen zu gering oder gar nicht besetzt sind; bei zu weni-

gen Klassen wird u. U. die charakteristische Form der Vertei-
lung nicht zum Ausdruck kommen. Selbst bei umfangreichem
Datenmaterial sollte die Zahl der Klassen 20 nicht iibersteigen.
Im allgemeinen wird man bestrebt sein, Klassen mit konstanter
Klassenbreite Ax; = Ax = const. zu bilden; bei einem grofien
Variationsbereich des Datenmaterials kann es jedoch sinnvoll
sein, unterschiedliche Klassenbreiten zu verwenden.

Weiterhin ist festzulegen, wie ein Merkmalswert zu behan-
deln ist, der genau auf eine Klassengrenze fillt. Man kann ihn
der niedrigeren oder der hoheren oder jeder der beiden Klas-
sen zur Hilfte anrechnen. Dariiber hinaus besteht die Moglich-
keit, die Klassengrenzen so zu wihlen, dass aus messtechni-
schen Griinden kein Merkmalswert auf sie fallen kann. Will
man beispielsweise die Héaufigkeitsverteilung von Gebraucht-
wagenpreisen ermitteln, und sind die Gebrauchtwagenpreise in
vollen €-Betrigen angegeben, so konnte man hier als Klassen-
grenzen etwa die Werte 500,50 €, 1000,50 €, 1500,50 € usw.
wihlen.

Die Anzahl der Elemente, deren Merkmalswert in die Klasse
i (i = 1,...,k) fillt, bezeichnet man als absolute Klassen-
héiufigkeit h;. Die relative Klassenhdufigkeit f; ergibt sich bei
k Klassen zu

k
(i=1...k mit N=>) h.

i=1
Bei der grafischen Darstellung der Haufigkeitsverteilung wird
das Histogramm verwendet. Die absoluten bzw. relativen Klas-
senhdufigkeiten sind hier den Fldcheninhalten der einzelnen
Saulen proportional. Bezeichnet man die Hohe der Séule der
Klasse i mit h]?k und mit Ax; die Sdulenbreite, dann gilt — mit
a als Proportionalititsfaktor — die Beziehung:

hi=a~hi*~Axi i=1,...,k).
Damit ergibt sich fiir die Séulenhohe h':

o
! a- Axj

Besitzen siamtliche Klassen die gleiche Klassenbreite Ax, dann
sind die Sdulenhohen den Klassenhiufigkeiten proportional.

i=1,...,%).

Beispiel: Bei der Untersuchung der monatlichen Bruttover-
dienste von N = 250 Beschiftigten eines Betriebes werden
k = 10 Klassen gebildet, die alle eine konstante Breite von
300 € besitzen. Die Untergrenze der ersten Klasse ist 500 €.
Die obere Klassengrenze soll immer zur unteren Klasse geho-
ren. Wiren einzelne Beschiftigte mit einem Bruttomonatsver-
dienst von weit iiber 3 500 € vorhanden, dann wiirde man noch
eine weitere Klasse als offene Randklasse (iiber 3 500 €) an-
fligen.



2.3 Haufigkeitsverteilung klassifizierter Daten

Die Auswertung der Unterlagen der Buchhaltung liefere dann
die in Tabelle 2.5 dargestellten Werte.

Klassen-

Klasse Bruttomonatsverdienst breite Beschiftigte
Nr. in € in € Anzahl Anteil

i AXj h; f;
1 500 800 300 6 0,024
2 tiber 800 bis 1 100 300 13 0,052
3 tiber 1 100 bis 1400 300 22 0,088
4 tiber 1400 bis 1700 300 32 0,128
5 iiber 1700 bis 2000 300 40 0,160
6 iiber 2 000 bis 2300 300 42 0,168
7 tiber 2 300 bis 2 600 300 39 0,156
8 iiber 2 600 bis 2900 300 31 0,124
9 tiber 2900 bis 3200 300 20 0,080
10 iiber 3 200 bis 3 500 300 5 0,020
> . . 250 1000

Tabelle 2.5: Haufigkeitsverteilung

Bei der grafischen Darstellung der Haufigkeitsverteilung kon-
nen, da es sich hier um Klassen mit konstanter Breite handelt,
in dem Histogramm die Klassenhdufigkeiten als Sdulenhdhen
verwendet werden (vgl. Abbildung 2.4).
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Abb. 2.4: Histogramm mit Klassen konstanter Breite sowie das entspre-
chende Haufigkeitspolygon (gestrichelter Linienzug)

Bei klassifizierten Daten — wie sie in unserem Beispiel vorlagen
— ist eine weitere grafische Darstellung der Haufigkeitsvertei-
lung, ndmlich das sogenannte Héufigkeitspolygon, moglich.
Es entsteht, indem man die Mittelpunkte der oberen Séulen-
seiten miteinander verbindet (vgl. Abbildung 2.4).

Verwendet man bei der Klassifizierung der Daten Klassen mit
unterschiedlichen Klassenbreiten, dann sind die Sdulenhchen
des Histogramms nicht mehr den Klassenhéufigkeiten propor-
tional. Man wihlt dann bei der Darstellung des Histogramms
eine Klassenbreite aus, auf die sich der MaB3stab der Ordinate

beziehen soll. Zweckmifigerweise wird man dazu diejenige
Klassenbreite heranziehen, die am hiufigsten auftritt.

Beispiel: Bei der Inventur eines Gebrauchtwagenlagers, das 70
Personenkraftwagen umfasst, ergeben sich die in Tabelle 2.6
dargestellten Werte.

Klassen- Gebrauchtwagen
Klasse Wert breite in Anzahl Anteil Anzahl
Nr. in 1000 € 1000 € bez. auf
1000 €
i AX; h; f; hi*
1 1bis 2 1 8 0,114 8
2 iiber 2 bis 3 1 10 0,143 10
3 iiber 3 bis 4 1 16 0,229 16
4 iiber 4 bis 5 1 15 0,214 15
5 iiber 5 bis 7 2 10 0,143 5
6 iiber 7 bis 9 2 8 0,114 4
7 iiber 9 bis 15 6 3 0,043 0,5
> 70 1000

Tabelle 2.6: Haufigkeitsverteilung

Bei der grafischen Darstellung wird man hier fiir den Maf3stab
der Ordinate die Klassenbreite Ax = 1000 € zugrunde legen.
Da die ersten vier Klassen eine Klassenbreite von Ax = 1000 €
aufweisen, konnen hier als Sidulenh6hen hi* direkt die Klassen-
hidufigkeiten h; verwendet werden. Bei der Klasse i = 5 ent-
fallen auf eine Klassenbreite von Axs = 2000 € hs = 10
Elemente, d. h. auf die dem Maf3stab zugrundeliegende halb so
groBe Klassenbreite von 1000 € entfallen hf = 10 : 2 = 5
Elemente. Besitzt allgemein eine Klasse i die Klassenbreite
AX; = cj- Ax, dann ergibt sich fiir die zugehorige Sdulenhohe
h:

h.
% _ i
hf=—.
Ci
16 —
5 10,20 »
£ 12 =
S o
Z 0,15 ¢
5 4
O 8- 8
5 L 0,10 &
z &
= (e}
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Wert in 1000 €

Abb. 2.5: Histogramm mit Klassen unterschiedlicher Breite
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2.4 Summenhaufigkeitsfunktion
klassifizierter Daten

Wie bei nicht klassifizierten Daten kdnnen auch bei klassifi-
zierten Daten durch Kumulierung der Klassenhédufigkeiten h;
die absoluten Summenhiufigkeiten H; und die relativen Sum-
menhéufigkeiten F; gebildet werden. Da unbekannt ist, welche
Merkmalswerte die einzelnen Elemente innerhalb einer Klasse
besitzen, kann die Summenhiufigkeit H; bzw. F; immer nur der
oberen Klassengrenze x; zugeordnet werden.

Aus den relativen Summenhéufigkeiten F; lidsst sich die Sum-
menhdufigkeitsfunktion (empirische Verteilungsfunktion) F(x)
ableiten. Ihr grafisches Bild erhilt man dadurch, dass man in
einem Koordinatensystem den oberen Klassengrenzen x? die
relativen Summenhiufigkeiten F; zuordnet. Diese einzelnen
Punkte konnen unter der Annahme, dass die Elemente inner-
halb der Klassen gleichmifig iiber die gesamte Klassenbreite
streuen, linear miteinander verbunden werden. Dieser stetige
Linienzug, das grafische Bild der Summenhiufigkeitsfunktion
F(x), wird auch als Summenpolygon bezeichnet. F(x) gibt
wiederum den Anteil der Elemente an, die einen Merkmals-
wert kleiner oder gleich x besitzen.

Fiir das Beispiel der Verteilung der Bruttomonatsverdienste er-
hilt man:

Klasse | Bruttomonats- Beschiftigte
Nr. verdienst in € | Kumulierte | Kumulierter
Anzahl Anteil
i H; F;
1 bis 800 6 0,024
2 bis 1100 19 0,076
3 bis 1400 41 0,164
4 bis 1700 73 0,292
5 bis 2 000 113 0,452
6 bis 2300 155 0,620
7 bis 2 600 194 0,776
8 bis 2900 225 0,900
9 bis 3200 245 0,980
10 bis 3 500 250 1,000

Tabelle 2.7: Absolute und relative Summenhéufigkeiten

Die Summenhaufigkeitsfunktion besitzt die in Abbildung 2.6
dargestellte Form.

Interessiert etwa der Anteil der Empfinger, die einen Brutto-
monatsverdienst von hochstens x = 1900 € beziehen, so findet
man mithilfe der Summenhiufigkeitsfunktion diesen gesuch-
ten Anteil zu 0,40.

—
o
|

I
o0
1

=}
[=)}
|

=
~
|

Anteil der Beschiftigen
mit Bruttomonatsverdienst
von hochstens x € (F(x))

k=
NS}
|

\ 1 \ \ \
5 11 17 19 23 29 35

Bruttomonatsverdienst in 100 € (x)

Abb. 2.6: Summenhaufigkeitsfunktion

Fiir das Beispiel der Verteilung der Gebrauchtwagenpreise er-
hilt man die folgenden Summenhiufigkeiten:

Klasse | Wert in Gebrauchtwagen
Nr. 1000 € | Kumulierte | Kumulierter

Anzahl Anteil

i H; F;
1 bis 2 8 0,114
2 bis 3 18 0,257
3 bis 4 34 0,486
4 bis 5 49 0,700
5 bis 7 59 0,843
6 bis 9 67 0,957
7 bis 15 70 1,000

Tabelle 2.8: Absolute und relative Summenhéaufigkeiten

Das entsprechende Summenpolygon hat dann das folgende
Aussehen:

=}
=)}
|

Anteil der Gebraucht-
wagen mit Wert von
hochstens x € (F(x))

\ \ \
0 5 10 15

Wert in 1000 € (x)

Abb. 2.7: Summenhaufigkeitsfunktion
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Aufgaben zu Kapitel 2

2.1 An einem Bankschalter werden Kundenankiinfte (Anzahl der pro 10-
Minuten-Zeitintervall ankommenden Kunden) beobachtet. Fiir 40 derartige
Zeitintervalle erhilt man folgende Ergebnisse:

0, 0 1, 3 4 1, 2 2 1, 1,
1, 2 3 0 2 o0 1, 3 1, 2
2, 0, 1, 1, 6 1, 0, 2 3, 1,
1, 4 2 3 2 0 3 0 1, 2

Ermitteln Sie absolute und relative Haufigkeiten der Kundenankiinfte und
stellen Sie Haufigkeitsverteilung und Summenhéufigkeitsfunktion grafisch
dar.

2.2 1000 Motoren eines bestimmten Typs weisen folgende Lebensdauerver-
teilung auf:

Lebensdauer | Anzahl der
in Jahren Motoren
bis 2 33
iiber 2 bis 4 276
iiber 4 bis 6 404
iiber 6 bis 8 237
iiber 8 bis 10 50

Tabelle 2.9: Lebensdauerverteilung

Stellen Sie diese Hdufigkeitsverteilung und die dazugehdrende Summen-
héufigkeitsfunktion grafisch dar und bestimmen Sie den Anteil der Motoren
mit einer Lebensdauer von mehr als 5 Jahren.

2.3 Ander Lebensmittelkasse eines Kaufhauses werden die Rechnungsbetrige
von 100 Kunden erfasst; es ergibt sich folgende Héufigkeitsverteilung:

Rechnungsbetrag | Anzahl der
in € Rechnungen
bis 10 16
iiber 10 bis 20 48
tiber 20 bis 40 27
iiber 40 bis 80 9

Tabelle 2.10: Haufigkeitsverteilung

Haufigkeitsverteilung und Summenhiufigkeitsfunktion des Rechnungsbe-
trages sind grafisch darzustellen.




Mittelwerte

3.1 EinfUhrung ... 18
3.2 Arithmetisches Mittel ........... ... i 18
3.3 Median . ... 20
3.4 MOUS ..ot e 21
3.5 Geometrisches Mittel ... 22
3.6 Ausgewdhlte Literatur ... 22

Aufgaben zu Kapitel 3 ...... ... 22




Mittelwerte

sWo liegt das Merkmal ungefahr?“ ist eine wichtige Frage
bei der pragnanten Darstellung von groBen Datenmen-
gen. Diese Frage abhéngig vom Merkmalstyp richtig zu
beantworten, erfordert es, den Begriff des Mittelwertes
genau zu verstehen.

3.1 Einfuhrung

Die im vorangegangenen Kapitel 2 behandelten Hiufigkeits-
verteilungen stellen eine Zusammenfassung oder Verdichtung
der urspriinglich beobachteten Einzeldaten dar. Oft ist man
auch noch daran interessiert, solche Hdufigkeitsverteilungen
in knapper Form zu charakterisieren. Dies ist durch die
Berechnung statistischer MaBzahlen (Kollektivmafizahlen,
Parameter) moglich. Zu ihnen gehoren die Mittelwerte (La-
geparameter) mit der Aufgabe, das Zentrum einer Verteilung
zu kennzeichnen, und die StreuungsmabBe (Streuungsparame-
ter, Variabilititsmafse, Variationsmafie), welche dazu dienen,
die Streuung (Variabilitit, Variation) der Einzelwerte um
das Zentrum zu beschreiben (die Streuungsmalle werden in
Kapitel 4 behandelt). Daneben gibt es noch weniger wichtige
KollektivmaBzahlen wie die MaBe fiir die Schiefe und die
Wolbung, auf die hier allerdings nicht ndher eingegangen
werden soll.

Berechnet man Kollektivmalzahlen fiir eine Héiufigkeitsver-
teilung klassifizierter Daten (vgl. Abschnitt 2.3), dann wird
man fiir jede Klasse einen reprdsentativen Wert, und zwar meist
die entsprechende Klassenmitte x; zugrundelegen. Da man auf
diesem Wege jedoch nur Néherungswerte fiir die wahren Maf3-
zahlen erhalten kann, sollten diese — soweit moglich — anhand
der urspriinglich beobachteten Einzelwerte berechnet werden.

In den nachfolgenden Abschnitten werden nur die wichtigsten
Mittelwerte, nimlich Arithmetisches Mittel, Median, Modus
und Geometrisches Mittel behandelt.

3.2 Arithmetisches Mittel

Das arithmetische Mittel sollte sinnvollerweise nur fiir me-
trisch skalierte Merkmale (vgl. Abschnitt 1.5) berechnet wer-
den. Wenn die N Elemente einer Grundgesamtheit ein be-
stimmtes metrisch skaliertes Merkmal mit den — nicht notwen-
digerweise verschiedenen — Einzelwerten aj, a, . .., ay auf-
weisen, dann ist das arithmetische Mittel u als

1
u = ﬁ(a1+a2+...+aN) oder

1N
no= =) 4
Ni;‘

definiert.

Beispiel: Legt ein Angestellter den Weg zwischen Wohnung
und Arbeitsstitte an 5 Tagen in 12, 10, 16, 12 und 17 Minuten
zuriick, dann betrédgt die durchschnittliche Zeit, die er fiir den
Weg benétigt,

1 67
= 5(12+10+16+12+17)=?

= 13,4 Minuten.

Besitzen einige der N Beobachtungswerte aj, aj, ..., any den
gleichen numerischen Wert, so empfiehlt es sich, sie zusam-
menzufassen und das arithmetische Mittel aus der entsprechen-
den Haufigkeitsverteilung zu berechnen. Bei k verschiedenen
Werten x1, X2, . .., Xk ergibt sich das arithmetische Mittel dann
als

1
uw = E(M+...+x1+xz+...+x2+...+
hl—mal
+ x4+ ...+ Xx)
—— ———

hy-mal

hy-mal

oder
1
n= ﬁ(xlhl + xohp 4+ ... 4 x¢hy)

oder schlieBlich

k k
1 .
M:ﬁgxihi mit N:i_glhi;

h; ist dabei die absolute Haufigkeit, mit der der Merkmalswert
X; auftritt.

Da die relativen Héufigkeiten f; mit den absoluten Héufigkeiten
h; durch die Beziehung
fi= — i=1,...,k)

verkniipft sind, ergibt sich das arithmetische Mittel auch als

k
PRI
i=1

i=1

k
m = infi .
i=1

i
oder

z| =



Weil die einzelnen Merkmalswerte x; bei Vorliegen einer Hiu-
figkeitsverteilung mit den absoluten bzw. relativen Haufigkei-
ten h; bzw. f; gewichtet oder gewogen werden, bezeichnet man
w hier als gewogenes arithmetisches Mittel.

Fiir das in Abschnitt 2.1 behandelte Beispiel der Haufigkeits-
verteilung der Verkaufszahlen einer bestimmten Zeitung (vgl.
Tabelle 2.3) ist der Rechengang zur Ermittlung der tdglich im
Durchschnitt verkauften Zeitungen in der folgenden Arbeits-
tabelle (Tabelle 3.1) angegeben; bei Verwendung eines geeig-
neten Taschenrechners kann auf diese Arbeitstabelle natiirlich
verzichtet werden.

Man erhilt
1< 1
= — xihj = —450 = 2,25 bzw.

TN Z M= 200

o=y xifi =2,25.
i Xj h; xihj f; x;ifi
1 0 21 0 0,105 | O
2 1 46 46 0,230 | 0,230
3 2 54 108 0,270 | 0,540
4 3 40 120 bzw. 0,200 | 0,600
5 4 24 96 0,120 | 0,480
6| 5 10 50 0,050 | 0,250
716 5 30 0,025 | 0,150

> 200 | 450 1,000 | 2,250

Tabelle 3.1: Arbeitstabelle

Bei Hiufigkeitsverteilungen klassifizierter Daten wihlt man
als reprdsentativen Wert fiir die Einzelwerte der Klasse Nr. i
in der Regel die entsprechende Klassenmitte x; die Formel fiir
eine ndherungsweise Berechnung des arithmetischen Mittels
lautet in diesem Fall

k k
1
— Y=Y
i=1 i=1

wobei h; die absolute und fj die relative Klassenhdufigkeit der
i-ten Klasse ist.

Fiir das bereits aus Abschnitt 2.3 bekannte Beispiel der Haufig-
keitsverteilung der Bruttomonatsverdienste von 250 Beschif-
tigten eines Betriebes ergibt sich fiir den durchschnittlichen
Bruttoverdienst (vgl. Tabelle 3.2)

th

516200 = 2064,80 €

3.2 Arithmetisches Mittel

bzw.

k
=Y xifi =2064,80 €.
i=1

i X! h; x/hy T xif;
1 650 6 3900 0,024 15,6
2 950 13 12350 0,052 49,4
3| 1250 22 27500 0,088 110,0
4 | 1550 32 49 600 0,128 198,4
5| 1850 40 74 000 baw. 0,160 296,0
6 | 2150 42 90300 0,168 361,2
7 | 2450 39 95550 0,156 382,2
8 | 2750 31 85250 0,124 341,0
9 | 3050 20 61000 0,080 2440
10 | 3350 5 16750 0,020 67,0
> 250 | 516200 1,000 | 2064,8

Tabelle 3.2: Arbeitstabelle

Das arithmetische Mittel besitzt vier wichtige Eigenschaften,
auf die nachfolgend eingegangen werden soll. Fiir die Ableitun-
gen wird das ungewogene arithmetische Mittel fiir Einzelwerte
benutzt; die gewonnenen Aussagen gelten aber, wie man sich
leicht liberzeugen kann, auch fiir das gewogene arithmetische
Mittel.

1. Betrachtet man N Einzelwerte a; (i = 1, ..., N), so ist die
Summe der Abweichungen dieser Einzelwerte von ihrem arith-
metischen Mittel () gleich Null.

Z(al W =

da aus der Definition des arithmetischen Mittels

N
Z ai = Nu
i=1

folgt.

Zal Nu=Nu—Np=0,
i=1

2. Die Summe der quadrierten Abweichungen der Einzelwerte
von ihrem arithmetischen Mittel v ist kleiner als von einem be-
liebigen anderen Wert M:

Z(al w? < Z(a -M)?

i=1

(vgl. Abschnitt 4.2).

M # )

3. Werden die Einzelwerte a; einer linearen Transformation
(vgl. Abschnitt 1.5)

a’ =+ Ba;



Mittelwerte

unterworfen, wobei « und B hier beliebige konstante reelle
Zahlen sein konnen, so findet man fiir das arithmetische Mittel
w* der transformierten Werte, wenn p das arithmetische Mittel
der urspriinglichen Werte bezeichnet,

= 1 &
Wt = ﬁ;a?=ﬁ;<a+ﬁai>
1= 1=

| N 8 N
= N(Na—i—ﬁZai):aqLN;ai

i=1

=a+pur.

Das bedeutet, dass das arithmetische Mittel w der gleichen
Transformation unterliegt wie die Einzelwerte a;.

Beispiel: Eine Autovermietung berechnet fiir ihre Wagen eine
feste Tagesgebiihr von o« = 40 € und einen Kilometersatz von
B = 0,40 €/km; ferner sei bekannt, dass die Wagen téglich im
Durchschnitt 4 = 250 km zuriicklegen. Die durchschnittlichen
taglichen Einnahmen pro Wagen (u*) ergeben sich dann als

u* =40+0,40-250 = 140 €.

4. Man steht oft vor der Aufgabe, das arithmetische Mittel u
fiir eine Grundgesamtheit vom Umfang N zu berechnen, die
in zwei oder mehr Teilgesamtheiten aufgeteilt ist, deren Um-
fange und arithmetische Mittel bekannt sind. Beschrinken wir
uns auf zwei Teilgesamtheiten mit den Umfingen N und Nj
(N7 +N, = N), den Einzelwerten aj; (i=1,...,N;) und ay;
i =1,...,Np) und den arithmetischen Mitteln 1 und u,,
dann ergibt sich u als

1 Ni N»
s (L2
_ Nipi +Nowo

N; +N;

da aus der Definition des arithmetischen Mittels

n

folgt.

Beispiel: Ein Unternehmen besteht aus den beiden Betrieben
A und B. Die 400 Beschiftigten von A verdienen monatlich im
Durchschnitt 1920,84 € und die 300 Beschiftigten von B mo-
natlich im Durchschnitt 2012,17 €. Der durchschnittliche Brut-
tomonatsverdienst sdmtlicher 700 Beschiftigten von A und B

zusammen betrigt dann
400 - 1920,84 + 300 - 2012,17

400 + 300
= 1959,98 €.

Das arithmetische Mittel ist nicht immer der aussagekrdftigste
Mittelwert: Betrachtet man beispielsweise eine Gruppe von 10
Personen, von denen neun Jahreseinkommen von je 40 000 €
beziehen und eine ein Jahreseinkommen von 400 000 € bezieht,
so wird das arithmetische Mittel

k
n = infi
i=1
= 40000-0,9 +400000-0,1 =76000 €

zur Charakterisierung des durchschnittlichen Jahreseinkom-
mens dieser Personengruppe wenig sinnvoll sein. Passender
wire der im folgenden Abschnitt 3.3 noch zu behandelnde Me-
dian. Man kann ndmlich feststellen, dass sogenannte ,, Ausrei-
Per®, d.h. vereinzelte Beobachtungswerte, die sehr weit vom
Zentrum der Verteilung entfernt liegen, die Aussagekraft des
arithmetischen Mittels erheblich einschrianken konnen. Auch in
den Fillen, in denen die Haufigkeitsverteilung kein eindeutiges
Zentrum besitzt, etwa im Fall der bimodalen (zweigipfligen)
Verteilung, kann das arithmetische Mittel nur wenig aussagen.

3.3 Median

Der Median (Zentralwert) Me ist die Merkmalsausprdgung
desjenigen Elements, das in der Grofle der nach geordneten
Beobachtungsreihe in der Mitte steht. Damit die einzelnen Ele-
mente nach der Grofe ihrer Merkmalsausprigungen geordnet
werden konnen, muss das untersuchte Merkmal zumindest or-
dinalskaliert sein. Ordnet man die beobachteten Einzelwerte
ai, ..., aN der GroBe nach, so dass

=34 =... <N

gilt, dann ist der Median bei ungeradem N

Me:a[M] .

2

Fiir das in Abschnitt 3.2 angefiihrte Beispiel eines Angestell-
ten, der an 5 Tagen die benétigte Zeit fiir den Gang von seiner
Wohnung zu seiner Arbeitsstitte festhilt, ergibt sich die geord-
nete Beobachtungsreihe

10 12 12 16 17
der Median

und

Me = a[ﬂz_l] = aj3] = 12 Minuten .



Bei einer geraden Anzahl von Elementen nimmt man als Me-
dian das arithmetische Mittel der beiden mittleren Beobach-
tungswerte:

ve=3 (1) pse).

Liegen die Daten in Form einer Hiufigkeitsverteilung vor,
dann ist der Median diejenige Merkmalsausprigung, bei der die
Summenhiufigkeitsfunktion den Wert 0,5 iiberschreitet. — Fiir
das uns bekannte Beispiel der Verteilung der Zeitungsverkéufe
(vgl. Abschnitt 2.1) ergaben sich die in Tabelle 2.4 wiedergege-
benen Summenhiufigkeiten. Man sieht, dass die relativen Sum-
menhéufigkeiten F; den Wert 0,5 bei 2 Zeitungen iiberspringen;
der Median betrégt hier also

Me = 2 Zeitungen .

Recht bequem ist dieser Wert auch aus der grafischen Darstel-
lung der Summenhdufigkeitsfunktion (vgl. Abbildung 2.3) zu
ermitteln. Man zieht eine Parallele zur Abszisse im Abstand
0,5; wo diese die Treppenfunktion schneidet, wird das Lot ge-
fallt, das dann bei Me = 2 auf die Abszisse trifft.

Bei einer Hiaufigkeitsverteilung Kklassifizierter Daten liegt
der Median in derjenigen Klasse, in der die Summenhéufig-
keitsfunktion den Wert 0,5 erreicht. Fiir das in Abschnitt 2.3
betrachtete Beispiel der Bruttomonatsverdienste von 250 Be-
schiftigten eines Betriebes mit der in Abbildung 2.6 (Ab-
schnitt 2.4) dargestellten Summenhéufigkeitsfunktion ergibt
sich eine grafische Néherungslosung fiir den Median, wie in
folgender Abbildung 3.1 dargestellt ist.

Anteil der Beschiftigen
mit Bruttomonatsverdienst
von hochstens x € (F(x))
o
W
|

0 T \ \ I \ \
5 11 17 1 23 29 35
Me=21
Bruttomonatsverdienst in 100 € (x)

Abb. 3.1: Grafische Bestimmung des Medians bei klassifizierten Daten

Mithilfe linearer Interpolation (Abbildung 3.2) kann dariiber
hinaus eine Feinberechnung des Medians durchgefiihrt werden.

3.4 Modus

F(x?) 1
o
=~ 054
F(x{)
«
\ \ \
0 X} Me x{

Abb. 3.2: Feinberechnung des Medians

Es ist Me = x;’ +a, wenn i die Einfallsklasse des Medians ist.
Fiir o findet man anhand der Ahnlichkeitsbeziehungen
o 0,5 —F(x})
XX —x!'  F(x?) —Fx" '

Damit ist
0,5 — F(x")
Me — x84+ > ") o uy
©=N TR —Foo xi)

Fiir das Beispiel der Bruttomonatsverdienste erhédlt man mit
F(2000) = 0,452 und F(2300) = 0,620

0,5 —0,452
0,620 — 0,452
2000 + 85,71 = 2085,71 €.

Me = 2000 + (2300 — 2000)

3.4 Modus

Der Modus (Dichtester Wert) Mo ist ein Mittelwert, der sowohl
bei Nominalskalen und Ordinalskalen als auch bei metrischen
Skalen angewendet werden kann. Der Modus einer Beobach-
tungsreihe ist diejenige Merkmalsausprdgung, die am héiufigs-
ten vorkommt. Fiir das Beispiel der Verteilung der Verkaufszah-
len einer bestimmten Zeitung (vgl. Abschnitt 2.1) ergibt sich,
da x; = 2 die groBte Hiufigkeit besitzt, der Modus

Mo = 2 Zeitungen pro Tag.

Sind die Daten in Klassen eingeteilt, dann liegt der Modus in
der Klasse mit der grof3ten Klassenhiufigkeit. Wenn man auf
eine Feinberechnung des Modus verzichtet, wird man als an-
geniherten Wert fiir den Modus die Klassenmitte dieser Klasse
wihlen. Fiir das Beispiel der Bruttomonatsverdienste weist die
Klasse Nr. 6 ,iiber 2000 bis 2300 € die grofite Klassenhiu-



Mittelwerte

figkeit auf, so dass der Modus
Mo = xg = 2150 €

ist.

3.5 Geometrisches Mittel

Voraussetzung fiir die Berechnung des geometrischen Mittels
G ist, dass das untersuchte Merkmal verhdiltnisskaliert ist. Fiir
N Einzelwerte ai, ..., ay ist das geometrische Mittel G als

G= Ya-a- ... an
definiert.

Liegen die Daten in Form einer Hiufigkeitsverteilung vor,
d. h. treten die verschiedenen Merkmalswerte X1, ..., Xx mit
den absoluten Haufigkeiten hy, ..., hy auf, berechnet sich das
geometrische Mittel nach der Formel

k
N h .
G= \/x};'oxgz~...~xkk mltN=Zhi.
i=1

Logarithmiert man die Formel fiir Einzelwerte auf beiden Sei-
ten, so ergibt sich

1
logG = N(logal +loga + ...+ logan)

oder
| N
logG = N X;logai ;
1=

man erhilt also das interessante Ergebnis, dass der Logarith-
mus des geometrischen Mittels gleich dem arithmetischen Mit-
tel der Logarithmen der Einzelwerte ist. Fiir das aus der Hiu-
figkeitsverteilung berechnete geometrische Mittel ergibt sich
entsprechend

1
logG = ﬁ(hl logx; + hy logxs + ... + hg logxy)

k
1
= — Zhi log x;
N i=1

Kk
= Zfi log x; .
i=1

Beispiel: Ein Unternehmen erzielte in den Jahren 2007-2011
die in Tabelle 3.3 angegebenen Umsitze (in Mio. €); wie grof3
war der durchschnittliche relative Umsatzzuwachs (Zuwachs-
rate) pro Jahr?

Man bestimmt zunichst die jahrlichen Zuwachsraten p; in Pro-
zent des Vorjahresumsatzes und daraus die sogenannten jéhr-

Nr. Umsatz Zuwachsrate in Prozent | Wachstums-

i Jahr | (in Mio €) | des Vorjahresumsatzes faktor

Pi i
1 2007 2,0 . .
2 2008 2,4 + 20,0000 1,200000
3 2009 29 +20,8333 1,208333
4 2010 2,7 — 6,8966 0,931034
5 2011 3,1 + 14,8148 1,148148

Tabelle 3.3: Umsatze, Zuwachsraten, Wachstumsfaktoren
lichen Wachstumsfaktoren q; = 1 4 p;/100; sodann berechnet
man aus ihnen das geometrische Mittel

G = {4/1,200000~ 1,208333 - 0,931034 - 1,148148
= 1,115791.

Die durchschnittliche Zuwachsrate pro Jahr ergibt sich zu
(1,115791 — 1) - 100 % = 11,5791 % ~ 11,6 % .

3.6 Ausgewahlte Literatur
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verdnd. Nachdruck). Gottingen 1999.
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Aufl.). Miinchen 2005.

Aufgaben zu Kapitel 3

3.1 Fiir die Daten der Aufgabe 2.1 sind aus der Haufigkeitsverteilung (vgl. Lo-
sung der Aufgabe 2.1) arithmetisches Mittel, Modus und Median der Kun-
denankiinfte zu ermitteln.

3.2 Welche Werte besitzen Modus und feinberechneter Median der Lebens-
dauerverteilung aus Aufgabe 2.2?

3.3 Die jahrliche Zuwachsrate der Produktion eines bestimmten Haushalts-
gerites entwickelte sich in 5 Jahren wie folgt:

Jahr | Zuwachsrate
Nr. in Prozent
1 10
2 20
3 5
4 8
5 15

Tabelle 3.4: Jahrliche Produktionszuwachsraten

Wie gro83 ist die durchschnittliche jahrliche Zuwachsrate fiir den gesamten
Zeitraum?

3.4 Man zeige, dass folgendes gilt:

k
Z(Xi - Wi =0.

i=1
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StreuungsmaBe

Mitunter besteht die Notwendigkeit, neben der Lage der
Werte auch deren Unterschiedlichkeit bzw. Streuung zu
berichten. Dann werden StreuungsmafBe gebraucht, un-
ter denen die Varianz das wichtigste ist.

4.1 Einfihrung

Da die in Kapitel 3 behandelten Mittelwerte ausschlieBlich der
Kennzeichnung des Verteilungszentrums dienen, wird durch
sie allein eine Gesamtheit im allgemeinen nur unvollstindig
charakterisiert. So gibt das in Abschnitt 3.2 fiir das Beispiel
von 250 Beschiiftigten eines Betriebes berechnete arithmeti-
sche Mittel lediglich den durchschnittlichen Bruttomonatsver-
dienst zutreffend wieder. Es sagt jedoch nichts dariiber aus, ob
die Bruttomonatsverdienste der einzelnen Beschiftigten mehr
oder weniger grofe Abweichungen vom Mittelwert aufwei-
sen, d.h. ob sie eng oder weit um das Zentrum der Vertei-
lung streuen. Der Beantwortung dieser ebenfalls interessanten
Frage dient die zweite wichtige Gruppe der Kollektivmafzah-
len, ndmlich die der StreuungsmabBe (Streuungsparameter, Va-
riabilitdtsmafie, Variationsmayfie).

In den nachfolgenden Abschnitten werden nur die wichtigs-
ten Streuungsmalle, und zwar Varianz und Standardabwei-
chung, Variationskoeffizient, mittlere absolute Abweichung und
Spannweite behandelt.

4.2 Varianz und Standardabweichung

Geht man von N metrisch skalierten Einzelwerten einer
Grundgesamtheit ar, ap,...,ax aus, die voneinander nicht
verschieden zu sein brauchen, so konnte man versucht sein, als
Streuungsmalf} die Summe der Abweichungen der Einzelwerte
a; von ihrem arithmetischen Mittel w, d.h.

N
Y @i—pw
i=1

zu verwenden. Dieser Ausdruck nimmt jedoch — wie bereits
in Abschnitt 3.2 gezeigt wurde — stets den Wert Null an und
ist somit als Streuungsmal ungeeignet. Da aber die Quadrate
der Abweichungen der Einzelwerte a; von ihrem arithmetischen
Mittel o sdamitlich positiv sind, kann man statt dessen beispiels-
weise das arithmetische Mittel der Abweichungsquadrate als
Streuungsmaf} definieren:

gl 1 &
azzﬁg (ai—u)2 mit M:NE aj.
i=1 i=1

o2 wird als Varianz (V oder Var) bezeichnet und stellt das bei
weitem wichtigste Streuungsmay dar. Als Dimension besitzt o>
das Quadrat der Dimension der einzelnen Beobachtungswerte;
werden diese z. B. in € gemessen, dann hat die entsprechende
Varianz die Dimension €2. Die Varianz o2 ist stets grofier oder
gleich 0; nimmt sie den Wert O an, so heif3t das, dass iiberhaupt
keine Streuung vorliegt, d. h. alle Einzelwerte einander gleich
sind und somit auch mit ihrem Mittelwert p iibereinstimmen.

Die positive Quadratwurzel aus der Varianz wird als Standard-
abweichung (o) bezeichnet:

o= Vole

1 N
OGO
N i=1

sie besitzt die gleiche Dimension wie die Beobachtungswerte.

Fiir das aus Abschnitt 3.2 bekannte Beispiel eines Angestellten,
der den Weg zwischen Wohnung und Arbeitsstitte an 5 Tagen
in 12, 10, 16, 12 und 17 Minuten zuriicklegt, ergibt sich mit
dem arithmetischen Mittel © = 13,4 Minuten die Varianz

o2 é [(12 = 13,4)% + (10 — 13,4)> +

+ (16 —13,4)> + (12 — 13,4)> +
+ (17 - 13,4)?]

1
= £352=7,04 Minuten?
und die Standardabweichung
o =+/7,04 = 2,65 Minuten .

Zur Rechenvereinfachung lésst sich die Varianzformel wie folgt
umformen:
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