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schaftswissenschaftlicher Problemstellungen. 
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Zielsetzung

Das Werk Mathematik für Wirtschaftswissenschaftler: Die
Essentials ist eine ausführliche, anschauliche, anwendungs-
orientierte und dennoch präzise Darstellung der mathema-
tischen Grundlagen für ein erfolgreiches wirtschaftswissen-
schaftliches Bachelor- und Masterstudium. Es versteht sich
als Lehrbuch, welches angehende Wirtschaftswissenschaft-
ler im Studium und darüber hinaus auch in ihrem späteren
Berufsleben begleitet. Insbesondere soll es den Studierenden
einen Weg in die Gedankenwelt der Mathematik aufzeigen,
welcher sie dazu befähigt, auftretende ökonomische Proble-
me mathematisch erfassen, analysieren und nach Möglichkeit
auch lösen zu können.

Vermittlung mathematischer Grundlagen

Die Mathematik besitzt nicht nur für die Natur- und Inge-
nieurwissenschaften, sondern auch für die Wirtschaftswis-
senschaften eine große Bedeutung. Viele betriebs- und volks-
wirtschaftliche Problemstellungen werden in zunehmendem
Maße im Rahmen mathematischer und statistischer Model-
le und Konzepte untersucht. Ein großer Teil der modernen
Wirtschaftswissenschaften basiert daher auf der soliden Be-
herrschung mathematischer Methoden und Denkweisen.

Für die ökonomische Theorie und weite Bereiche der an-
gewandten Wirtschaftswissenschaften, wie z.B. Finanzwirt-
schaft, Spieltheorie, Marketing, Haushaltstheorie, Risiko-
management, Controlling, Arbeitsmarkttheorie oder Produk-
tionsplanung, wird neben der linearen Algebra und der Dif-
ferential- und Integralrechnung für Funktionen in einer und
mehreren Variablen auch ein grundlegendes Verständnis mul-
tivariater Optimierungsprobleme mit oder ohne Nebenbedin-
gungen benötigt. Aus diesem Grund ist die mathematische
Grundlagenausbildung in den Lehrplänen wirtschaftswissen-
schaftlicher Studiengänge an Universitäten und Fachhoch-
schulen fest verankert.

Das vorliegende Lehrbuch trägt dieser Situation in jeder Hin-
sicht Rechnung und deckt mit seinen 29 Kapiteln die in wirt-
schaftswissenschaftlichen Bachelor- und Masterstudiengän-
gen benötigten mathematischen Grundlagen ab. Darüber hin-
aus haben wir eine Darstellung gewählt, die es ermöglicht,
es auch als verlässliches Nachschlagewerk für Studium und
Beruf zu nutzen.

Vermittlung des mathematischen
Formalismus

Während fehlende Kenntnisse bezüglich der mathematischen
Notation und Symbolik bei der Anwendung von wirtschafts-
wissenschaftlichen Theorien und Konzepten häufig nicht so
sehr ins Gewicht fallen, erschweren sie oftmals die Aneig-
nung neuen Wissens erheblich. Aus diesem Grund ist es eine
weitere wichtige Zielsetzung dieses Lehrbuches, die Studie-
renden auch beim Erlernen des mathematischen Formalismus
zu unterstützen, der für das Verständnis ökonomischer Lite-
ratur unerlässlich ist.

Besonderheiten

Das Lehrbuch Mathematik für Wirtschaftswissenschaftler:
Die Einführung mit vielen ökonomischen Beispielen hebt sich
in mehrerer Hinsicht von vielen anderen Lehrbüchern zur
Mathematik für Wirtschaftswissenschaftler ab.

Brücke zwischen Schule und Hochschule

Die Erfahrungen in den letzten Jahren zeigen, dass vie-
le Studierende mit unzureichenden mathematischen Grund-
kenntnissen ein wirtschaftswissenschafliches Studium auf-
nehmen. Die Gründe hierfür sind vielfältig. Neben den un-
terschiedlichen Lehrplänen in den einzelnen Bundesländern,
den verschiedenen Schwerpunktsetzungen in den Schulen,
der oftmals mehrere Jahre zurückliegenden Schulzeit sind
hier natürlich vor allem auch die großen Unterschiede in der
Leistungsfähigkeit der einzelnen Studierenden als Grund zu
nennen.

Aber selbst Studierende mit guten Schulnoten im Fach
Mathematik haben häufig erhebliche Schwierigkeiten, den
hohen mathematischen Anforderungen speziell in den
ersten beiden Studienjahren gerecht zu werden. Probleme
ergeben sich auch durch den Wechsel der Unterrichtsform
sowie durch den im Vergleich zum Schulunterricht größeren
Schwierigkeitsgrad, das deutlich erhöhte Tempo und den
stärkeren Formalismus.

Das vorliegende Lehrbuch trägt dieser Tatsache durch seinen
ersten Teil Mathematische Grundlagen Rechnung, in dem
wichtige Grundlagen und Themengebiete aus der Schulma-
thematik, wie z.B. Aussagenlogik, mathematische Beweis-
führung, Mengenlehre, Zahlenbereiche, Gleichungen, Un-
gleichungen, Trigonometrie, Kombinatorik, Relationen und
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Abbildungen, in einem an das Hochschulniveau angepas-
sten Formalismus wiederholt werden. Auf diese Weise wird
eine tragfähige Verbindung („Brücke“) zwischen Schule und
Hochschule geschaffen, und auch Studierende mit zu Beginn
ihres Studiums eher geringen mathematischen Vorkenntnis-
sen erhalten die Chance, die darauf aufbauende mathemati-
sche Grundausbildung mit Erfolg zu absolvieren.

Alles so einfach wie möglich,
aber nicht einfacher

Bekanntlich fällt vielen Studierenden in wirtschaftswis-
senschaftlichen Studiengängen das Fach Mathematik nicht
leicht. Dies hat zur Folge, dass in vielen Lehrbüchern die
mathematischen Aussagen und Methoden zwar didaktisch
gut aufbereitet werden, aber die Voraussetzungen, unter
denen die Aussagen gelten bzw. unter denen die Methoden
zur Anwendung kommen können, zu Gunsten einer stark
vereinfachten Darstellung nicht genau präzisiert werden. In
der ökonomischen Theorie und in der wirtschaftswissen-
schaftlichen Praxis zeigt sich jedoch immer wieder, dass zur
Vermeidung von Fehlentscheidungen die genaue Kenntnis
der benötigten Voraussetzungen mindestens genauso wichtig
ist wie das Verständnis der herangezogenen mathematischen
Aussagen und Methoden. Aus diesem Grund haben wir
uns in dem vorliegenden Lehrbuch ganz bewusst dafür ent-
schieden, bei der Formulierung von mathematischen Sätzen
und Methoden stets präzise anzugeben, welche Vorausset-
zungen ihnen zugrunde liegen.

Aufgrund unserer Lehrerfahrung sind wir auch der Über-
zeugung, dass eine ausschließlich intuitive Rechtfertigung
von mathematischen Aussagen und ihre Veranschaulichung
anhand von Beispielen nicht immer ausreichend und es für
Studierende auf Dauer nicht sehr befriedigend ist, wenn sie
nur Sachverhalte und Rezepte vermittelt bekommen. Daher
sollte auch in mathematischen Lehrveranstaltungen für Wirt-
schaftswissenschaftler der eine oder andere Beweis geführt
werden. Neben einem Mehr an Verständnis und Erfüllung
führt dies bei den Studierenden auch zu einem gewissen Ge-
spür für die inneren Zusammenhänge mathematischer Resul-
tate und Methoden. Darüber hinaus können Beweise auch
als willkommene Wiederholung und Lernkontrolle für be-
reits Gelerntes aufgefasst werden, in denen aus bekannten
mathematischen Resultaten und neuen Definitionen weitere
mathematische Aussagen abgeleitet werden. Wir haben da-
her versucht, für die einfacheren mathematischen Resultate
möglichst gut nachvollziehbare Beweise und für die kom-

plizierteren Aussagen zumindest geeignete Literaturhinweise
anzugeben. Um jedoch den ergänzenden Charakter von Be-
weisen auszudrücken und auch um die Aufmerksamkeit der
Studierenden nicht allzu stark zu beanspruchen, sind Beweise
durch ein kleineres Schriftbild optisch vom Rest des Buches
abgetrennt.

Ansprechende Gestaltung und
klare Strukturierung

Zusammen mit dem Verlag Vahlen haben wir versucht, das
Buch optisch und inhaltlich so zu gestalten, dass man ger-
ne damit arbeitet. Neben einem ansprechenden Layout und
vielen mehrfarbigen Abbildungen und Skizzen, dienen hierzu
auch die verschiedenfarbigen Boxen für Definitionen (grün),
mathematische Sätze (rot) und Beispiele (blau). Auf die-
se Weise lassen sich die klassischen Strukturelemente eines
mathematischen Lehrbuches auf einen Blick unterscheiden,
und sie werden vom restlichen Buchtext mit den Motivatio-
nen und Erläuterungen hervorgehoben. Zusammen mit der
Kennzeichnung des Beweises eines mathematischen Satzes
durch das Symbol � fördert dies die Übersichtlichkeit und
unterstreicht die klare Strukturierung des Lehrstoffes in De-
finition, Satz, Beweis und Beispiel.

Ausführliche Motivation und viele
(ökonomische) Beispiele

Bei der Einführung neuer Konzepte und Methoden wird stets
zuerst die zugrunde liegende mathematische Problemstel-
lung erläutert und – sofern angebracht – der Zusammen-
hang zu ökonomischen Fragestellungen hergestellt. Neben
einer Vielzahl von reinen Rechenbeispielen, die vor allem
zur Verdeutlichung der mathematischen Definitionen und
Resultate sowie zur Erlangung gewisser Rechenfertigkei-
ten dienen, sind in diesem Lehrbuch auch viele interessan-
te ökonomische Anwendungen zu finden, welche die hohe
Praxisrelevanz der behandelten Themen belegen. Zum Bei-
spiel sind in diesem Buch wirtschaftswissenschaftliche An-
wendungen aus den Bereichen Tauschwirtschaft, Portfolio-
management, Hedging, Input-Output-Analyse, Produktions-
rechnung, Markentreue, Wirtschaftsentwicklung, Rating von
Unternehmen, Einkommensteuer, Entscheidungstheorie, Ab-
schreibung, Statistik, komparativ-statische Analyse, Finanz-
mathematik, Risikomanagement, Haushaltstheorie, Lager-
haltung, Optimierung von Transport-, Verschnitt- und Misch-
problemen usw. zu finden.
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Mathematik ist spannend und macht Spaß

Vor der Mathematik braucht man keine Angst zu haben!
Die Mathematik ist auch keine graue Theorie, deren Erler-
nen ausschließlich langweilig und mühsam ist. Sie ist viel-
mehr eine lebendige Wissenschaft und die Beschäftigung mit
ihr kann durchaus spannend und überraschend sein sowie
eine Menge Spaß machen. Zum Beleg dieser – für manche
vielleicht etwas gewagten – Behauptung sind neben einer
Vielzahl von ökonomischen Beispielen auch viele historische
Anmerkungen, kurze Anekdoten und überraschende Ergeb-
nisse in diesem Buch zu finden. Hierzu zählen unter ande-
rem das Beispiel von den drei Freunden im Gefängnis, das
Beispiel von Anna und Bernd, das Barbier-Paradoxon, Hil-
berts Hotel, das Geburtstagsparadoxon, der Satz vom Fuß-
ball, der $25.000.000.000 Eigenvektor von Google, die 37%-
Regel und das Paradoxon von Achilles und der Schildkröte.
Darüber hinaus wird der aufmerksame Leser zum Beispiel
auch auf den kürzesten Witz der Welt, die schönste Formel,
die berühmteste Gleichung sowie auf eine Auswahl der be-
deutendsten mathematischen Sätze stoßen.

Unterstützung von Dozenten

Aus unserer langjährigen Erfahrung als Hochschullehrer
wissen wir, wie dankbar Studierende speziell in Mathematik-
Vorlesungen Abbildungen und Bilder aufnehmen. Daher
stellen wir Dozenten gerne alle Abbildungen und Bilder
unseres Buches zur Verfügung. Darüber hinaus unterstützen
wir den Einsatz dieses Buches in der Lehre mit einem
mittels LATEX erzeugten PDF-Foliensatz. Für die Zusen-
dung dieser Lehrmaterialien genügt eine kurze E-Mail an
michael.merz@wiso.uni-hamburg.de unter Nennung
der geplanten Vorlesung sowie der Lehreinrichtung.

Zusammen mit dem Verlag Vahlen haben wir in den letzten
drei Jahren viel Zeit und Energie aufgewendet, um ein Lehr-
buch zu erstellen, dass die Lehre bestmöglich unterstützt. Wir
würden uns daher sehr freuen, wenn Sie unser Lehrbuch in
Ihren Lehrveranstaltungen einsetzen und Ihren Studierenden
empfehlen.

Behandelte Themen

Dieses Lehrbuch bietet eine umfassende Darstellung des
Faches Mathematik, wie es in den ersten beiden Seme-
stern an Hochschulen in wirtschaftswissenschaftlichen
Studiengängen unterrichtet wird. Es ist dabei in zehn Teile

untergliedert. Neben dem „Standardstoff“ der mathema-
tischen Grundausbildung werden auch eine Reihe von
Themen behandelt, welche den Studierenden häufig erst in
höheren Semestern oder in der beruflichen Praxis begegnen.
Hierzu zählen zum Beispiel die Themengebiete komplexe
Zahlen, Mächtigkeit von Mengen, orthogonale Projektionen,
Eigenwerttheorie, Quadratische Formen, Landau-Symbole,
Fixpunktsätze, Potenzreihen, Riemann-Stieltjes-Integral,
Taylor-Formel in einer oder mehreren Variablen, mehrfache
Riemann-Integrale, Parameterintegrale, Einhüllendensätze,
Optimierung unter Gleichheits- und Ungleichheitsnebenbe-
dingungen, lineare Optimierung, numerische Lösung von
Gleichungen, Polynominterpolation, Spline-Interpolation
und numerische Integration. Dieses Buch ist daher auch
nach der mathematischen Grundausbildung ein verlässlicher
Begleiter in Studium und Beruf.
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Kapitel 1 Aussagenlogik und mathematische Beweisführung

1.1 Was ist Mathematik?

P. Erdös

Auf die Frage „Was ist ein Ma-
thematiker?“ gab der bedeutende
ungarische Mathematiker Paul
Erdös (1913–1996) die kurze
Antwort:1

„A mathematician is
a machine for turning
coffee into theorems.“

Die Frage „Was ist Mathematik?“
lässt sich jedoch nicht so einfach
und prägnant beantworten. Selbst
unter Mathematikern existieren
die verschiedensten Auffassungen darüber, wie diese Frage
zu beantworten sei. Die Mathematik ist jedenfalls eine
der ältesten Wissenschaften der Welt. Sie entstand aus der
Untersuchung von geometrischen Formen und Figuren
sowie dem Messen und dem Rechnen mit Zahlen. Die
Geschichte der Mathematik reicht bis ca. 3000 Jahre v. Chr.
zu den alten Ägyptern und Babyloniern zurück, wobei der
Begriff „Mathematik“ seinen Ursprung im griechischen
Wort „mathema“, der ursprünglichen Bezeichnung für
Wissenschaft überhaupt, hat.

Aufgrund ihrer umfassenden Bedeutung und Anwendbarkeit
gibt es bis heute keine allgemein anerkannte Definition da-
für, was unter dem Begriff „Mathematik“ genau zu verste-
hen ist. Selbst die Frage, ob die Mathematik zu der Wissen-
schaftskategorie der Naturwissenschaften oder doch eher zu
den Geisteswissenschaften zu zählen ist, wird seit langer Zeit
kontrovers diskutiert. Für einige überwiegt bei ihrer Einord-
nung vor allem der Aspekt, dass viele mathematische Fra-
gestellungen und Begriffe durch natur- und ingenieurwissen-
schaftliche Problemstellungen motiviert sind, während sich
andere bei ihrer Einordnung mehr von der Tatsache leiten las-
sen, dass die Mathematik starke methodische und inhaltli-
che Gemeinsamkeiten zur Philosophie aufweist. Wieder an-
dere kategorisieren die Mathematik – neben weiteren Diszi-
plinen wie z. B. der Informatik und der reinen Linguistik – als
Struktur- bzw. Formalwissenschaft. Sie betonen damit den
Aspekt, dass sich die Mathematik mit der Analyse von for-
malen Systemen beschäftigt und nicht mit der Untersuchung
vorgefundener Gegebenheiten, wie es in der real- oder er-

1 Einige Quellen ordnen dieses Zitat auch dem ungarischen
Mathematiker Alfréd Rényi (1921–1970) zu, der ein kaffeeab-
hängiger Kollege von Erdös war.

fahrungswissenschaftlichen Forschung der Fall ist. Der US-
amerikanische Mathematiker Norbert Wiener (1894–1964)
war dagegen einer ganz anderen Auffassung und sagte:

„Mathematics is an experimental science. It matters
little that the mathematician experiments with pencil
and paper while the chemist uses testtube and retort,
or the biologist stains and the microscope. The only
great point of divergence between mathematics and the
other sciences lies in the circumstance that experience
only whispers ‘yes’ or ‘no’ in reply to our questions,
while logic shouts.“

N. Wiener

Unabhängig von dieser Kontro-
verse wird jedoch die Mathematik
heute üblicherweise als eine Wis-
senschaft beschrieben, die ab-
strakte Strukturen und Objekte
bezüglich ihrer Eigenschaften und
Muster untersucht. Dabei wird
oftmals auch zwischen reiner
und angewandter Mathematik
unterschieden, wobei die Grenze zwischen diesen beiden
Teilgebieten durchaus fließend ist. Während die reine
Mathematik durch abstrakte Konzepte ohne jeglichen
Bezug zu außermathematischen Anwendungen geprägt
ist, hat sich die angewandte Mathematik den Einsatz
und die Entwicklung mathematischer Methoden zur Lö-
sung von Problemen aus der Physik, Chemie, Biologie,
Medizin, Wirtschaft, Informatik, Technik usw. zum Ziel
gesetzt. Zur angewandten Mathematik zählen z. B. die Be-
reiche numerische Mathematik, Ingenieurmathematik,
mathematische Physik, Technomathematik, mathematische
Psychologie, Graphentheorie, Kryptologie usw.

Andere Bereiche der angewandten Mathematik, die einen
sehr starken Anwendungsbezug speziell zu den Wirtschafts-
wissenschaften besitzen, sind z. B. Wahrscheinlichkeitstheo-
rie, Statistik, Finanzmathematik, Versicherungsmathematik,
Spiel- und Entscheidungstheorie, Ökonometrie, Optimie-
rungstheorie oder Operations Research.

Das Ziel dieses Lehrbuches ist es, den Lesern die Grund-
lagen aus den mathematischen Teilgebieten Algebra (insbe-
sondere lineare Algebra) und Analysis zu vermitteln, die für
das Erlernen der Konzepte, Methoden und Modelle in die-
sen für die modernen Wirtschaftswissenschaften wichtigen
Bereichen der angewandten Mathematik benötigt werden.
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Kapitel 11.2 Axiom, Definition und mathematischer Satz

1.2 Axiom, Definition und
mathematischer Satz

Wie in Abschnitt 1.1 bereits erläutert wurde, ist die Mathe-
matik durch die Untersuchung von abstrakten Strukturen und
Objekten bezüglich ihrer Eigenschaften und Muster geprägt.
Um dabei zum einen Missverständnissen und Mehrdeutig-
keiten in der Formulierung von Definitionen und mathema-
tischen Resultaten vorzubeugen, und zum anderen die uni-
verselle Anwendbarkeit der mathematischen Konzepte und
Methoden zu gewährleisten, bedient man sich in der Mathe-
matik einer eigenen künstlichen Sprache.

Büste von Aristoteles

Diese Kunstsprache wird als
formale Logik bezeichnet. Das
Wort „Logik“ stammt aus dem
Altgriechischen und bedeutet so-
viel wie „denkende Kunst“ oder
„Vorgehensweise“. Die formale
Logik hat ihre Ursprünge bereits
in der Antike und wurde durch
Aristoteles (384–322 v. Chr.) zu
einem bis in die heutige Zeit
gültigen Stand entwickelt.

In der formalen Logik erfolgt
die Analyse und Konstruktion von Aussagen und logi-
schen Schlussfolgerungen nicht mit Hilfe einer natürlichen
Sprache, sondern auf Basis einer formalen, künstlichen
Sprache mit speziellen Symbolen und streng definierten
Schlussregeln. Dabei stehen ausschließlich formale Aspekte
im Vordergrund und die Analyse und Konstruktion von
Aussagen erfolgt unabhängig von ihrem konkreten Inhalt.
Kennzeichnend für die formale Logik ist auch, dass neue
Erkenntnisse ausschließlich innerhalb logisch abgeschlos-
sener und widerspruchsfreier Systeme gewonnen werden
und dass ihr Wahrheitsgehalt nur von logisch korrekten
Schlüssen abhängt.

H. Weyl

Ein Beispiel für solch ein forma-
les System ist die Aussagenlogik,
die Gegenstand von Abschnitt 1.3
ist. Die Bedeutung der Logik für
die gesamte Mathematik kommt
sehr gut durch das Zitat

„Logic is the hygiene the
mathematician practices
to keep his ideas healthy
and strong.“

des deutschen Mathematikers Hermann Weyl (1885–1955)
zum Ausdruck.

Axiomatische Theorien

Ein weiteres Charakteristikum für die mathematische Vorge-
hensweise ist, dass die Mathematik in Form von Theorien
präsentiert wird, die aus bestimmten Grundbegriffen gewis-
se Grundsachverhalte formulieren. Diese Grundsachverhalte,
die nicht bewiesen, sondern als wahr angesehen werden, hei-
ßen Axiome. Aus diesen Grundpostulaten (Axiomen) werden
dann weitere wahre Aussagen, die sogenannten (mathemati-
schen) Sätze, abgeleitet. Die Herleitung erfolgt dabei nach ge-
nau festgelegten Schlussregeln und wird als Beweis des Sat-
zes bezeichnet (siehe hierzu die Abschnitte 1.5 und 1.6).

Axiome bilden somit die Grundlage für die Entwicklung
einer mathematischen Theorie, die schließlich durch die Defi-
nition weiterer mathematischer Objekte und die logisch kor-
rekt hergeleiteten Eigenschaften dieser Objekte – in Form von
mathematischen Sätzen – entsteht. Aus diesem Grund wer-
den mathematische Theorien auch als axiomatische Theorien
bezeichnet. Die Wahl der Axiome, die einer mathematischen
Theorie zugrunde gelegt werden sollen, wird jedoch häufig
kontrovers diskutiert.

E. Zermelo

Ein Beispiel hierfür ist das 1904
von dem deutschen Mathematiker
Ernst Zermelo (1871–1953) for-
mulierte Auswahlaxiom. Verein-
facht besagt es, dass es zu je-
der Menge von nichtleeren Men-
gen eine Funktion gibt, die jeder
dieser Mengen ein Element der-
selben zuordnet, d. h. „auswählt“.
Während das Auswahlaxiom von
der überwiegenden Mehrheit der
Mathematiker akzeptiert wird, da es in vielen Zweigen der
Mathematik zu besonders bedeutenden und ästhetischen Er-
gebnissen führt, verzichten Anhänger der sogenannten kon-
struktivistischen Mathematik bewusst auf das Auswahlaxi-
om. Dieser Gruppe von Mathematikern steht eine ganze Rei-
he bedeutender mathematischer Sätze, zu deren Beweis das
Auswahlaxiom benötigt wird, nicht zur Verfügung.

Auf der anderen Seite werden jedoch auf diese Weise eini-
ge eigentümlich erscheinende Konsequenzen vermieden, die
sich ebenfalls mit Hilfe des Auswahlaxioms beweisen lassen.
Das bekannteste Beispiel hierfür ist sicherlich das nach den
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Kapitel 1 Aussagenlogik und mathematische Beweisführung

S. Banach

beiden polnischen Mathemati-
kern Stefan Banach (1892–1945)
und Alfred Tarski (1901–1983)
benannte Banach-Tarski-Para-
doxon. Vereinfacht besagt es,
dass eine Kugel in n ≥ 3 Di-
mensionen stets derart zerlegt
werden kann, dass sich ihre Teile
wieder zu zwei vollständigen
Kugeln zusammenfügen lassen,
von denen jede denselben Radius
besitzt wie die ursprüngliche
Kugel.

A. Tarski

Das heißt, das Volumen einer Ku-
gel kann alleine durch Zerlegen
der Kugel und anschließendes
Wiederzusammenfügen der ent-
stehenden Teile verdoppelt wer-
den, ohne dass dabei erklärt
werden kann, wie durch einen
solchen Vorgang Volumen aus
dem Nichts entstehen soll (vgl. Abbildung 1.1).

Abb. 1.1: Veranschaulichung des Banach-Tarski-Paradoxons

Unstrittig ist jedoch unter allen Mathematikern, dass die einer
mathematischen Theorie zugrunde gelegten Axiome sowohl
konsistent, d. h. widerspruchsfrei, als auch unabhängig, d. h.
nicht auseinander ableitbar, sein sollen.

Axiomensystem von Peano

G. Peano

Das Vorgehen bei der Entwick-
lung einer mathematischen auf
Axiomen basierender Theorie
lässt sich exemplarisch sehr gut
anhand der Defnition der Menge
N der natürlichen Zahlen nach-
vollziehen.

Im Folgenden wird deshalb das
sogenannte Axiomensystem von
Peano betrachet, welches 1889

vom italienischen Mathematiker Giuseppe Peano (1858–
1932) formuliert wurde und zur Definition der Menge N der
natürlichen Zahlen dient. Es besteht aus fünf Axiomen und
charakterisiert die Menge N der natürlichen Zahlen und ihre
Eigenschaften anhand des Begriffs des „Nachfolgers“:

Definition 1.1 (Axiomensystem von Peano)

(P1) 1 ist eine natürliche Zahl.

(P2) Jede natürliche Zahl n hat eine natürliche Zahl m
als Nachfolger.

(P3) 1 ist kein Nachfolger einer natürlichen Zahl.

(P4) Verschiedene natürliche Zahlen haben verschiede-
ne Nachfolger.

(P5) Enthält eine Menge A das Element 1 und mit jeder
natürlichen Zahl n auch deren Nachfolger, dann ist
die Menge der natürlichen Zahlen eine Teilmenge
von A.

Das Axiom (P1) stellt für sich allein genommen zunächst nur
sicher, dass es eine mit dem Symbol 1 („Eins“) bezeichnete
natürliche Zahl gibt. Bezeichnet ferner N(n) den Nachfol-
ger einer natürlichen Zahl n, dann wird durch die Axiome
(P2)–(P5) gewährleistet, dass man sukzessive und wider-
spruchsfrei durch die Definitionen

2 := N(1), 3 := N(2), 4 := N(3),
5 := N(4), 6 := N(5), . . .

unendlich viele weitere natürliche Zahlen erhält, die mit den
Symbolen 2, 3, . . . bezeichnet werden. Die auf diese Weise
resultierende Menge

N := {1, 2, 3, 4, 5, . . .} (1.1)

wird als Menge der natürlichen Zahlen bezeichnet. Das
Axiom (P5) heißt Induktionsaxiom, da auf ihm das Beweis-
prinzip der vollständigen Induktion beruht (siehe hierzu Ab-
schnitt 1.7).

Für die Menge der natürlichen Zahlen definiert man nun die
Addition durch

n+ 1 := N(n) und n+N(m) := N(n+m)
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für alle n und m aus N. Dies führt dann zu der Additions-
tabelle

1 + 1 = N(1) = 2

1 + 2 = 1 +N(1) = N(1 + 1) = N(2) = 3

1 + 3 = 1 +N(2) = N(1 + 2) = N(3) = 4

2 + 1 = N(2) = 3

2 + 2 = 2 +N(1) = N(2 + 1) = N(3) = 4

2 + 3 = 2 +N(2) = N(2 + 2) = N(4) = 5

3 + 1 = N(3) = 4

3 + 2 = 3 +N(1) = N(3 + 1) = N(4) = 5
...

Aufbauend auf der Addition wird für die Menge der natür-
lichen Zahlen die Multiplikation definiert durch

n · 1 := n und n ·N(m) := n+ n ·m
für alle n und m aus N. Aus der Definition n · 1 := n folgt,
dass 1 ein neutrales Element der Multiplikation ist. Durch
die Konvention, dass die Multiplikation stets vor der Addition
ausgeführt wird, ergibt sich folgende Multiplikationstabelle

1 · 1 = 1

1 · 2 = 1 ·N(1) = 1 + 1 · 1 = 1 + 1 = 2

1 · 3 = 1 ·N(2) = 1 + 1 · 2 = 1 + 2 = 3

2 · 1 = 2

2 · 2 = 2 ·N(1) = 2 + 2 · 1 = 2 + 2 = 4

2 · 3 = 2 ·N(2) = 2 + 2 · 2 = 2 + 4 = 6

3 · 1 = 3

3 · 2 = 3 ·N(1) = 3 + 3 · 1 = 3 + 3 = 6
...

Anschließend lassen sich für die Addition und die Multipli-
kation mit Hilfe des Axioms (P5) und der Konvention, dass
die Multiplikation stets vor der Addition ausgeführt wird, die
folgenden grundlegenden Rechengesetze beweisen. Es gelten
für beliebige natürliche Zahlen l, m, n:

a) Assoziativgesetze:

l+ (m+ n) = (l+m)+ n und l · (m · n) = (l ·m) · n
b) Kommutativgesetze:

m+ n = n+m und m · n = n ·m
c) Distributivgesetz:

l · (m+ n) = l ·m+ l · n

Aus den beiden Assoziativgesetzen lässt sich schließen,
dass beliebige (mehrfache) Summen und Produkte stets
ohne Klammern geschrieben werden können. Die Kommu-
tativgesetze besagen darüber hinaus, dass es bei beliebigen
(mehrfachen) Summen und Produkten grundsätzlich nicht
auf die Reihenfolge der Summanden bzw. Faktoren an-
kommt.

An diesem Beispiel einer Einführung der Menge N der
natürlichen Zahlen ist ersichtlich, wie in der Mathematik
ausgehend von Axiomen und logischen Schlüssen neue
mathematische Aussagen hergeleitet und durch die Definition
zusätzlicher mathematischer Objekte und mit erneuten logi-
schen Schlüssen weitere mathematische Aussagen gewonnen
werden.

Diese grundsätzliche Vorgehensweise beim Aufbau mathe-
matischer Theorien ist auch in diesem Lehrbuch immer wie-
der sichtbar. Denn ausgehend von Axiomen und/oder De-
finitionen für grundlegende mathematische Objekte werden
immer wieder Aussagen über die wichtigsten Eigenschaften
eines mathematischen Objekts in Form eines mathematischen
Satzes formuliert. Anschließend erfolgt der Beweis des Sat-
zes oder es wird ein Hinweis gegeben, wie der Beweis ge-
führt werden kann. In manchen Fällen wird auch eine Lite-
raturquelle angegeben, in welcher der Beweis zu finden ist.
Ferner werden bei der Definition neuer mathematischer Ob-
jekte häufig die Symbole „:=“ oder „:⇔“ verwendet. Diese
Symbole drücken aus, dass das mathematische Objekt auf der
linken Seite durch den Ausdruck auf der rechten Seite defi-
niert wird.

1.3 Aussagenlogik

Die Aussagenlogik ist der Bereich der formalen Logik, der
sich mit Aussagen und deren Verknüpfung durch logische
Operatoren, die sogenannten Junktoren, befasst. Ausgehend
von sogenannten Elementaraussagen, denen einer der beiden
Wahrheitswerte „wahr“ oder „falsch“ zugeordnet ist, werden
mit Hilfe von Junktoren zusammengesetzte Aussagen gebil-
det und deren Wahrheitswert – ohne zusätzliche Informatio-
nen – aus den Wahrheitswerten der Elementaraussagen ab-
geleitet. Die Aussagenlogik bildet damit auch die Grundla-
ge für die anderen Teilgebiete der formalen Logik und damit
insbesondere auch die Basis für die mathematische Beweis-
führung, die Gegenstand von Abschnitt 1.6 ist.
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Aussagen

Der Begriff der Aussage ist für die Aussagenlogik von zen-
traler Bedeutung:

Definition 1.2 (Aussage)

Eine Aussage A ist ein Satz, der entweder wahr (kurz: w)
oder falsch (kurz: f ) ist.

Anstelle vonw bzw. f wird für den Wahrheitswert einer Aus-
sage oftmals auch 1 bzw. 0 geschrieben. Die Definition 1.2
beinhaltet die beiden folgenden wichtigen Aspekte:

1) Eine Aussage kann nur den Wahrheitswert w oder f be-
sitzen. Für eine Aussage ist kein weiterer Wahrheitswert
zugelassen (Prinzip der Zweiwertigkeit).

2) Eine Aussage kann nicht sowohl den Wahrheitswert w
als auch den Wahrheitswert f haben (Prinzip vom aus-
geschlossenen Widerspruch).

Eine Aussage ist somit formal ein grammatikalisch korrek-
ter Satz, der entweder wahr oder falsch ist. Zum Beispiel ist
der Satz „Die Zahl 13 ist eine Primzahl“ eine wahre Aus-
sage, während der Satz „Alle Zahlen sind ohne Rest durch
2 teilbar“ offensichtlich eine falsche Aussage darstellt. Der
Wahrheitswert der Aussage „Morgen ist Freitag“ hängt da-
gegen davon ab, ob diese Feststellung an einem Donnerstag
getroffen wurde oder nicht.

Karikatur von
A.-M. Legendre

Bei einer Aussage ist es aber
auch durchaus möglich, dass man
zum gegenwärtigen Zeitpunkt
noch nicht sagen kann, welchen
Wahrheitswert sie besitzt. Dies
ist z. B. bei ungelösten mathe-
matischen Problemen der Fall.
Die nach dem französischen
Mathematiker Adrien-Marie
Legendre (1752–1833) benannte
Legendresche Vermutung

„Zwischen n2 und (n+ 1)2

liegt für eine natürliche
Zahl n stets mindestens
eine Primzahl“

ist ein bekanntes Beispiel für solch eine Aussage.

Zum Beispiel liegen zwischen 1 und 4 die Primzahlen 2 und
3, zwischen 4 und 9 die Primzahlen 5 und 7, usw. Einerseits
hat noch kein Mensch eine natürliche Zahl n entdeckt, für die
zwischen n2 und (n+ 1)2 keine Primzahl liegt; andererseits
hat auch noch nie jemand beweisen können, dass die Aussage
für alle natürlichen Zahlen n wahr ist.

Noch berühmter als die Legendresche Vermutung ist die nach
dem deutschen Mathematiker und Diplomaten Christian
Goldbach (1690–1764) benannte Goldbachsche Vermutung

„Jede gerade Zahl n größer als 2 kann als Summe
zweier Primzahlen p und q geschrieben werden.“

C. Goldbach

Goldbach formulierte diese Ver-
mutung am 7. Juni 1742 in
einem Brief an den schweizer
Mathematiker Leonhard Euler
(1707–1783). Mittlerweile gehört
die Goldbachsche Vermutung zu
den ältesten und bedeutendsten
ungelösten mathematischen Pro-
blemen, und dies trotz der Tat-
sache, dass im Jahre 2000 ein
britischer Verlag ein Preisgeld von einer Million Dollar auf
den Beweis dieser Vermutung aussetzte. Im November 2011
wurde ihre Gültigkeit für alle Zahlen bis 26 · 1017 explizit
nachgewiesen. Dies ist aber natürlich kein Beweis dafür,
dass die Goldbachsche Vermutung für jede beliebig große
gerade Zahl gültig ist.

Brief von Goldbach
an Euler

Die beiden Feststellungen von Le-
gendre und Goldbach haben so-
mit gemeinsam, dass sie entwe-
der wahr oder falsch sind, auch
wenn die größten Mathematiker
der letzten 250 Jahre nicht in der
Lage waren, diese Vermutungen
zu verifizieren oder zu widerle-
gen. Einer Person, der es gelingen
sollte, eine dieser beiden Vermu-
tungen zu beweisen oder zu wi-
derlegen, wäre mit einem Schlag berühmt und würde sicher-
lich zahlreiche Angebote für Vorträge und Professuren an re-
nommierten Universitäten erhalten.

Üblicherweise werden Aussagen mit lateinischen Großbuch-
staben aus dem vorderen Teil des Alphabets, also A, B, C
usw., bezeichnet. Für eine wahre Aussage A sagt man auch:

„A gilt“, „A ist richtig“ oder „A ist erfüllt“
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Entsprechend sagt man für eine falsche Aussage A auch:

„A gilt nicht“, „A ist nicht richtig“ oder „A ist nicht erfüllt“

Durch Hinzufügen des Wortes „nicht“ kann also eine Aussage
stets negiert, d. h. verneint werden.

Aufgrund der Gültigkeit des Prinzips der Zweiwertigkeit
spricht man auch von zweiwertiger Logik. Im Gegensatz hier-
zu kann in der mehrwertigen Logik und in der Fuzzy-Logik
eine Aussage mehr als zwei Wahrheitswerte annehmen. Ein
Blick in verschiedene Mathematikbücher zeigt, dass das Prin-
zip der Zweiwertigkeit oft mit dem auch innerhalb mehrwer-
tiger Logiken gültigen Prinzip des ausgeschlossenen Dritten
verwechselt wird. Das Prinzip des ausgeschlossenen Dritten
besagt, dass für eine beliebige Aussage mindestens die Aus-
sage selbst oder ihr Gegenteil gelten muss. Eine dritte Mög-
lichkeit, die weder die Aussage ist, noch ihr Gegenteil, son-
dern eine Aussage irgendwo dazwischen, kann es nicht ge-
ben.

Beispiel 1.3 (Aussagen)

a) A= „Alle Studierenden lieben das Fach Mathe-
matik.“

b) B = „Die Zahl 9 ist ohne Rest durch 3 teilbar.“

c) C = „Der HSV wird nächster Deutscher Fußball-
meister.“

d) D = „In Hamburg scheint jeden Tag die Sonne.“

e) E = „Der gegenwärtige König von Deutschland ist
kahl.“

Die Aussagen A und D sind (leider) falsch, während die
Aussage B wahr ist. Ob jedoch die Aussage C wahr ist,
kann derzeit nicht entschieden werden. Denn dies wird
sich erst am Ende der laufenden Fußballsaison zeigen. Bei
E handelt es sich hingegen um keine Aussage, da die Fest-
stellung E gegen das Prinzip vom ausgeschlossenen Wi-
derspruch verstößt (siehe hierzu Beispiel 1.5b)).

Durch Verknüpfung von Elementaraussagen durch logische
Operatoren, die sogenannten Junktoren (von lat. iungere
„verknüpfen“, „verbinden“), können kompliziertere Aussa-
gen gebildet werden. Dabei wird durch eine sogenannte
Wahrheitstafel festgelegt, in welcher Weise der Wahrheits-
wert der zusammengesetzten Aussage durch die Wahrheits-
werte der Elementaraussagen bestimmt ist (Prinzip der Ex-
tensionalität).

In der klassischen Aussagenlogik sind die fünf Junktoren Ne-
gation, Konjunktion, Disjunktion, Implikation und Äquiva-
lenz am gebräuchlichsten.

Negationen

Die Negation einer Aussage bezieht sich im Gegensatz zu den
anderen vier Junktoren nur auf eine einzelne Aussage. Den-
noch wird auch die Negation als eine Verknüpfung von Aus-
sagen bezeichnet.

Definition 1.4 (Negation)

Die Negation ¬A der Aussage A (gelesen: „nicht A“) ist
die Verneinung dieser AussageA. Das heißt, ¬A ist wahr,
wenn A falsch ist, und ¬A ist falsch, wenn A wahr ist.
Die Negation ¬A ist festgelegt durch die Wahrheitstafel:

A w f

¬A f w

Neben ¬A ist auch A eine verbreitete Schreibweise für die
Negation einer Aussage.

Beispiel 1.5 (Negierte Aussagen)

a) Die Aussage A = „Die Zahl 8 ist ohne Rest durch
3 teilbar“ besitzt die Negation ¬A = „Die Zahl 8 ist
nicht ohne Rest durch 3 teilbar“ und entsprechend ist
die Negation der Aussage B = „Die Zahl 9 ist ohne
Rest durch 3 teilbar“ durch ¬B = „Die Zahl 9 ist
nicht ohne Rest durch 3 teilbar“ gegeben.

b) Die Feststellung E = „Der gegenwärtige König von
Deutschland ist kahl“ verstößt gegen das Prinzip vom
ausgeschlossenen Widerspruch und ist damit keine
Aussage. Denn die FeststellungE ist falsch, da es ge-
genwärtig keinen König von Deutschland gibt. Aus
demselben Grund ist auch die Negation ¬E = „Der
gegenwärtige König von Deutschland ist nicht kahl“
falsch. Aus der Definition 1.4 und dem Gesetz der
doppelten Verneinung (siehe den weiter unten fol-
genden Satz 1.17b)) folgt, dass die Feststellung E
auch richtig ist. Das heißt die Feststellung E besitzt
im Gegensatz zu einer Aussage sowohl den Wahr-
heitswert w als auch den Wahrheitswert f .
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c) Die Negation der Aussage A = „Alle Studierenden
mögen das Fach Mathematik“ ist ¬A = „Es gibt min-
destens einen Studierenden, der das Fach Mathema-
tik nicht mag.“ Hierbei ist zu beachten, dass die Aus-
sage „Kein Studierender liebt das Fach Mathematik“
nicht die Negation von A ist.

Konjunktionen

Die Konjunktion zweier Aussagen A und B entspricht dem
umgangssprachlichen Wort „und“ und ist wie folgt definiert:

Definition 1.6 (Konjunktion)

Die Konjunktion A ∧ B der beiden Aussagen A und B
(gelesen: „A und B“) ist die aus den Aussagen A und
B zusammengesetzte Aussage, die genau dann wahr ist,
wenn sowohl die AussageA als auch die Aussage B wahr
ist. Ansonsten ist die Konjunktion A∧B falsch. Die Kon-
junktion A ∧ B ist festgelegt durch die Wahrheitstafel:

A w w f f

B w f w f

A ∧ B w f f f

Eine KonjunktionA∧B mit dem Wahrheitswertw entspricht
somit einem „Es ist sowohl A als auch B wahr“. Eine Kon-
junktion ist falsch, wenn mindestens eine der beiden Aussa-
gen A und B falsch ist.

Die Wahrheitstafeln der beiden Konjunktionen A ∧ B und
B ∧ A sind offensichtlich identisch.

Beispiel 1.7 (Konjunktionen)

Gegeben seien die beiden Aussagen A = „Die Bank 1
verkauft die Anleihe X“ und B = „Die Bank 1 verkauft
die Anleihe Y “. Dann gilt:

a) A∧B = „Die Bank 1 verkauft die Anleihen X und
Y .“

b) ¬A ∧ B = „Die Bank 1 verkauft nicht die Anleihe
X, aber die Anleihe Y .“

c) ¬A∧¬B = „Die Bank 1 verkauft weder die Anleihe
X noch die Anleihe Y .“

Dabei wurde in Beispiel 1.7b) und c) stillschweigend die
Konvention verwendet, dass die Negation vor der Konjunk-
tion ausgeführt wird.

Disjunktionen

Die Disjunktion zweier Aussagen A und B entspricht dem
umgangssprachlichen Wort „oder“ und ist wie folgt definiert:

Definition 1.8 (Disjunktion)

Die DisjunktionA∨B der beiden AussagenA und B (ge-
lesen: „A oder B“) ist die aus den Aussagen A und B zu-
sammengesetzte Aussage, die genau dann wahr ist, wenn
mindestens eine der beiden Aussagen A oder B wahr ist.
Ansonsten ist die Disjunktion A∨B falsch. Die Disjunk-
tion A ∨ B ist festgelegt durch die Wahrheitstafel:

A w w f f

B w f w f

A ∨ B w w w f

Eine Disjunktion A∨B mit dem Wahrheitswert w entspricht
einem nicht ausschließenden „oder“ im Sinne von „Es ist A
und/oderB wahr“. Eine Disjunktion ist somit nur dann falsch,
wenn beide Aussagen A und B falsch sind. Das ausschlie-
ßende „oder“ im Sinne von „Es ist entweder A oder B wahr“
wird durch die zusammengesetzte Aussage

(A ∧ ¬B) ∨ (¬A ∧ B)

ausgedrückt. Denn diese Aussage ist nur wahr, wenn A wahr
und B falsch ist, oder wenn umgekehrt A falsch und B wahr
ist. Dabei wurde stillschweigend die Konvention verwendet,
dass die Negation vor der Konjunktion und der Disjunktion
ausgeführt wird.

Die Symbole ∨ und ∧ für Disjunktion bzw. Konjunktion kön-
nen leicht dadurch unterschieden werden, dass das lateini-
sche Wort „vel“ für das nicht ausschließende „oder“ mit dem
Buchstaben „v“ anfängt.

Die Wahrheitstafeln der beiden Disjunktionen A ∨ B und
B ∨ A sind offensichtlich identisch.
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Beispiel 1.9 (Disjunktionen)

Durch A und B seien wieder die beiden Aussagen aus
Beispiel 1.7 gegeben. Dann gilt:

a) A ∨ B = „Die Bank 1 verkauft die Anleihe X
und/oder die Anleihe Y .“

b) ¬A ∨ ¬B = „Die Bank 1 verkauft höchstens eine
der beiden Anleihen X und Y .“

In Beispiel 1.9b) wurde stillschweigend die Konvention ver-
wendet, dass die Negation vor der Disjunktion ausgeführt
wird.

Implikationen

Die Implikation A ⇒ B ist die am wenigsten intuitive logi-
sche Operation. Sie ist wie folgt definiert:

Definition 1.10 (Implikation)

Die Implikation A ⇒ B (gelesen: „wenn A, dann B“)
ist die aus den beiden Aussagen A und B zusammenge-
setzte Aussage, die genau dann falsch ist, wenn A wahr
und B falsch ist. Sonst ist A ⇒ B wahr. Die Implikation
ist festgelegt durch die Wahrheitstafel:

A w w f f

B w f w f

A ⇒ B w f w w

Die Aussage A wird dabei Voraussetzung oder Prämisse
genannt und die Aussage B heißt Schlussfolgerung oder
Konklusion.

Anstelle von Implikation spricht man bei A ⇒ B auch von
einer logischen Folgerung. Eine Implikation A ⇒ B ist bis
auf den Fall einer wahren Voraussetzung A in Verbindung
mit einer falschen Schlussfolgerung B stets wahr. Das heißt
insbesondere, dass eine Implikation A ⇒ B, deren Vor-
aussetzung A falsch ist, unabhängig vom Wahrheitswert der
Schlussfolgerung B stets wahr ist. Somit kann man aus etwas
Falschem alles folgern. Es existiert folglich ein großer Unter-
schied zwischen einer Implikation und der gängigen Vorstel-
lung von einer „logischen Folgerung“, die man automatisch
mit einer wahren Prämisse verbindet. Ist jedoch die Prämis-
se A wahr, dann hängt der Wahrheitsgehalt der Implikation

A ⇒ B ausschließlich vom Wahrheitsgehalt der Aussage B
ab: Ist B wahr, dann auch A ⇒ B. Ist B falsch, so auch
A ⇒ B.

Neben „wenn A, dann B“ sind für A ⇒ B auch die Sprech-
weisen „aus A folgt B“, „A impliziert B“, „A ist hinreichend
für B“ und „B ist notwendig für A“ üblich. Für die Negation
der ImplikationA ⇒ B schreibt man anstelle von ¬(A ⇒ B)

häufig auch A� B.

In Beispiel 1.14a) wird gezeigt, dass die Implikation A ⇒ B

genau der Aussage

¬B ⇒ ¬A
entspricht. Dieser Zusammenhang bildet die Grundlage so-
genannter indirekter Beweise (Kontrapositionen), die bei der
mathematischen Beweisführung eine wichtige Rolle spielen
(siehe Abschnitt 1.6).

Beispiel 1.11 (Implikationen)

a) DurchA undB seien wieder die beiden Aussagen aus
Beispiel 1.7 gegeben. Dann gilt: A ⇒ B = „Wenn
die Bank 1 die Anleihe X verkauft, dann verkauft
sie auch die Anleihe Y “ und A ⇒ ¬B = „Wenn
die Bank 1 die AnleiheX verkauft, dann verkauft sie
nicht die Anleihe Y “.

b) Gegeben seien die beiden Aussagen A = „An mei-
nem Standort regnet es in diesem Moment“ und
B = „An meinem Standort ist die Straße in die-
sem Moment nass“. Dann ist die Aussage A ⇒ B

wahr.

c) Gegeben seien die beiden AussagenA = „Die Zahl 3
teilt die Zahl n ohne Rest“ und B = „Die Zahl 9 teilt
die Zahl n ohne Rest“. Dann ist die Aussage B ⇒ A

stets wahr. Denn der Fall, dass die Prämisse B wahr
und die SchlussfolgerungA falsch ist, kann nicht ein-
treten, da es keine Zahl n gibt, die ohne Rest durch
9, aber nicht ohne Rest durch 3 teilbar ist.

d) Gegeben seien die Aussagen A = „Der Unterneh-
mensgewinn ist gleich dem Umsatz abzüglich der
Kosten“,B = „Die Kosten wachsen“,C = „Der Um-
satz wächst“ und D = „Der Gewinn wächst“. Wird
nun angenommen, dass A eine wahre Aussage ist,
dann ist auch die Implikation C ∧ (¬B) ⇒ D =
„Wenn der Umsatz wächst und die Kosten nicht stei-
gen, dann wächst der Gewinn“ eine wahre Aussage.
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Dabei wurde in Beispiel 1.11a) stillschweigend die Konven-
tion verwendet, dass die Negation vor der Implikation aus-
geführt wird.

Äquivalenzen

Die Äquivalenz A ⇔ B ist wie folgt definiert:

Definition 1.12 (Äquivalenz)

Die Äquivalenz A ⇔ B (gelesen: „A ist äquivalent zu
B“) ist die aus den beiden Aussagen A und B zusammen-
gesetzte Aussage, die genau dann wahr ist, wenn sowohl
die AussageA als auch die AussageB wahr ist, oder aber,
wenn sowohl Aussage A als auch Aussage B falsch ist.
Sonst ist A ⇔ B falsch. Die Äquivalenz A ⇔ B ist fest-
gelegt durch die Wahrheitstafel:

A w w f f

B w f w f

A ⇔ B w f f w

Eine Äquivalenz A ⇔ B ist somit genau dann wahr, wenn
die beiden Aussagen A und B den gleichen Wahrheitswert
besitzen, und zwar unabhängig davon, ob dieser Wahrheits-
wert w oder f ist.

In Beispiel 1.14b) wird gezeigt, dass die Äquivalenz A ⇔ B

genau der Aussage (A ⇒ B)∧ (B ⇒ A) enspricht, d. h. die
Äquivalenz

(A ⇔ B) ⇐⇒ (
(A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)

)
(1.2)

wahr ist. Dabei wird in (1.2) die Konvention verwendet, dass
die beiden Aussagen in Klammern auf der rechten Seite von
(1.2) vor der Konjunktion ∧ ausgeführt werden. Somit ist bei
einer wahren Äquivalenz A ⇔ B die Aussage A eine hinrei-
chende Bedingung für B und die Aussage B ist eine hinrei-
chende Bedingung für A. Dieser Zusammenhang ist bei der
mathematischen Beweisführung sehr hilfreich (siehe hierzu
die Abschnitte 1.5 und 1.6).

Bei einer wahren ÄquivalenzA ⇔ B sagt man, dass die Aus-
sagen A und B logisch äquivalent sind. Neben „A ist äqui-
valent zu B“ sind für A ⇔ B auch die Sprechweisen „A ist
gleichwertig zu B“, „A genau dann, wenn B“, „A dann und
nur dann, wenn B“ und „A ist notwendig und hinreichend
für B“ gebräuchlich.

Für die Negation der Äquivalenz A ⇔ B schreibt man an-
stelle von ¬(A ⇔ B) häufig auch A� B.

Beispiel 1.13 (Äquivalenzen)

a) Durch A und B seien wieder die beiden Aussagen
aus Beispiel 1.7 gegeben. Dann gilt: A ⇔ B = „Die
Bank 1 verkauft die AnleiheX genau dann, wenn sie
auch die Anleihe Y verkauft“ und A ⇔ ¬B = „Die
Bank 1 verkauft die AnleiheX genau dann, wenn sie
die Anleihe Y nicht verkauft“.

b) Gegeben seien die Aussagen A = „Die Zahl n ist oh-
ne Rest durch die Zahl 6 teilbar“ undB = „Die Zahl n
ist ohne Rest durch die Zahlen 2 und 3 teilbar“. Dann
ist die Äquivalenz A ⇔ B eine wahre Aussage.

c) Gegeben seien die beiden Aussagen A = „Heute ist
Dienstag“ und B = „Morgen ist Mittwoch“. Dann ist
die Äquivalenz A ⇔ B stets eine wahre Aussage,
und zwar unabhängig davon, ob die Aussage A wahr
oder falsch ist.

d) Gegeben seien die beiden Aussagen A = „Das Ver-
sicherungsunternehmen X hat einen Marktanteil von
20%“ und B = „Die Konkurrenz des Versicherungs-
unternehmens X hat zusammen einen Marktanteil
von 80%“. Dann ist A ⇔ B stets eine wahre Aussa-
ge, und zwar unabhängig davon, ob die Aussage A
wahr oder falsch ist.

In Beispiel 1.13a) wurde stillschweigend die Konvention ver-
wendet, dass die Negation vor der Äquivalenz ausgeführt
wird.

In diesem Abschnitt wurden mit der Negation, Konjunkti-
on, Disjunktion, Implikation und der Äquivalenz die fünf ge-
bräuchlichsten Junktoren eingeführt. Dabei ist festzuhalten,
dass einige dieser Junktoren redundant sind. Denn man kann
zeigen, dass bereits zwei Junktoren ausreichend sind, wobei
einer davon die Negation sein muss. Die anderen drei Junkto-
ren können dann durch diese beiden Junktoren ausgedrückt
werden. Zusammengesetzte Aussagen werden dann jedoch
schnell sehr unübersichtlich und kompliziert, weshalb sich
die Verwendung aller fünf Junktoren durchgesetzt hat.

Das folgende Beispiel 1.14 zeigt, wie mit Hilfe dieser Junkto-
ren problemlos auch mehr als zwei Aussagen zu neuen Aus-
sagen verknüpft und deren Wahrheitswerte ermittelt werden
können. Dabei ist die Reihenfolge, in welcher die einzel-
nen Teilaussagen ausgewertet werden, analog zur Arithme-
tik mit Hilfe von Klammern eindeutig festgelegt. Darüber
hinaus werden zur Minimierung der dazu benötigten Anzahl
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von Klammern üblicherweise die in Tabelle 1.1 angegebenen
Konventionen bzgl. der Priorität der verschiedenen Junktoren
getroffen.

Priorität Junktor

hoch Negation

mittel Konjunktion, Disjunktion

gering Implikation, Äquivalenz

Tabelle 1.1: Konventionen bzgl. der Priorität der verschiedenen
Junktoren (logische Operatoren)

Beispiel 1.14 (Äquivalenzen)

a) Die Aussagen A ⇒ B und ¬B ⇒ ¬A sind logisch
äquivalent. Das heißt, es gilt

(A ⇒ B) ⇐⇒ (¬B ⇒ ¬A). (1.3)

Dies ist aus der folgenden Wahrheitstafel ersichtlich:

A w w f f

B w f w f

A ⇒ B w f w w

¬B f w f w

¬A f f w w

¬B ⇒ ¬A w f w w

Es ist zu erkennen, dass die beiden Teilaussagen
A ⇒ B und ¬B ⇒ ¬A unabhängig von den Wahr-
heitswerten der Elementaraussagen A und B stets
denselben Wahrheitswert besitzen.

b) Die Aussagen A ⇔ B und (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)

sind ebenfalls logisch äquivalent. Das heißt, es gilt

(A ⇔ B) ⇐⇒ ((A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)) . (1.4)

Denn mit einer Wahrheitstafel erhält man:

A w w f f

B w f w f

A ⇔ B w f f w

A ⇒ B w f w w

B ⇒ A w w f w

(A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A) w f f w

Das heißt, die beiden Teilaussagen A ⇔ B und
(A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A) besitzen unabhängig von
den Wahrheitswerten der Elementaraussagen A und
B stets denselben Wahrheitswert.

c) Die Aussagen A ⇒ B und (¬A) ∨ B sind logisch
äquivalent. Das heißt, es gilt

(A ⇒ B) ⇐⇒((¬A) ∨ B). (1.5)

Dies ist aus der folgenden Wahrheitstafel ersichtlich:

A w w f f

B w f w f

A ⇒ B w f w w

¬A f f w w

(¬A) ∨ B w f w w

Auch hier gilt, dass die beiden Teilaussagen A ⇒ B

und (¬A) ∨ B unabhängig von den Wahrheitswer-
ten der Elementaraussagen A und B stets denselben
Wahrheitswert besitzen.

d) Aus der folgenden Wahrheitstafel ist ersichtlich, dass
auch die Aussagen ¬(A∧B) und (¬A)∨ (¬B) lo-
gisch äquivalent sind und somit

(¬(A ∧ B)) ⇐⇒((¬A) ∨ (¬B)) (1.6)

gilt. Dies zeigt die folgende Wahrheitstafel:

A w w f f

B w f w f

A ∧ B w f f f

¬(A ∧ B) f w w w

¬A f f w w

¬B f w f w

(¬A) ∨ (¬B) f w w w

e) Zu guter Letzt erhält man, dass auch die Aussagen
¬(A∨B) und (¬A)∧ (¬B) logisch äquivalent sind
und damit

(¬(A ∨ B)) ⇐⇒((¬A) ∧ (¬B)) (1.7)

gilt. Denn man erhält die folgende Wahrheitstafel:

A w w f f

B w f w f

A ∨ B w w w f

¬(A ∨ B) f f f w

¬A f f w w

¬B f w f w

(¬A) ∧ (¬B) f f f w
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Tautologien und Kontradiktionen

Bei den zusammengesetzten Aussagen (1.3)–(1.7) handelt es
sich somit um sogenannte Tautologien, d. h. Aussagen, die
stets wahr sind. Ist das Gegenteil der Fall, d. h. ist eine Aus-
sage stets falsch, dann spricht man von einer Kontradiktion:

Definition 1.15 (Tautologie, Kontradiktion und
Kontingenz)

Eine (zusammengesetzte) Aussage heißt Tautologie oder
Identität, wenn sie stets wahr ist. Im Gegensatz dazu
wird eine Aussage als Kontradiktion oder Widerspruch
bezeichnet, wenn sie stets falsch ist. Eine Aussage, die
weder eine Tautologie, noch eine Kontradiktion ist, heißt
Kontingenz oder Neutralität.

Offensichtlich ist eine Aussage A genau dann eine Tautolo-
gie, wenn ihre Verneinung ¬A eine Kontradiktion ist. Um-
gekehrt ist eine Aussage A genau dann eine Kontradiktion,
wenn ihre Verneinung ¬A eine Tautologie ist.

Umgangssprachliche
Tautologie

Eine aus Teilaussagen zusammen-
gesetzte AussageA ist eine Tauto-
logie, wenn ihr Wahrheitswert un-
abhängig von den Wahrheitswer-
ten der Teilaussagen stets w ist.
Ist A dagegen eine Kontradiktion,
dann ist der Wahrheitswert von A
unabhängig von den Wahrheits-
werten der Teilaussagen stets f . Der Wahrheitswert einer
Kontingenz A ist dagegen abhängig von den Wahrheitswer-
ten der Teilaussagen und kann w oder f sein.

Zu beachten ist, dass umgangssprachlich Aussagen der Form
„weißer Schimmel“, „schwarzer Rappe“, „unverheirateter
Junggeselle“, „tote Leiche“ usw. ebenfalls als Tautologien be-
zeichnet werden.

Eine Aussage heißt erfüllbar, wenn sie wahr werden kann,
d. h. wenn sie keine Kontradiktion ist. Eine Aussage ist da-
mit genau dann eine Tautologie, wenn ihre Verneinung nicht
erfüllbar ist.

Beispiel 1.16 (Tautologien und Kontradiktionen)

a) Die Aussage A∨ (¬A) ist eine Tautologie. Dies ist
aus der folgenden Wahrheitstafel ersichtlich:

A w w f f

¬A f f w w

A ∨ (¬A) w w w w

Es ist zu erkennen, dass die Aussage A∨ (¬A) un-
abhängig vom Wahrheitswert der Elementaraussage
A stets den Wahrheitswert w besitzt.

b) Die Aussage A∧ (¬A) ist eine Kontradiktion. Dies
ist aus der folgenden Wahrheitstafel ersichtlich:

A w w f f

¬A f f w w

A ∧ (¬A) f f f f

Es ist zu erkennen, dass die Aussage A∧ (¬A) un-
abhängig vom Wahrheitswert der Elementaraussage
A stets den Wahrheitswert f besitzt.

c) Die AussageA ⇔ (¬(¬A)) ist eine Tautologie. Dies
ist aus der folgenden Wahrheitstafel ersichtlich:

A w w f f

¬A f f w w

(¬(¬A)) w w f f

A ⇔ (¬(¬A)) w w w w

Es ist zu erkennen, dass die Aussage A ⇔ (¬(¬A))
unabhängig vom Wahrheitswert der Elementaraussa-
ge A stets den Wahrheitswert w besitzt.

d) Die Aussage A ∧ B ⇒ A ist eine Tautologie. Dies
ist aus der folgenden Wahrheitstafel ersichtlich:

A w w f f

B w f w f

A ∧ B w f f f

A ∧ B ⇒ A w w w w

Es ist zu erkennen, dass die Aussage A ∧ B ⇒ A

unabhängig von den Wahrheitswerten der Elementar-
aussagenA und B stets den Wahrheitswertw besitzt.
Völlig analog erhält man, dass auch A ⇒ A∨B eine
Tautologie ist.
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e) Die Aussage A ⇔ ¬A ist eine Kontradiktion. Dies
ist aus der folgenden Wahrheitstafel ersichtlich:

A w w f f

¬A f f w w

A ⇔ ¬A f f f f

Es ist zu erkennen, dass die Aussage A ⇔ ¬A un-
abhängig vom Wahrheitswert der Elementaraussage
A stets den Wahrheitswert f besitzt.

f) Die Aussage B = „Der Umsatz eines Unternehmens
steigt oder er steigt nicht“ ist eine Tautologie. Dies
folgt aus Teil a) dieses Beispiels. Denn die Aussage
B ist von der Form A∨ (¬A) mit A = „Der Umsatz
eines Unternehmens steigt“.

g) Die Aussage C = „Eine natürliche Zahl n ist eine ra-
tionale Zahl“ ist eine Tautologie. Dies folgt aus Teil
d) dieses Beispiels. Denn die Aussage C ist von der
Form A∧B ⇒ A mit A = „Die Zahl n ist eine na-
türliche Zahl“ und B = „Die Zahl n ist eine rationale
Zahl“.

h) Die Aussage B = „Die Ungleichung xy > 1 ist ge-
nau dann erfüllt, wenn xy ≤ 1 gilt.“ ist eine Kontra-
diktion. Dies folgt aus Teil e) dieses Beispiels, denn
die Aussage B ist von der Form A ⇔ ¬A mit
A = „Die Ungleichung xy > 1 ist erfüllt“.

Der folgende Satz fasst die wichtigsten Tautologien zusam-
men. Zum Teil wurden diese Identitäten schon in den vorher-
gehenden Beispielen nachgewiesen. Diese Tautologien bil-
den eine wichtige Grundlage für die Überlegungen zur ma-
thematischen Beweisführung in Abschnitt 1.6 und damit auch
für die Beweise aller mathematischen Aussagen in diesem
Lehrbuch.

Satz 1.17 (Wichtige Tautologien)

Die folgenden Aussagen sind Tautologien:

a) A ∨ ¬A (Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten)

b) A ⇔ (¬(¬A)) (Gesetz der doppelten Verneinung)

c) Kommutativgesetze:

A ∧ B ⇐⇒ B ∧ A
A ∨ B ⇐⇒ B ∨ A

(A ⇔ B) ⇐⇒ (B ⇔ A)

d) Assoziativgesetze:

A ∧ (B ∧ C) ⇐⇒ (A ∧ B) ∧ C
A ∨ (B ∨ C) ⇐⇒ (A ∨ B) ∨ C

(A ⇔ (B ⇔ C)) ⇐⇒ ((A ⇔ B) ⇔ C)

e) Distributivgesetze:

A ∧ (B ∨ C) ⇐⇒ (A ∧ B) ∨ (A ∧ C)
A ∨ (B ∧ C) ⇐⇒ (A ∨ B) ∧ (A ∨ C)

f) Regeln von De Morgan:

¬(A ∨ B) ⇐⇒ ¬A ∧ ¬B
¬(A ∧ B) ⇐⇒ ¬A ∨ ¬B

g) (A ⇒ B) ⇐⇒ (¬B ⇒ ¬A) (Kontraposition)

Beweis: Zu a) und b): Siehe Beispiel 1.16a) und c).

Zu f) und g): Siehe Beispiel 1.14d) und e) bzw. Beispiel 1.14a).

c), d) und e): Können analog zu den anderen Tautologien in Beispiel
1.14 und Beispiel 1.16 mit Hilfe von Wahrheitstafeln nachgewiesen
werden. �

A. De Morgan

Die beiden Tautologien in Satz
1.17f) sind nach dem englischen
Mathematiker Augustus De
Morgan (1806–1871) benannt.
Sie besagen, dass die Vernei-
nung einer Disjunktion logisch
äquivalent zur Konjunktion der
beiden verneinten Teilaussagen
ist. Umgekehrt ist die Vernei-
nung einer Konjunktion logisch
äquivalent zur Disjunktion der
beiden verneinten Teilaussagen.

Wie sich in Abschnitt 2.3 zeigen wird, sind die Regeln von
De Morgan nicht nur für die Aussagenlogik, sondern auch
für die Mengenlehre bedeutsam.

Das folgende etwas komplexere Beispiel demonstriert, wie
sich durch Verknüpfung von Aussagen neue – auf den ersten
Blick nicht offensichtliche – Erkenntnisse ergeben:
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Beispiel 1.18 (Drei Freunde im Gefängnis)

In einem Gefängnis sitzen
drei befreundete Häftlinge.
Der erste sieht noch mit bei-
den Augen, der zweite sieht
nur noch mit einem Auge
und der dritte ist völlig blind. Der Gefängnisdirektor
erklärt den drei Freunden, dass er fünf Hüte habe, von
denen drei weiß und zwei schwarz seien.

Anschließend setzt er jedem der Häftlinge einen der fünf
Hüte auf, so dass die Häftlinge zwar die Farbe der Hüte
der anderen beiden Häftlinge sehen können, aber nicht die
Farbe des eigenen Hutes. Die beiden verbleibenden Hü-
te verwahrt er. Der Gefängnisdirektor verspricht nun dem
normal sehenden Häftling die Freiheit, wenn er die Farbe
seines Hutes nennen kann. Der normal sehende Häftling
erklärt jedoch, dass er dies nicht könne. Der Gefängnisdi-
rektor macht daher dem einäugigen Häftling dasselbe An-
gebot, worauf dieser jedoch antwortet, dass er auch nicht
in der Lage sei, die Farbe seines Hutes zu nennen. Den
blinden Häftling hingegen möchte der Gefängnisdirektor
gar nicht erst fragen. Der blinde Häftling bittet jedoch dar-
um, dieselbe Chance wie seine beiden Freunde zu erhal-
ten. Der Gefängnisdirektor fragt daher auch den blinden
Häftling nach der Farbe seines Hutes. Der blinde Häftling
gibt auf diese Frage die korrekte Antwort:

„Was ich von meinen Freunden weiß,
das lässt mich sehen ganz genau
auch ohne Augen: Mein Hut ist weiß!“

Anschließend erläutert der Blinde dem überraschten Ge-
fängniswärter, dass sich mit Hilfe der drei Aussagen

A = „Der Hut des normal sehenden Häftlings ist weiß“,

B = „Der Hut des einäugigen Häftlings ist weiß“ und

C = „Der Hut des blinden Häftlings ist weiß.“

die Aussagen des Gefängniswärters und seiner beiden
Freunde wie folgt darstellen lassen:

Die Aussage des Gefängniswärters ist A ∨ B ∨ C.
Denn es gibt nur zwei schwarze Hüte.

Die Aussage des normal sehenden Freundes istB∨C.
Denn würden der einäugige Freund und der Blinde
einen schwarzen Hut tragen, dann müsste aufgrund
der Aussage des Gefängnisdirektors der Hut des nor-
mal sehenden Freundes weiß sein.

Die Aussage des einäugigen Freundes ist C. Denn
würde der Blinde einen schwarzen Hut tragen, dann
müsste aufgrund der Aussage des normal sehenden
Freundes der Hut des einäugigen Freundes weiß sein.

Die Aussagen des Gefängniswärters, des normal sehen-
den Freundes und des einäugigen Freundes ergeben somit
die zusammengesetzte Aussage

(A ∨ B ∨ C) ∧ (B ∨ C) ∧ C.
Da jedoch die Implikation

(A ∨ B ∨ C) ∧ (B ∨ C) ∧ C 	⇒ C

offensichtlich eine Tautologie ist, folgt für den Blinden,
dass sein Hut weiß sein muss.

In Abschnitt 1.7 wird mit Hilfe der mathematischen Beweis-
methode der vollständigen Induktion ein ähnlich struktu-
riertes – aber komplizierteres – Problem gelöst (vgl. Bei-
spiel 1.31).

1.4 Aussageformen und Quantoren

In der Mathematik wird man sehr oft mit Formulierungen wie
z. B. „x ist eine gerade Zahl“ konfrontiert. Bei dieser ein-
fachen Feststellung handelt es sich jedoch um keine Aussa-
ge im Sinne der Definition 1.2. Denn aufgrund des „Platz-
halters“ x lässt sich nicht entscheiden, ob diese Feststellung
überhaupt sinnvoll ist, und falls sie Sinn ergibt, ob sie wahr
oder falsch ist. Denn je nach Belegung von x erhält man einen
Ausdruck, der keinen Sinn ergibt, z. B. „

√
2 ist eine gerade

Zahl“ ist eine wahre Aussage, z. B. „2 ist eine gerade Zahl“
oder eine falsche Aussage, z. B. „1 ist eine gerade Zahl.“

P. de Fermat

Da jedoch die Formulierung „x ist
eine gerade Zahl“ sprachlich die
Form einer Aussage aufweist und
man in der Mathematik z. B. sehr
oft mit Ausdrücken der Form

xn + yn = zn (1.8)

konfrontiert wird, die von einem
oder mehreren Platzhaltern ab-
hängen, ist es sinnvoll, den Be-
griff der Aussage um diese Mög-
lichkeit zu erweitern.
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Zum Beispiel besagt eine vom französischen Mathematiker
und Juristen Pierre de Fermat (ca. 1608–1665) vor ungefähr
400 Jahren aufgestellte Behauptung, dass die Gleichung (1.8)
mit x, y, z ∈ N für keine natürliche Zahl n > 2 eine Lö-
sung besitzt. Diese Behauptung ist unter der Bezeichnung der
große Fermatsche Satz, Fermatsche Vermutung oder auch
Jahrhundertproblem sehr berühmt geworden.

A. Wiles

Die Fermatsche Vermutung wur-
de erst im Jahre 1993 (publiziert
1995) – nach zahlreichen vergeb-
lichen Versuchen bekannter und
weniger bekannter Mathematiker
– vom britischen Mathematiker
Andrew Wiles (*1953) bewiesen.
Aus Angst davor, von seinen
Mathematik-Kollegen für seine
Anstrengungen belächelt zu wer-
den, hielt Wiles seine intensive
und über sieben Jahre andauernde
Arbeit an einem Beweis der Fermatschen Vermutung streng
geheim.

Briefmarke zum Beweis
der Fermatschen
Vermutung durch

A. Wiles

Für seine außergewöhnlichen ma-
thematischen Leistungen wurde
Wiles mit zahlreichen Wissen-
schaftspreisen ausgezeichnet.
Darüber hinaus wurde er 2000
sogar mit einer eigenen Brief-
markenausgabe geehrt und zum
Ritter geschlagen.

Aussageformen

Wird der Begriff der Aussage um die Möglichkeit der Exi-
stenz eines Platzhalters oder auch mehrerer Platzhalter erwei-
tert, dann spricht man anstelle von Aussage von einer Aus-
sageform:

Definition 1.19 (Aussageform)

Eine Aussageform A(x) oder A(x1, . . . , xn) ist ein
Ausdruck, der einen oder mehrere Platzhalter x bzw.
x1, . . . , xn enthält und durch Belegung der Platzhalter
durch Objekte aus einem Bereich D in eine wahre oder
falsche Aussage übergeht.

Die Platzhalter x bzw. x1, . . . , xn werden dann als Va-
riablen oder Veränderliche bezeichnet und der Bereich D

heißt Definitionsbereich (Definitionsmenge) der Aussage-
form. Der Teilbereich L von D, für den die Aussageform
in eine wahre Aussage übergeht, wird als Lösungsbereich
(Lösungsmenge) der Aussageform bezeichnet.

Analog zu Aussagen werden auch Aussageformen meistens
mit lateinischen Großbuchstaben aus dem vorderen Teil des
Alphabets, also A, B, C usw., bezeichnet. Zur Darstellung
der Variablen benutzt man dagegen Kleinbuchstaben aus dem
hinteren Teil des Alphabets, bspw. x, y, z oder x1, . . . , xn.
Falls die Variablen für natürliche oder ganze Zahlen stehen,
sind zur Darstellung der Variablen auch die Kleinbuchstaben
k und n gebräuchlich.

G. Frege

Der Definitionsbereich D einer
Aussageform A(x) ist in der
Regel nicht eindeutig festgelegt.
Oft verwendet man jedoch den
größtmöglichen Bereich, für den
die Aussageform in eine Aussage
übergeht. Dabei ist zu beachten,
dass der Lösungsbereich L in der
Regel vom Definitionsbereich D

abhängt.

Nach Definition 1.19 hat eine Aussageform A(x) keinen be-
stimmbaren Wahrheitswert. Dieser resultiert erst nach Einset-
zen eines Objekts aus dem Definitionsbereich D. Eine Aussa-
geform A(x) kann daher als formale Vorschrift zur Gewin-
nung von Aussagen aufgefasst werden. Sie beschreibt eine
Eigenschaft, die dem für die Variable x einzusetzendem Ob-
jekt gleichkommt. Das heißt, x erhält ein sogenanntes Prädi-
kat. Aus diesem Grund wird die Theorie der Aussageformen
als Prädikatenlogik oder Quantorenlogik bezeichnet.

C. S. Peirce

Die Prädikatenlogik stellt eine be-
deutende Erweiterung der Aussa-
genlogik dar und wurde – unab-
hängig voneinander – von dem
deutschen Mathematiker und
Philosophen Gottlob Frege
(1848–1925) und dem US-ameri-
kanischen Mathematiker und Lo-
giker Charles Sanders Peirce
(1839–1914) entwickelt. Sie
erlaubt es, komplexe Argumente
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