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INTRODUCCION

Este voltmen, primer tomo de la obra ''Fundamentos del --
C4dlculo Numérico'", continfia la coleccidén de monografias que, pu-
blicadas bajo la direccidn de nuestro Departamento, pretenden --
ofrecer una panordmica lo mds completa posible del Andlisis Numé-

rico y la Informdtica.

El 1libro recoge los principales conocimientos que sobre es-
pacios métricos y espacios vectoriales normados es necesario po-
seer para estar en condiciones de seguir un posterior curso de --
Andlisis Funcional elemental. En este sentido, este primer tomo -
finaliza con el estudio de los espacios de Hilbert, dejando para
su desarrollo en el segundo tomo de esta obra el marco funcional
en el que se plantearidn numerosos problemas del Andlisis Numérico.

El plan, esencialmente didédctico, de los distintos capitulos
que siguen, estd trazado con vistas a dar una base sencilla pero
suficientemente rigurosa para estudios posteriores de Andlisis Nu-
mérico. Por tanto, no se pretende desarrollar una introduccidn ge-
neral a la topologia completa y acabada, sino por el contrario, in
troducir al lector en aquellos conceptos, propiedades, teoremas,co

rolarios, etc., cuya utilidad posterior es mids inmediata.

El contenido de este tomo es el propio de las ensefianzas que
sobre topologia métrica se imparten en una Escuela de Ingenieria,-
completado con numerosos ejemplos, consecuencias, notas y ejerci-
cios. Para su elaboracidn he contado con la inestimable colabora-
cién del Profesor Javier Elorza, a cuya dedicacién y discusién del
borrador inicial se deben gran parte de las mejoras introducidas -
en el texto. El trabajo en equipo de los dos constituye una de las
mayores satisfacciones que me ha proporcionado la redaccién de es-

te texto.
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Asimismo, quiero destacar la colaboracidén de los profesores
Carlos Conde, Luis Ferragut y Santiago de Vicente por su ayuda en

la preparacidén de este libro.

Antes de comenzar la lectura, unas indicaciones al modo de
manejar este libro. E1 simbolo JJJ indica el final de un concepto,
propiedad, teorema, etc., constituyendo el texto comprendido en-
tre dos simbolos una unidad elemental de conocimiento. Las propie
dades, teoremas, corolarios, proposiciones y expresiones se desig
nan, para su referencia, mediante tres nfimeros de los cuales los
dos primeros indican el apartado en que se encuentran y el terce-

ro el orden en que aparecen en el apartado.

Asimismo, se han subrayado aquellas letras que, refiriéndo-
se a elementos matemdticos, por su posicidén dentro del texto pu-

dieran confundirse con elementos gramaticales.

Al final de cada capitulo se incluye un esquema del mismo y -
unas notas bibliogrdficas, muy sucintas, en las que se hace refe-
rencia mediante nlmeros entre corchetes a libros que forman parte

de la lista bibliogrdfica que cierra el volGmen.

Mi gratitud a Marisol y Tate, quienes han sacado el maximo

partido de presentacién en la mecanografia del texto.

Francisco Michavila Pitarch.



CAPITULO 1.

Distancia. Concepto de espacio métrico

1.1. Nocién de distancia. Definicién de espacio métrico

Sea E un conjunto cualquiera

DEFINICION

Se denomina DISTANCIA d, definida sobre E a Zoda aplicacidn
de ExE »[R, %al que a La pareja de elementos x,ycE Le aso--
cia el numero real no negativo dlx,y), que verifique Las --
condiciones siguientes

a) dlx,y) =0 = x=y (axioma de La separa
cibn) (1.1.1.)

b) dix,y) = dly,x) Vx,y € E (axioma de La sime--
trhia) (1.1.2,)

c) dix,y) <dlx,z)+dl(z,y) Vx,y,zeE (desigualdad triangu
Lan) (1.1.5.)

EJEMPLOS:
12 Si E=[R,d(x,y) = |x-y| es una distancia.

22 si B= R?,

punto x, la aplicacidén siguiente es una distan

siendo (x1 ,xz) las coordenadas del

cia:
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d(X,Y)=IX1‘Y1| + IXZ‘YZI

32 Si E=[R?, otra distancia es:

L
a0,) =[Cra-yn e ey

4° Si E=[R?, otra distancia seri:
aey) = sup | il |xaoyal]

52 Si E es un conjunto cualquiera:

1 si x#y
d(x,y) =

62 Si E=C, la aplicacién d asi definida,

d(x,y) = Ix-y| si arg x = arg y
k
d(x,y) = i (Ix|+ly]) siargx # argy

es una distancia, siendo k un escalar estrictamente positivo.

En efecto, cumple el axioma de la separacién:

six =y, dix,y) =X Ix-y| =0
k
Si d(x,y)=0.l |x-y|=0 = x =y
e A
1 _ - = .
5 (x[+ly)=0zx =y =0

cumple el axioma de la simetria:
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Si arg

d(x,y)

Si arg

d(x,y)

y cumple 1a desigualdad

los siguientes casos:

representando d'

Si arg

d(x,y)

Si arg

d(x,y)

Si arg

d(x,y)

Si E =

d(x,y)

X

= Lxeyl< X dxl#lz + L (zl+1yD
k k k

= arg )’

oxyl= 1 j-g=x1= 1 lyx| = ay,0
k k k

# arg y

Laxl+lyh = L dyl+IxD = a0
k k

triangular, para ello hay que distinguir

arg y = arg z

~ |=

1 1
x-yl= 1 x-zez-y| < Hx-z|+ 1 |2y
k k k

d(x,z) + d(z,y)

arg y # arg z:

1

d(x,z) + d(z,y)

# arg y # arg z:

Lodxl+lyh< L dxl+1z) + X (zl+lyD
k k k
d

(x,z) + d(z,y).

[R? la aplicacién:

= Inf [k,d'(x,y)]

k>0 cte Vx,y € E.

la distancia del ejemplo 32, define otra dis-

tancia a su vez sobrelR?. En efecto, cumple el axioma de la se-

paracién:
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Si x=y , d(x,y) = Infl[k,0]= 0
Si d(x,y)=0,Inf [k,d'(x,y)]= 0=d' (x,y) = 0 => x=y
cumple el axioma de la simetria:
d(x,y) = Inf [k,d'(x,y)]= Inf[k,d'(y,x)]= d(y,x) Vx,y eE
y cumple la desigualdad triangular, pues

Si d(x,z) =k y d(z,y) = k, tenemos

d(x,z) + d(z,y) k+k = 2k>k>d(x,y)
Si d(x,z) = k y d(z,y)<k, tenemos

d(x,z) + d(z,y)

1}

k+d(z,y) >k >d(x,y)
Si d(x,z)< k y d(z,y)<k, tenemos en este caso que

d(x,z)

d'(x,z)

d(z,y) = d'(z,y)

por tanto:
d(x,y)< d'(x,y) < d'(x,z) + d'(z,y) = d(x,z) + d(z,y)
NOTA:

Como puede comprobarse en los ejemplos anteriores sobre un
mismo conjunto hay una enorme posibilidad de definiciones, desde
simples a artificiosas, de distancias. En particular sobre el -

conjuntolR m,una familia de infinitas distancias posibles sera:

1/n

m

2 |Xi')"1|n ) vneMN W
1

1=

T
{dn} pod (x,y) =<_



NOCION DE DISTANCIA

PROPIEDAD 1.1.1.

Para toda distancia d definida so0bre E, se verifica:

|d(x,z) - dlz,y)]|<d(x,y) VXx,yeE

DEMOSTRACION:

Por ser d una distancia definida sobre E cumplirid (1.1.
3.), asi como (1.1.2.), luego:

d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) = d(x,y) + d(z,y)
por tanto:
d(x,z) - d(z,y) <d(x,y) (1+T1:54)
De igual forma:
d(z,y) < d(z,x) + d(x,y) = d(x,z) + d(x,y)
de donde:
-d(x,y) < d(x,z) - d(z,y) (7 = 156:)
Agrupando (1.1.5.) y (1.1.6.):
-d(x,y) ¢ d(x,2) - d(z,y) <d(x,y)
es decir:
ld(x,2z) - d(z,y)|< [d(x,7)|

y como d(x,y) es un nlimero real no negativo:
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Id(X,Z) - d(Z,Y)|$d(X,Y) C.q.d.

NOTA:

Este resultado generaliza la ya sabida propiedad que -

tienen los triangulos, en los cuales la longitud de uno cualquiera
de sus lados es mayor que el valor

2(2y,2,) absoluto de la diferencia de las --

longitudes de los otros dos lados.-

En efecto, considerando un triangu-
YY) lo cualquiera de vértices x,y,z y -
X(X,,X,) tomando por d(x,y) -recordar el - -
ejemplo 2 de distancia- la longitud

del lado (x,y), se sabe que por ser

la linea recta el camino mds corto

1 entre dos puntos:

d(x,y) + d(x,z) >d(y,z)

partiendo de esta desigualdad y utilizando el método seguido en
la demostracién de la anterior propiedad se llega a

d(x,y) >|d(x,z) - d(z,y)]

]
DEFINICION

A un confunto E dotado de una distancia d se Le denomina ESPA-
CI0 METRICO y se Le nephresenta por (E,d).

EJEMPLOS:
12 Sea E=[R , d: R xR-R, tal que:
d(x,y) = [x-y| vx;yeR. Esta apli

cacidén recibe el nombre de distancia fundamental y se la repre-

sentarid por df, en todo cuanto sigue. Al espacio métrico ([R,df)
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le denominaremos de ahora en adelante RECTA REAL.

22 Sea E=[R?. Como se ha visto en los ejemplos 2,3 y 4
de distancia, hay diversas aplicaciones definiendo distancias; -
para distinguirlas se utilizan, con caracter universal, los si--

guientes subindices:

dl (X,)’) =

™Mo
-

X: =Y. (distancia del ejemplo 22)
¢y jemp

1

1

(xi-yi)2 >7-(distancia del ejemplo 32, de

o
™Mo
—_

satiy .

nominada natural o euclidea)

(distancia del ejemplo 42)

4,G07) = Swp x|

i=1,
Asi (R*,d,), (R*,d.) y (R%*,d_) constituyen tres ejemplos
de espacios métricos.

32 Sea E=[R™. Cada x<R" vendrd definido por n coordena
das (Xi;Xz,=vmey xn). Podemos extender los casos de espacios mé--

tricos del ejemplo anterior a este caso:

n
d1 (x,y) %oyl
’ fmg b4
L
n 2
d2 (x,Yy) =<‘E (Xi_yi)2>
i=1
d, (x,y) = Sup |xi_yi|
s L (PNRPRPE

siendo (ﬁ?n,dl), (ﬁ?n,dz) y (ﬁ?n,dw) otros tres ejemplos de espa-

cios métricos.

42 Si en E, conjunto cualquiera se define la distancia
del ejemplo 52 de distancia, denominada trivial, dt,(E,dt) es el

e.m. denominado discreto.



10 DISTANCIA. CONCEPTO DE ESPACIO METRICO.

NOTAS:
1. En adelante utilizaremos la abreviatura e.m. para -
designar a un espacio métrico.

2%, A los elementos de un espacio métrico les denomina-
remos puntos.

DEFINICION
Dados n espacios métrnicos (Ep,d!'), (Ez,dz),...,(En,d") se deno
mina ESPACIO METRICO PRODUCTO (E,d) a aquél constituido pon el
conjunto pnoqucto E=E1xE2x...xEn y La distancia d definida en -
§uncidn de d*, i=1,2,...,n mediante una de estas trhes expresio-]
nes:

a)

n‘MS

£L=1

5 m 1 5
d”“(x&.,yi), b)< r d (xL.,yL.)>m,c) Sup dL(xL.,yL)
i=

(=1 5T vty

sLendo X La coordenada de x € E en el e.m. EL

EJEMPLOS :

Los ejemplos 22 y 32 de e.m. pueden ser considerados co-
mo e.m. producto obtenidos a partir de ([R ,df) : [ |

DEFINICION
Se denomina SEMIDISTANCIA e definida sobre E a toda aplicacibn
de ExE — R + » %tal que a La pareja de elementos x,y € E Le a-
so0cdia el niumero real no negativo el(x,y) que vernifique Las con-
diciones sigulentes:

a) x=y =e(x,y) =0 X,y € E
b) elx,y) = ely,x) V% e E (axioma de La simetria)

ce) elx,y) < elx,z)+elz,yl Vx,y,z eE (desigualdad triangular
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EJEMPLO:

Sea E=[R?, con xdR? definido por sus coordenadas (x;,X2)
son ejemplos de semidistancias:

a) er (x,y) = |x1-y1] vx,yR?
b) e, (x,y) = |x2-y2| v x,yeR?

Si comparamos estas semidistancias con la distancia d, -
anteriormente definida, se puede observar que para que d,(x,y)-co
mo para cualquier otra distancia- sea cero es necesario que el --
punto x sea idéntico al y, mientras que con la semidistancia ei -
(o'con la e;) puede ocurrir que
e1(x,y)=0 (o respectivamente --
e2(x,y)=0) sin que necesariamen
Y 1 UY),Yp) te x sea el mismo punto que y.-
Para ello bastard que x e y es-
tén obre la misma recta verti--
] cal del plano (o respectivamen-
e te sobre la misma recta horizon
tal).

No obstante cuando x=y también
se cumple que:

e (x,y)=0 (y andlogamente ez (x,y)=0) ]

PROPOSICION 1.1.1.
A pantin de una semidistancia defindida sobre E siempre.se puede

generan una distancia sobre el confunto coclente E/Vv respecito a
La nelacibn de equivalencia: "xvy s4 e(x,y)=0"
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DEMOSTRACION:

La relacidén ~ asf definida es una relacidén de equivalen
cia, puesto que goza de las propiedades:

Reflexiva: x ~ x ¥Vx e B

En efecto, por la definicién de semidistancia se sabe -
que:

x=x =»e (x,x)=0 V xe E
Luego x se relaciona con el mismo.
Simétrica: X v y=y Vv X V x,ye€E.

En efecto, por ser e una semidistancia sobre E, cumpli-
rd el axioma de simetria, luego:

xvy & 0=e(x,y)=e(y,x) =0 & yvx
. Transitiva: X vy
=X Vv z Vv x,y,z € E

y vz

En efecto, por la desigualdad triangular que cuymple e -
se sabe que:

e(x,z) < e(x,y) + e(y,2)
pero si x se relaciona con y se tiene que e(x,y)=0.

Andlogamente si y se relaciona con z, se sabe que -
e(y,z)=0. Luego, bajo estos supuestos, e(x,z) <0.
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Como la semidistancia e(x,z) s6lo puede tomar valores -
reales no negativos, es evidente que:

e(x,z)=0 = xz

Por tanto la relacién ~_ producird una particidén del con
junto E en clases de equivalencia.Sean % e y las clases de equi-
" valencia a las que pertenecen resSpectivamente x e y. Si se defi-=
ne sobre el espacio cociente la aplicacidén d: E/vxE/~—MR, siguien

tes _
d(x,y) = e(x,y) Vxe X, y ey (1.1.7)

es inmediato comprobar que (E/v,d) es un e.m.

EJEMPLO:

Si se :define sobre [R? la semidistancia: e(x,y)=|x1-y1]|
y sobre €1 se establece la relacidén de equivalencia:

‘ vx,yfR*  xvy & e(x,y)=0
2

se puede efectuar una particidn
del conjunto [R* en clases de e-
quivalencia. Cada clase de equi
valencia seria una recta verti-
cal, ya que dos puntos cuales--

quiera x e y, situados sobre --

una misma recta vertical serfian
equivalentes.

Pues bien, en el conjunto cocientelR2/~n, formado por to
das las rectas verticales del plano, la aplicacidn d que se ob--
tiene a partir de e mediante (1.1.7) es una distancia entre las
clases de equivalencia.

Es decir, que el conjuntolR?/n.dotado de la aplicacién
d es un espacio métrico (MR?*/~ , d). =



14 DISTANCIA. CONCEPTOQ DE ESPACIO METRICO.

DEFINICION
SL (E,d) es un espaclo métnico y A es un subconjunto de E, el -
subconfunto A dotado de La misma distancia d, (A,d), se denomi-
na SUBESPACIO METRICO de (E,d).

DEFINICION .
Dos espacios métnicos (E,d) y (F,d') se dice que son ISOMETRI--
C0S, 54 existe una aplicacidn § de E en F tal que verdifique:

dix,y) = d'(§(x),§(y)) VXx,yek.

También se dice que f es una isometria entre los dos e.
m. y establece un isomorfismo entre las estructuras de los dos -
e.m.

EJEMPLO:
Toda recta es un subespacio métrico delR?, dotado de --

cualquiera de las distancias dj, d2 o d_,isométrico de la recta

real (fR,df). m

1.2. Bolas abiertas. Bolas cerradas. Esferas

Sea (E,d) un e.m. Sea a e E.

DEFINICION

Se denomina BOLA ABIERTA de centro a y radio n (siendo n<cR%),
y se nepresenta por Bla,n), al conjunto de puntos pertenecien--
tes a E, tales que su distancia al punto a es estrictamente Lin-
ferdion al nradio h. Es decdh:

Bla,n) = {x € E/dla,x)<n} (1.2.1.)
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DEFINICION
Se denomina BOLA CERRADA de centro a y radio n (s4iendo hem:),
y se rnepresenta por B'(a,n], al confjunto de puntos pentenecien

tes a E Zales que su distancia al punto a es Lgual o Ainferdior
al nadio n. Es decin:

B'(a,n) = {xe E/d(a,x)<nr} (1.2,2.)

DEFINICION

Se denomina ESFERA de centro a y radio n (donde n R %), y se
nepresenta porn Sla,n), al conjunto de puntos perntenecientes a
E tales que su distancia al centro a es exactamente igual al -
radio n:

S{a,n) = {x E/d(a,x])=n} (1.2.3.)

NOTAS: a) En el e.m.(ﬂ?s,dz) los nombres de bolas y esferas tie-
nen un sentido geométrico clédsico.
b) Es evidente que {a} B(a,r) B'(a,r). En particular nin-

guna bola es vacia.

EJEMPLOS:

12 Consideremos el espacio métrico (E%df), es decir la
recta real. En este e.m., la bola abierta de centro a y radio r
es el intervalo abierto]a-r, a+r[(en el que los puntos a-r y a+r
no pertenecen a dicho interva-
lo).

a—r a a+r B(a,r) =]a-r , a+r]|

La bola cerrada de centro a y

radio r es el intervalo cerra-

do[a-r, a+tr](en el que los pun
tos a-r y a+r si pertenecen a dichp intervalo).

B'(a-r) =[a-r, a+r]

La esfera de centro a y radio r estaria formada por los
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puntos a-r y a+r.

S(a,r) = {a-r , a+r}

22 Consideremos el espacio métrico ([R?, d,) siendo -
d, la distancia euclidea. Estamos ahora en el denominado plano
euclideo.

2 En €1, la bola abierta de cen
tro a y radio r, estid formada

ﬂ' por todos los puntos del cir-
culo de centro a y radio r, -
N

excluidos los de la circunfe-

rencia. Se denomina a este --

conjunto disco abierto de cen
tro a y radio r. Es decir, B(a,r) = {dezH(xl-a1)2+(xZ-az)2]%<r}
La bola cerrada de centro a y radio r estd formada por todos --
los puntos del circulo de centro a y radio r inclufdos los pun-.
tos de la circunferencia periférica. A este conjunfo se le deno
mina, también, disco cerrado de centro a y radio r. Luego:

B'(a,r) = {xelR% | [(x1-a1)? + (Xz-az)zl%;r}

La esfera estard constituida por todos los puntos de -
la circunferencia de centro a y radio r.

1
S(a,r) = {xeR? | [(xl—al)z + (Xz_a2)2]2'= T}

32 Consideremos el espacio métrico (IR?,d1). En dicho
e.m. la bola abierta de centro a y radio r estard formada por -
todos 1los puntoé interiores al
cuadrado girado 45° respecto a

X los ejes de la figura, exclui-
(X, %) dos los de los lados del cua--
Y\\:\\\ drado, es decir:

(a0

B(a,r) {x e R?| |xi1-a.| +

+

|X2'azl < r}
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La bola cerrada B' (a,r) estaria formada por todos 1los-
puntos interiores al cuadrado anterior, incluidos los de los la
dos. Es decir:

B' (a,r)= {xeR?| |xi-a.| + |X2'azlSr}

La esfera S(a,r) estaria formada por todos los puntos
de los lados del cuadrado de la figura. Es decir:

S(a,r) = {XefR2| le-a],l + |Xz-azl:= _I'}

42 Consideremos el espacio métrico (ﬁ?z,dm). Ahora la
bola abierta de centro a y radio r estard constituida por todos
los puntos situados dentro del cuadrado de lados paralelos a --

los ejes de la figura, excluidos
los situados justamente en los -

|
i lados. Es decir:
|
o -3 |- _ B(a,r)= {xeR?|Sup |xi-ai|<r}
2 § ﬁﬂ'dg i=1,2
)y x) é
1 La bola cerrada estard integrada

por los anteriores mids los del -
borde del cuadrado, esto es:

B'(a,r)={xeR?|Sup |xi—ail$r}
i=1,2
Finalmente la esfera en este caso la formaridn los pun-
tos de los lados del cyadrado, es decir:

S(a,r)= {xecR*|Sup [x;-a;] = r}

i=1,2
52 Consideremos el espacio métrico discreto antes de-
finido (E,dt).

En este caso las bolas abiertas, cerradas y las esfe--
ras de centro a, cualquiera, y radio r dependerédn de cual sea -
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el radio considerado. Asi:
a) Sir < 1:

B(a,r) = {a}

B'(a,r)= {a}

S(a,r) = ¢

b) Sir=1:

B(a,r) = {a}
B'(a,r)= E
S(a,r) = E-{a}
c) Sir>1:
B(a,r) = E
B'(a,r)= E
S(a,r) = ¢

62 Sea el e.m. (C ,d) estando d definida por el ejem--
plo 62 de distancia del apartado [1.1] . Para estudiar las bolas
abiertas y cerradas y esferas de este espacio métrico hay que --
distinguir dos casos:

a) Caso que el centro de la bola se encuentre en el o-
rigen del plano complejo. Entonces:

a0,x) = L+ |x|

bt

luego
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B(0,r)= {xe C| [x]| <k.r}
B'(0,r)={xe C| [x| <k.r}
5(0,1)= {xe €| |x|= k.r}

es decir, coinciden con las correspondientes definidas en el ejem
plo 22,

b) Caso que el centro a de labola sea un punto distinto

del origen. Seglin sea el radio tenemos:

b.1. 8i rE]O,LiI—]sélo podrdn formar parte de los -
subconjuntos estudiados puntos con el mismo ar
gumento que a, es decir:

A

B(a,r) = {xeC| arg x=arg a, |x-a| k.r}

B'(a,r)= {xeC| arg x=arg a, |x-a| < k.r}

S(a,r) = {xeC| arg x=arg a, |[x-a k.r}

b.2. Sire ]J—ak—L,+°° [, cabrdn puntos con argumentos
iguales a a o distintos, asi:

B(a,r) = {xeC| arg x=arg a, |x-a| < k.r}u
u{xeC| arg xfarg a, [x|<k.r-|al|}

B'(a,r)= {xeC| arg x=arg a, |x-a|< k.r}u

;@ u{xe €| arg x#arg a, |x|<k.r-|a|}
¢

y ' S(a,r) = {xeC| ag x=arg a, |x|=|a|zk.r}u

e u{xeC| arg xtarg a, |x|= k.r-{a|}
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72 Sea el e.m. ((R2,d) donde d viene definida por el -
gjemplo 72 de una distancia del apartado[1.1] . Es decir:

d(x,y) = Inf [k,d2(x,y)] V x,y eR?

llamando ya a d' del citado ejemplo por su notacidén universal d,
dada en dicho apartado. Si r<k:

d(a,x) <t < k=d,(a,x)<r

luego las bolas abiertas, cerradas y esferas son las definidas -
en el ejemplo 22,

Si r=k, la bola abierta coincide con el disco abierto -
de radio k, la bola cerrada es[R? entero y la esfera es - S

{R2-B(a,r)}.

Si r>k, la bola abierta coincide con R igual que la ce
rrada, siendo la esfera el conjunto vacio. [ |

PROPOSICION 1.2.1.
En todo e.m. se verifica:

Bla,n) v Sla,r) = B'(a,x) YV ae E, VreR%

DEMOSTRACION:

Es evidente teniendo en cuenta las expresiones (1.2.1.),
(12:2:) % [1a2:8.75 u
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1.3. Distancia entre subconjuntos de un espacio métrico

Sea un e.m. (E,d) y sean A y B dos subconjuntos de E.

DEFINICION

Se denomina DISTANCIA ENTRE LOS SUBCONJUNTOS A y B, y se repre
senta por d(A,B), al extremo Linferior de Las distancias entre Las pare-

fas de puntos gformadas por un punto de A y otrno de B. Es decin:

d(A,B).= Ing§ dl(x,y)
xeA

yeB

CONSECUENC IAS:
T2 d(A,B) no es propiamente una distancia a pesar de su nombre.

22 d(A,B) = d(B,A) VA,BcE(por cumplir la distancia el axioma
de simetria)

32 Si AnB # ¢ d(A,B) =0

Caso Parnticulahr:

Si el conjunto A estd formado por un Gnico punto a, la
distancia d(A,B) se denomina DISTANCIA DEL PUNTO a AL SUBCONJUN

TO B, y se representa por d(a,B), siendo:

d(a,B) = Inf d(a,x)
VxeB

EJEMPLOS:

12 Consideremos la recta real, (FR,df), y sea Q el --

conjunto de los nfimeros racionales.
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Para cualquier punto ae[R, se cumple que:
df(a:¢b =0
22 De igual forma, en dicho e.m., se tiene:

d.(@,R® = 0

DEFINICION

Se denomina DIAMETRO del conjunto A, y se nrepresenta por §(A),
al exthemo supenior de Las distancias entre puntos cualesquie
ra de A:

§(A) = Sup d(x,y)
X, yehA

EJEMPLOS:

12 En el e.m. (R2,d,) siendo d, la distancia euclidea,
el didmetro de los conjuntos se denomina didmetro geométrico.

22 En el espacio métrico discreto (E,dt), el didmetro
de E es 1.

PROPIEDAD 1.3.1.

Toda bola abiernta o cerrada de un e.m. (E,d) y de radio n, Zie-
ne un didmetro Anferiorn o Lgual a 2 .

§(Bla,n)) s2n. Yae E
§(B'"(a,n)) < 2n. Ve R¥®




