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INTRODUCCIÓN 

Este volúmen, primer tomo de la obra "Fundamentos del 

Cálculo Numérico", continúa la colección de monografías que, pu­

blicadas bajo la dirección de nuestro Departamento, pretenden -­

ofrecer una panorámica lo más completa posible del Análisis Numé­

rico y la Informática. 

El libro recoge los principales conocimientos que sobre es­

pacios métricos y espacios vectoriales normados es necesario po­

seer para estar en condiciones de seguir un posterior curso de -­

Análisis Funcional elemental. En este sentido, este primer tomo -

finaliza con el estudio de los espacios de Hilbert, dejando para 

su desarrollo en el segundo tomo de esta obra el marco funcional 

en el que se plantearán numerosos problemas del Análisis Numérico. 

· El plan, esencialmente didáctico, de los distintos capítulos 

que siguen, está trazado con vistas a dar una base sencilla pero 

suficientemente rigurosa para estudios posteriores de Análisis Nu­

mérico. Por tanto, no se pretende desarrollar una introducción ge­

neral a la topología completa y acabada, sino por el contrario, i~ 

traducir al lector en aquellos conceptos, propiedades, teoremas,c~ 

rolarías, etc., cuya utilidad posterior es más inmediata. 

El contenido de este tomo es el propio de las enseñanzas que 

sobre topología métrica se imparten en una Escuela de Ingeniería,­

completado con numerosos ejemplos, consecuencias, notas y ejerci­

cios. Para su elaboración he contado con la inestimable colabora­

ción del Profesor Javier Elorza, a cuya dedicación y discusión del 

borrador inicial se deben gran parte de las mejoras introducidas -

en el texto. El trabajo en equipo de los dos constituye una de las 

mayores satisfacciones que me ha proporcionado la redacción de es­

te texto. 



2 INTROVUCCION 

Asímismo, quiero destacar la colaboración de los profesores 

Carlos Conde, Luis Ferragut y Santiago de Vicente por su ayuda en 

la preparación de este libro. 

Antes de comenzar la lectura, unas indicaciones al modo de 

manejar este libro. El símbolo 11 indica el final de un concepto, 

propiedad, teorema, etc., constituyendo el texto comprendido en­

tre dos símbolos una unidad elemental de conocimiento. Las propi~ 

dades, teoremas, corolarios, proposiciones y expresiones se desi~ 

nan, para su referencia, mediante tres números de los cuales los 

dos primeros indican el apartado en que se encuentran y el terce­

ro el orden en que aparecen en el apartado. 

Asímismo, se han subrayado aquellas letras que, refiriéndo­

se a elementos matemáticos, por su posición dentro del texto pu­

dieran confundirse con elementos gramaticales. 

Al final de cada capítulo se incluye un esquema del mismo y 

unas notas bibliográficas, muy sucintas, en las que se hace refe­

rencia mediante números entre corchetes a libros que forman parte 

de la lista bibliográfica que cierra el volúmen. 

Mi gratitud a Marisol y Tate, quienes han sacado el máximo 

partido de presentación en la mecanografía del texto. 

Francisco Michavila Pitarch. 



CAPÍTUW l. 

Distancia; Concepto de espacio métrico 

1.1. Noción de distancia. Definición de espacio métrico 

Sea E un conjunto cualquiera 

VEFINICION 

Se denom~na VISTANCIA d, de6~n~da ~ob~e E a ~oda apl~eae~6n 
de Ex.E +fl1_, ~al que a la pa~eja de elemen~o~ x.,ye E le a~o-­

e~a el núme~o ~eal no nega~~vo d(x.,y), que ve~~6~que la~ -­
eond~e~one~ ~~gu~en~e~ 

a) d(x.,y) = o # x.=y (ax.~oma de la ~epa~~ 

e~6n) ( 1.1.1. J 

b J d (x., y) d(y,x.) \:.lx.,y E E (ax.~oma de la ~~me--
~~.<:a) ( 1 • 1. 2. J 

e) d(x.,y) ~ d(x.,z)+d(z,y) \:.lx.,y,z e E (de~~gualdad ~~~ang!:!:_ 

EJEMPLOS: 

lM) (1.1.3.) 

19 Si E=fR,d(x,y) = lx-yl es una distancia. 

2 2 Si E= fR 2 
1 si e ndo (x 1 ,x 2) las coordenadas del 

punto x, l a arlicación si guiente es una distan 

ci a : 
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32 Si E=nR 2
, otra distancia es: 

l 

d(x,y) =[(x¡-y¡) 2 + (xz-yz) 2
]-;-

42 Si E=nR 2
, otra distancia será: 

52 Si E es un conjunto cualquiera: 

si x 'Í y 

d(x,y) 
O si x y 

62 Si E=C, la aplicación d así definida, 

d(x,y) si arg x arg y 

d(x,y) 1 C!xl+!y!) si arg x 'Í arg Y 
k 

es una distancia, siendo k un escalar estrictamente positivo. 

En efecto, cumple el axioma de la separación: 

Si X = y d(x,y) =_!_ !x-y! o 
' k 

Si 1 d(x,y)=O,- Ix-y! =O ==? X y 
k 

( 1 x 1 + 1 Y 1 ) =09x y o 
k 

cumple el axioma de la simetría: 



NOCION VE VISTANCIA 

Si arg x = arg y 

d(x,y) 1 

k 
lx-yl= 1 1-Cy-x)l= 1 ly-xl 

k k 

Si arg x F arg y 

d(y,x) 

d(x,y) l Clxl+lyl) = l Clyl+lxl) = d(y,x) 
k k 

5 

y cumple la desigualdad triangular, para ello hay que distinguir 
los siguientes casos: 

Si arg x = arg y = arg z : 

d(x,y) l lx-yl= l lx-z+z-yl ~ l¡x-zl+ 1 lz-yl 
k k k k 

d(x,z) + d(z,y) 

Si arg x = arg y F arg z: 

d(x,y) 

d(x,z) + d(z,y) 

Si arg x F arg y # arg z: 

d(x,y) 

d(x,z) + d(z,y). 

72 Si E = ~ 2 la aplicación: 

d(x,y) = lnf [k,d'(x,y)] k>O cte 'dx,y E E. 

representando d' la distancia del ejemplo 3 2 , define otra dis­

tancia a su vez sobre~ 2 • En efecto, cumple el axioma de la se­

paración: 
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Si x=y , d(x,y) = Inf[k,O]= O 

Si d(x,y)=O,Inf [k,d' (x,y)]= O::::::}d' (x,y) O ::::::} x=y 

cumple el axioma de la simetría: 

d(x,y) = Inf (k,d'(x,y)]= Inf[k,d'(y,x)]= d(y,x) V x,y E E 

y cumple la desigualdad trial}gular, pues 

Si d(x,z) = 1< y d(z,y) = k, tenemos 

d(x,z) + d(z,y) - k+k = 2k>)<~d(x,y) 

Si d (x, z) = k y d(z,y)<k, tenemos 

d(x,z) + d(z,y) k+d(z,y) .? k ~d(x,y) 

Si d(x,z)< k y d(z,y)<k, tenemos en este caso que 

d(x,z) d' (x,z) 

d ( z 'y) d' (z,y) 

por tanto: 

d(x,y).:;:: d'(x,y);;; d'(x,z) + d'(z,y) d(x,z) + d(z,y) 

NOTA: 

Como puede comprobarse en los ejemplos anteriores sobre un 

mismo conjunto hay una enorme posibilidad de definiciones, dffide 

simples a artificiosas, de distancias. En particular sobre el -
· conjuntoffi m, una familia de infinitas distancias posibles será: 

d (x,y) =( J~ lx.-y.¡n) 1/n 
n i= 1 1 1 

'1/ndN • 
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PROPIEVAV 1.1 .1. 

jd(x,z) - d(z,y)h;d(x,y) V X, y E E 

( 1. 1. 4.) 

DEMOSTRACION: 

Por ser duna distancia definida sobre E cumplirá (1 .1. 

3.), así como (1.1.2.), luego: 

d(x,z) ( d(x,y) + d(y,z) d(x,y) + d(z,y) 

por tanto: 

d(x,z) - d(z,y) ~ d(x,y) e 1 . 1 • s . ) 

De igual forma: 

d(z,y) _,;, d(z,x) + d(x,y) d(x,z) + d(x,y) 

de donde: 

-d(x,y) ~ d(x,z) - d(z,y) (L 1 .6.) 

Agrupando ( 1 . 1 . S . ) y (1 . 1 . 6.) : 

-d(x,y) "' d(x,z) - d(z,y) ~ d(x,y) 

es decir: 

jd(x,z) - d(z,y)j ~ jd(x,y)j 

y como d(x,y) es un número real no negativo: 

7 
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[d(x,z) - q.(z,y) [ .::; d(x,y) c.q.d. 

NOTA: 

Este resultado generaliza la ya sabida propiedad que -

tienen los triangulos, en los cuales la longitud de uno cualquiera 

de sus lados es mayor que el valor 

absoluto de la diferencia de las -­

longitudes de los otros dos lados.­

En efecto, considerando un triangu­

lo cualquiera de vértices x,y,z y -

tomando por d(x,y) -recordar el - -

ejemplo 2 de distancia- la longitud 

del lado (x,y), se sabe que por ser 

la línea recta el camino más corto 

entre dos puntos: 

d(x,y) + d(x,z) ) d(y,z) 

partiendo de esta desigualdad y utilizando el método seguido en 

la demostración de la anterior propiedad se llega a : 

d(x,y) ;::. [d(x,z) - d(z,y)[ 

VEFlNlClON • 
A un conjun~o E do~ado de una d~~~anc~a d ~e te denom~na ESPA­
CIO METRICO y ~e te ~ep~e~en~a po~ (E,d). 

EJEMPLOS : 

12 Sea E= rR 
' d : [R X fR - fR+ tal que : 

d(x,y) = [x-y[ \i X -; y EIR . Esta apl.:!:_ 
cación recibe el nombre de distancia fundamental y se la repre-

sentará por df, en todo cuanto sigue. Al espacio métrico (fR,df) 
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le denominaremos de ahora en adelante RECTA REAL . 

22 Sea E= ~ 2 . Como se ha vis t o en los ejemplos 2,3 y 4 

de distancia, hay diversas aplicaciones definiendo distancias; -

para distingui rl as se ut i l izan, con caracter universa l , l os si- ­

guient es s ubí ndices: 

d1(x,y) 
2 
E 

i=1 
1 x . -y . 1 

1 1 
(dis t ancia del ejemplo 22) 

d2(x,y) =( ~ (xi-yi) 2 )~(distancia del ejemplo 32, d~ 
i=1 nominada na t ural o euclídea) 

d (x,y) = Sup lx.-y . l 
00 i =1 ,2 1 1 

(d i s t ancia de l ejemplo 42) 

Así (JR2 , di), (.IR2 ,d2) y (R~ ,d
00

) constituyen tres ejemp l os 

de espacios mét r icos. 

32 Sea E=~ n. Cada X E ~n vendrá definido por n coorden~ 

das (x¡ ,x2, . . .. , xn) . Podemos ex t ender los casos de espacios mé-­

tricos del ejemp l o anterior a este caso: 

n 
d l (x,y) E 1 x. -y. 1 

i= 1 1 1 

.L 

( n cx. - y . ) 2 r d2 (x, y) = E 
i =1 1 1 

d
00 

(x,y) Sup 
i= ·l , ... ,n 

1 x . - y . 1 
1 1 

siendo ( fR n,dl), ( fR n,d 2) y ( 1R n,d
00

) otros tres ejemplos de espa­

cios métricos. 

42 Si en E, conjunto cualquiera se define la distancia 

del ejemp l o 52 de distancia, denominada trivial, dt,(E,dt) es el 

e.m. denominado discreto . 
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NOTAS: 

1a . En adelante utilimremos la abreviatura e.m. para­

designar a un espacio métrico. 

za. A los elementos de un espacio métrico les denomina­

remos puntos. 

VEFINICION 

Vado1.1 n e.l.lpac.-<-ol.l mé.tll-<-c.ol.l (E 1 ,d 1), IE2,d 2), ... ,(En,dn) !.le. de.no 
m-i_na ESPACIO METRICO PRODUCTO (E,d) a aquél c.onl.l.t-<-.tu-<-do po!t e.l 

conjunto p!toduc.to E=E 1 xE2x .. . xE y la d-<-l.ltanc.-<-a d de.6-<-n-<-da e.n -. n 
6unc.-<-6n de. d~, -<-=1,2, •.• ,n me.d-<-ante. una de. e.1.1ta1.1 tlte.l.l e.xp!te.l.l-<-o 
ne.l.l: 

a) 
n 
¿ 

-<-=1 (

n .m )1 . ~ - ~ b) ¿ d (X . , 1j . ) m, c.) Sup d (X . , 1j • ) 
-<-=1 ~ ~ -<-=1, .•. ,n ~ ~ 

1.1-<-e.ndo x. la c.oo!tde.nada de. x E E e.n e.l e..m. E. 
~ ~ 

EJEMPLOS: 

Los ejemplos 22 y 32 de e.m. pueden ser considerados co-

mo e.m. producto obtenidos a partir de crR ,df). • 

VEFINICION 

Se. de.nom-<-na SEMIVISTANCIA e. de.6-<-n-<-da 1.1ob1te. E a toda apl-i_c.ac.-<-6n 

de. ExE ~ nR + , tal que. a la pa!te.ja de. e.le.me.nto1.1 x,y E E le. a­

l.loc. -<- a e.l núme.lto lte.al no ne.gat-<-vo e.(x,y) que. ve.~t-<-6-<-que. lal.l c.on­
d-<-c.-<-one.l.l 1.1-i_gu-<- e.nte.l.l: 

a) x=y =?e.lx,y) o x, lj E E 

b) e.(x,y) e.(y,x) V x,y E E (ax-<-oma de. la 1.1-<-me.t!úa) 

c.) e.(x,y) ~ e.(x,z)+e.(z,y) Vx,y,z E E (de.l.l-i_gualdadtll-<-angulall 



NOCION VE DISTANCIA 11 

EJEMPLO: 

Sea E=nR 2
, con xdR2 definido por sus coordenadas (x 1 ,x 2 ) 

son ejemplos de semidistancias: 

a) e1 (x,y) 

b) ez (x,y) 

Si comparamos estas semidistancias con la distancia dz -

anteriormente definida, se puede observar que para que d 2 (x,y)-c~ 

mo para cualquier otra distancia- sea cero es necesario que el -­

punto x sea idéntico al y, mientras que con la semidistancia e1 -

2 

X 

(o'con la ez) puede ocurrir que 

e¡(x,y)=O (o respectivamente --

ez(x,y)=O) sin que necesariame~ 
te x sea el mismo punto que y.­

Para ello bastará que x e y es­

tén~bre la misma recta verti-­
cal del plano (o respectivamen­
te sobre la misma recta horizon 

tal). 

No obstante cuando x=y también 

se cumple que: 

e 1 (x, y) =O (y análogamente ez(x,y)=O) • 
PROPOSICION 1.1.1. 

A pa~ti~ d~ una ~~midi~taneia d~6inida ~ob~~ E ~i~mp~~ - ~~ pu~d~ 

g~n~~a~ una di~taneia ~ob~~ ~! eonjunto eoei~nt~ E/~ ~~~p~eto a 

!a ~~!aci6n d~ ~quiua!~neia: "x~y ~¡ e(x,y)=O" 
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DEMOSTRACION: 

La relaci6n ~ asi definida es una relaci6n de equivale~ 

cia, puesto que goza de las propiedades: 

Reflexiva: x ~ x 

En efecto, por la definici6n de semidistancia se sabe -
que: 

x=x ::::}e (x,x) =O 

Luego x se relaciona con el mismo. 

Simétrica: x ~ y=}y ~ x 

En efecto, por ser e una semidistancia sobre E, cumpli­

rá el axioma de simetría, luego: 

x ~y # O= e(_x,y)= e(y,x) 0 # y~ X 

Transitiva: X 'V y 

::::::}x "' z '\f x,y,z e E 
y 'V z: 

En efecto, por la desi.gualdad triangular que CllJIIple e -

se sabe que: 

e (jc , z) ~ e Cx , y) + e (y, z) 

pero si x se relaci.ona con y se tiene que e(x,y) =O. 

Análogamente si y se relaciona con z, se sabe que -

e(y,z)=O. Luego, bajo estos supuestos, e(x,z) ~ O. 
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Como la semidi.stancia e (x, z) s61o puede tomar valores -

reales no negativos, es evidente que: 

e(x,z)=O:::::} X"-'Z 

Por tanto la relaci6n "-' . producirá una partici6n del CO!!. 
junto E en clases de equivalencia. Sean i ~ t las clase~ de equi­

valencia a las que pertenecen re~pectivamente x e y. Si se defi ~ 

ne sobre el espacio c~ciente la aplicación d: E/ 'VxE/"'-~+ siguie!!. 

te: 
d(i,t) = e(x,y) 'i/x E i, y E t (1.1.7) 

es inmediato comprobar que (E/"-',d) es un e.m. 

EJEMPLO: 

Si se :define sobre rR 2 la semidistancia: e(_x,y)=lx¡-y¡l 

y sobre 51 se establece la relaci6n de equivalencia: 

2 
X"-'Y # e(x,y)=O 

se puede efectuar una partici6n 

del conjunto fR 2 en clases de e­

quivalencia. Cada clase de equi 

valencia sería una recta verti­
cal, ya que dos puntos cuales-­

quiera x e y, situados sobre - ­
una misma recta vertical serían 

equivalentes. 

Pues bien, en el conjunto cocientenR 2
/"-', formado por t~ 

das las rectas verticales del plano, la aplicaci6n d que se ob-­
tiene a partir de e mediante (1.1 .7) e s una distancia entre las 

clases de equivalencia. 

Es decir, que el conjuntonR 2
/"-' dotado de la aplicaci6n 

d es un espacio métrico ( rR 2 
/"-' , d). • 
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VEFINICION 
S~ (E,d) e~ un e~paQ~O mit~~QO lf A e~ un ~ubQonjun~o de E, el -
~ubQonjunto A do~ado de la m~~ma d~~tanQ~a d, (A,d), ~e denom~­

na SUBESPACIO METRICO de (E,d). 

VEFINICION 
Va~ e~paQ~O~ m~t~~QO~ (E,d) lf (F,d') ~e d~Qe que ~on ISOMETRI-­
COS, ~~ ex~~te una apl~QaQ~6n 6 de E en F tal que ve~~6~que: 

d ( )(, lf) d'(6(x),6(lf)) 

También se dice que f es una isometría entre los dos e. 

m. y establece un isomorfismo entre las estructuras de los dos -

e .m . 

EJEMPLO: 

Toda recta es un subespacio métrico denR 2 , dotado de -­

cualquiera de las distancias Q¡• dz o d
00

,isométrico de la recta 

real (IR ,df). • 

1.2. Bolas abiertas. Bolas cerradas. Esferas 

Sea (E,d) un e.m . Sea a E E. 

VEFI NICION 

Se denom~na BOLA ABIERTA de Qent~o ~ lf ~ad~o ~ ~ ~~endo ~ EIR ~), 
lf ~e ~ep~e~enta po~ B(a,~), al Qonjunto de punto~ pe~teneQ~en~­

te~ a E, tale~ que ~u d~~tanQ~a al punto a e~ e~t~~Qtamen~e ~n-

6e~~o~ al ~ad~o ~. E~ deQ~~= 

B(a,~) = {x E E/d(a,x)<~} ( 1. 2. 1.) 
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VEFINICION 
Se denom,[na BOLA CERRAVA de c.en.tJto ~y Jtadü Jt (J.>,[endo JtEIR~), 

y J.> e JtepJte.6en.ta poJt B' (a,Jt), al c.onjun.to de pun.to-6 peJt.tenec.,[e~ 

.te-6 a E .tale-6 que .6u d,[J.>.tanc.,[a al pun.to a e.6 ,[gual o ,[n6eJt,[oJt 

al Jtad,[o Jt. E.6 dec.,[Jt: 

B' (a, Jt) {XE E/d(a,x).::_Jt} ( 1. 2. 2.) 

VEFINICION 
Se denom,[na ESFERA de c.en.tJto ~ IJ Jtadü Jt (donde Jt IR ~ l, y .6 e 

JtepJte.6en.ta poJt S(a,Jt), al c.onjun.to de pun.to-6 peJt.tenec.,[en.te-6 a 

E .tale-6 que .6U d,[J.>.tanc.,[a al c.en.tJto a e.6 exac..tamen.te ,[gual al -
Jtad,[o Jt: 

S(a,Jt) = {x E/d(a, x )=Jt} ( 1. 2. 3.) 

3 NOTAS: a) En el e.m.(IR ,d 2) los nombres de bolas y esferas tie-

nen un sentido geométrico clásico. 

b) Es evidente que {a} B(a,r) B' (a,r). En particular nin­

guna bola es vacía. 

EJEMPLOS: 

12 Consideremos el espacio métrico (~df), es decir la 

recta real. En este e.m., la bola abierta de centro~ y radio r 
es el intervalo abierto]a-r, a+r[(en el que los puntos a-r y a+r 

no pertenecen a dicho interva­
lo). 

a-r a a+r B (a, r) = ]a-r a+r [ 

La bola cerrada de centro ~ y 

radio r es el intervalo cerra­

do[a-r, a+r](en el que los pu~ 
tos a-r y a+r sí pertenecen a dicho intervalo). 

B' (a-r) =[a-r, a+r] 

La esfera de centro ~ y radio r estaría formada por los 
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puntos a-r y a+r. 

sea,r) = {a-r a+r} 

2 2 Consideremos el espacio métrico e fR 2
, d2) siendo -

d 2 la distancia euclídea. Estamos ahora en el denominado plano 

euclídeo. 

En él, la bola abierta de ce~ 

tro ~y radio r, está formada 
por todos los puntos del cír­

culo de centro ~y radio r, -
excluídos los de la circunfe­

rencia. Se denomina a este -­

conjunto disco abierto de cen 

tro ~y radio!:.· Es decir, Bea,r) = {xEIR2 I[ex¡-a¡) 2+ex2-a2) 2ft<;} 
La bola cerrada de centro ~y radio r está formada por todos -­

los puntos del círculo de centro ~ y radio r incluídos los pun- . 

tos de la circunferencia periférica. A este conjunto se le deno 

mina, también, disco cerrado de centro~ y radio r. Luego: 

B'ea,r) = {xEfR2 

La esfera estará constituida por todos los puntos de -

la circunferencia de centro a y radio r. 

1 

S e a' r) = {X ErR 2 
T 

[(x¡-a¡) 2 + exz -a2) 2] = r} 

32 Consideremos el espacio métrico enR 2,d¡). En dicho 

e.m. la bola abierta de centro a y radio r estará formada por -

todos los puntos interiores al 
cuadrado girado 45° respecto a 

los ejes de la figura, exclui­

dos los de los lados del cua-­

drado, es decir: 

Bea,r) 
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La bola cerrada B' (a,r) estaría formada por todos los · 

puntos interiores al cuadrado anterior, incluidos los de los la 

dos. Es decir: 

B' (a,r)= {xdR 2 1 lx¡-a¡l + lxz-az[.:::r} 

La esfera S(a,r) estaría formada por todos los puntos 
de los lados del cuadrado de la figura. Es decir: 

42 Consideremos el espacio métrico (.IR 2 ,d.,). Ahora la 

bola abierta de centro ~ y radio r estará constituida por todos 

los puntos situados dentro del cuadrado de lados paralelos a -­

los ejes de la figura, excluidos 
los situados justamente en los -

lados. Es decir: 

2 

1 

1 

- - -~----
~ l(a,, a2) 

(lll r X~ 

1 

B(a,r)= {XEIR 2 1Sup 

i= 1 '2 

lx. -a . l<r} 
1 1 

La bola cerrada estará integrada 

por los anteriores más los del -

borde del cuadrado, esto es: 

B' (a,r) ={x E fR 2 1 Sup 

i=1 .• 2 

lx . -a.l ~ r} 
1 1 

Finalmente la esfera en este caso la formarán los pun-

tos de los lados del cvadrado, es decir: 

S(a,r)= {x EIR 2 1Sup 

i= 1 '2 

1 x . -a. 1 = r} 
1 1 

52 Consideremos el espacio métrico discreto antes de-

finido (E,dt). 

En este caso las bolas abiertas, cerradas y las esfe-­

ras de centro ~' cualquiera, y radio r dependerán de cual sea -
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el radio considerado. Así: 

a) Si r < 1 : 

B(a,r) {a} 

B' (a,r)= {a} 

S(a,r) q, 

b) Si r = 1 : 

B (a, r) {a} 

B' (a,r)= E 

S(a,r) E- {a} 

e) Si r > 1 : 

B(a,r) = E 

B'(a,r)= E 

S(a,r) q, 

6e Sea el e.m. (t ,d) estando d definida por el ejem7~ 
plo 6 e de distancia del apartado [1. 1 ) . Para estudiar las bolas 

abiertas y cerradas y esferas de este espacio métrico hay que -­

distinguir dos casos: 

a) Caso que el centro de la bola se encuentre en el o­

rigen del plano· complejo. Entonces: 

d(O ,x) 

luego 

1 

k 
lxl 
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B(O,r)= {X E q; 1 lxl <k .r} 

B'(O,r)={x E «:1 lx l ~k.r} 

S ( 0, r )= { XE q; 1 1 X 1 = k · r} 

es decir, coinciden con las correspondientes definidas en el eje~ 

plo 22 • 

b) Caso que el centro a de la bola sea un punto distinto 

del origen. Según sea el radio tenemos: 

b o 1. Si r E] O, 1~1 ] s6lo podrán formar parte de los -
subconjuntos estudiaaos puntos con el mismo ar 

2 
gumento que ~. es decir: 

B(a,r) = {x E ( 1 arg x=arg a, lx-al < k. r} 

B' (a,r)= {XE 1{: 1 arg x=arg a, lx-al ~ k.r} 

S(a,r) = { XE ( 1 arg x=arg a, lx-al k.r} 

b~2. Si r E J-4-i, + oo [' cabrán puntos con argumentos 
iguales a~ o distintos, así: 

B(a,r) = { XE q; 1 arg x=arg a, lx-al < k.r}u 

U{XE ({: 1 arg x!arg a, lxl <k.r-lal} 

B' (a,r)= {X E ({: 1 arg x=arg a, lx-al ~ k.r}u 

U{ XE «:1 arg xhrg a, 1 x 1 ~k. r -1 a 1 } 

S(a,r) = {XE q; 1 arg x=arg a, lxl=lal±k.r}u 

k· r .(a) 
U { XE ({: 1 arg x!arg a, lxl= k.r-Jal} 
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7~ Sea el e .m. (fR 2 ,d) donde d viene definida por el -
Etjemplo 7~ de una distancia del apartado [1.1 J . Es decir: 

d(x,y) = Inf (k,d2. (x,y)] 

llamando ya a d' del citado ejemplo por su notación universal d 2 

dada en dicho apartado. Si r <k : 

d(a,x) < r < k =9 d z (a,x) <r 

luego las bolas abiertas, cerradas y esferas son las definidas -
en el ejemplo 2~. 

Si r=k, la bola abierta coincide ~on el disco abierto -
de radio k, la bola cerrada esfR2 entero y la esfera es 

{fR 2 -B(a,r)}. 

Si r>k, la bola abierta coincide con rn igual que la ce 

rrada, siendo la esfera el conjunto vacío. 11 

PROPOSICION 1.2.1. 

B(a,Jt.) u S(a,Jt.) = B' (a,Jt.) 

DEMOSTRACION: 

Es evidente teniendo en cuenta las expresiones (1 .2.1 .) , 

(1.2.2.) y (1.2.3.). • 
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1.3. Distancia entre subconjuntos de un espacio métrico 

Sea un e.m. (E,d) y sean A y B dos subconjuntos de E. 

VEFINICION 
Se denom~na DISTANCIA ENTRE LOS SUBCONJUNTOS A y B, y ~e ~ep~~ 
~en.ta po~ d(A,B), a1. exbtemo útáe!U.M de .tM c:kó.tanc<.M en:tlte !M pMe­

ja~ de pun.to~ 6 o nmada~ po~ un pun.to de A y o.t~o de B. E~ dee~A: 

d(A,B) . = In6 d(x,y) 

xe A 

yeB 

CONSECUENC lAS : 

12 d(A,B) no es propiamente una distancia a pesar de su nombre. 

22 d(A,B) = d(B,A) VA,B e E(por cumplir la distancia el axioma 
de simetría) 

32 Si AnB ~ ~ d(A,B) = O 

Ca~o Pa.~.t~eula.~: 

Si el conjunto A está formado por un único punto ~. la 

distancia d(A,B) se denomina DISTANCIA DEL PUNTO a AL SUBCONJUN 

TO B, y se representa por d(a,B), siendo: 

EJEMPLOS: 

d(a,B) = Inf d(a,x) 

VxeB 

]2 Consi.deremos la recta real, CIR,df), y sea (/J el --. 

conjunto de los números racionales. 
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Para cualquier punto aEnR, se cumple que: 

22 De igual forma, en dicho e.m., se tiene: 

d C~ IR-QJ) = o 
f · ' 

VEFINIC10N 
Se denom~na V1AMETRO del conjunto A, y ~e ~ep~e~enta po~ o(A), 
al ext~emo ~upe~~o~ de la~ d~~tanc~a~ ent~e punto~ cuale~qu~~ 
Jta de A: 

!S.( A) Sup d(x,y) 
X, !fEA 

EJEMPLOS: 

12 En el e.m. (m 2 ,dz) siendo dz la distancia euclidea, 

el diámetro de los conjuntos se denomina diámetro geométrico. 

22 En el espacio métrico discreto (E ,dt), el diámetro 

de E es 1 . 

PROPIEVAV 1. 3. 1. 

Toda bola ab~e.~ta o ce.JtJtada de. un e..m. (E,d) y de. Jtad~o ~. t~e.­

ne. un d~~metJto ~n6e.~~oJt o ~gual a 2 ~. 

o(B(a,~ll ~2Jt. 

ó ( B ' (a, Jt l ) ~ 2~. 

V a E E 

v Jt E m~ 


